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Resumo 
Este trabalho explora o método proposto por Sehmelcher e Diakonos de determinação de órbitas fixas e pe-

riódicas instáveis em mapas. Urna adaptação foi aplicada ao método determinar pontos fixos e periódicos em 
equações diferenciais. Resultados foram gerados com o sistema de equações diferenciais de Lorenz. Por fim um 
análise da aplicabilidade e funcionalidadc.snétodo adaptado de Sehmeleher e Diakonos no sistema de equações 
diferenciais de Lorenz conclui este trabalho. 
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Introdução 

Em sistemas dinâmicos em regime de evolução caótica, o movimento é organizado em torno de órbitas pe-
riódicas instáveis. Estas órbitas, que estão densamente presentes no invariante caótico, capturam o esqueleto to-
pológico do movimento, no sentido de que toda órbita pode ser aproximadamente reconstituída através das órbitas 
periódicas instáveis de curto período. Podemos calcular quantidades que caracterizam o movimento caótico, tais 
como dimensões, expoentes de Lyapunov, entropia topoiógica, seguindo as órbitas periódicas instáveis do sistema 
[I ] [4]. Em [4] urna expansão em série em torno das órbitas periódicas instáveis de curto período foi introduzida 
e aplicada para avaliação de grandezas representativas da evolução caótica_ As expansões de curvatura [41 do so-
matório das órbita periódicas [6] [2] [9] são uma ferramenta igualmente poderosa para a avaliação das ressonâncias 
nos sistemas caóticos Hamiltonianos [5]. 

O presente trabalho tem por objetivo explorar o método proposto por Sehmelcher e Diakonos quanto a sua efi-
ciéncia e aplicabilidade na determinação de órbitas fixas e periódicas da Seção de Poincarà de sistemas dinâmicos 
definidos por um fluxo. 

No estudo de sistemas, freqüentemente há interesse em se levantar grandezas estatísticas de longo prazo, tais 
como, médias, expoentes de Lyapuriov, dimensões e outros invariantes, como a medida natural e densidade de 
probabilidade. Estas quantidades estatísticas são fisicamente significativas somente quando a medida que está 
sendo considerada é gerada por uma trajetória típica no espaço da fase. Esta medida é chamada medida natural 
[3] se é invariante em relação a evolução da dinâmica. Conseqüentemente, é de importância fundamental compre-
ender e caracterizar a medida natural em termos de quantidades dinamicamente fundamentais. Não há nada mais 
fundamental do que expressar a medida natural em termos das órbitas periódicas embutidas no conjunto caótico 
invariante [7]. 

O trabalho esta dividido em mais quatro seções: definição do método de Sehmeleher e Dia/canos para mapas; 
adaptação do método de Sehmeleher e Dia/canos para equações diferenciais; resultados com sistema de equações 
diferenciais de Lorenz e finalmente as conclusões finais. 

Método apresentado por Sehmelcher e Diakonos para mapas 

A idéia básica deste método [8] consiste em partir do sistema dinâmico discreto N-dimensional em regime 
caótico e através de transformações lineares apropriadas, obter um sistema dinâmico transformado, tal que todos 
pontos fixos deste novo sistema sejam os mesmos do sistema original e com as mesmas localizações no espaço de 
fase. Entretanto as transformações lineares, apropriadamente escolhidas, mudam a estabilidade dos pontos fixos 
e órbitas periódicas, de tal forma que ao invés de instáveis, como no sistema original, passam a ser estáveis na 
nova dinâmica, sendo diferentes transformações lineares responsáveis pela estabilização de diferentes conjuntos 
de pontos. 

Vamos considerar uni sistema dinâmico discreto completamente caótico N-dimensional dado por U : 	= 
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Tabela 1: Matrizes Ck para uma e duas dimensões. 

Por U ser completamente caótico, ele apresenta apenas pontos fixos instáveis. Note que órbitas periódicas de 
período p correspondem a termos fP(fi ) em lugar de f(). 

O objetivo proposto é o de construir a partir de U : f +1 = f(f). um sistema dinâmico Sk diferente contendo 
os mesmos pontos fixos (PF) de U. Utilizando a transformação Lk U Sk, os PF que eram instáveis passam a 
estáveis. 

Devido a estabilidade dos pontos fixos no sistema dissipativo Sk, toda trajetória de Sk depois de algumas 
iterações dirige-se para um ponto fixo FF, ou sai dos limites do invariante caótico do sistema original U. Por 
construção FF também é um ponto fixo do sistema U. Para cumprir a correspondência um a um entre os pontos 
fixos de U e Sk, a transformação Lk deve em geral ser linear. Portanto: 

Sk fi+1 = 	Ak(Rfi) 

onde Ak é uma matriz NxN constante inversivel. Reescrevemos Ak = ÀCk, tal que À seja um parâmetro real, 
1 >> À> 0, e C5 matrizes ortogonais cujos elementos são apenas { -1.0, 1 }. O número destas matrizes é dado 
por rn! e são listadas para n= 1 en -= 2 na Tab. Ø.  A definição na Eq. (1) satisfaz a correspondência um para 
um entre os pontos fixos de U e Sk: Se i = FF é um ponto fixo de U, o termo a direita da Eq. (1) desaparece 
e portanto FF também é ponto fixo de S5; por sua vez, se FF é ponto fixo de Sk, e Ak não é singular, o termo a 
direita da Eq. (1) deve ser igual a O para fi  = FF, então 7F  é também ponto fixo de ti. Assim, as leis dinâmicas U 

e Sk possuem pontos fixos em posições idênticas no espaço. 
O método acima de detecção de pontos periódicos instáveis para um sistema dinâmico caótico envolve o 

parâmetro À que deve ser suficientemente pequeno a fim transformar pontos fixos instáveis, do sistema caótico 
original, para estáveis através da transformações Lk. Quanto maior for o período a ser encontrado menor deverá 
ser o parâmetro À. Entretanto, o parâmetro não pode ser muito pequeno, pois a convergência na iteração das leis 
dinâmicas transformadas será muito lenta. 

Há urna maneira simples de evitar o ajuste do parâmetro À, tomando-se o limite À 	O o que nos leva a 
(7".+1À-7.)  = = Ck(kiU — F¡). Esta equação representa a formulação continua da transformação do 

sistema dinâmico discreto Eq. (1) e sua solução não dependem do parâmetro À, podendo ser facilmente resolvido 
usando um integrador de equações diferenciais ordinárias (ex: Runge-Kutta 

Na seção seguinte as adaptações para determinar as pontos fixos e periódicos em equações diferenciais são 
demonstradas. 

Adaptação do método apresentado por Schmelcher e Diakonos para equações diferenciais 

Para a determinação de pontos fixos e periódicos em equações diferenciais utilizamos o método proposto por 
Schmelcher e Diakonos. Foi necessário adaptar o método afim de determinai -  os pontos fixos e periódicos na Seção 

de Poincaré. 
A principal adaptação no algoritmo foi a definição de r(r-i) Eq.(1)como sendo a próxima iteração quando o 

fluxo cruza a Seção de Poincaré no mesmo sentido. 

Resultados com o sistema de equações diferencias de Lorenz 

Para determinar os pontos fixos e periódicos na Seção de Poincaré devemos determinar localização do seção 
visualizando o gráfico do invariante caótico obtido pelas equações diferenciais de Lorenz 

Os pontos fixos e periódicos do sistema de equações de Lorenz foram determinados utilizando a Seção de 

Poincaré em X = -15 como podemos observar na Fig. (1 ). 
Iniciamos a procura por pontos periódicos na Seção de Poincaré determinando uma grade de condições iniciais 

definida pelos limites (-15. -30.0.0) e (-15. 30. 50). Integramos cada condição inicial até que cruze a seção 
definida por X = -15 na mesma direção. Afim de mover as condições inicias para posições válidas na seção, isto 
é, posições onde a seção será visitada. 

Definimos os param' etros do método de Schmelcher e Diakonos como segue: Número de condições iniciais: 
500; numero máximo de iterações do método para cada condição inicial: 500; valor do parâmetro À: lx10 -3 ; 
número de Matrizes: 8 e parâmetro de parada de iteração do método Schmelcher e Diakonos: 

Com as configurações acima foram detectadas alguns pontos de período 1, isto é, cruza unia vez no mesmo 
sentido a Seção de Poincare, como podemos observar nos gráficos da Fig. (2). 
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Figura 1: Seção de Poinearé X = — 15 no sistema de equações difeiunciais de Lorenz. 
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Figura 2: Ponto de período 1 da Seção de Poinearé X = —15 aplicado no sistema de equações diferenciais de 
Lorenz. PFA (-15.0, —18.468,32.150)- (Esquerda). PFB (-15.0, —21.277, 28.727)-(Direita) 

Conclusão 

Podemos verificar que para este sistema de equações diferenciais de Lorenz, o método adaptado determinou 
com precisão os pontos de período 1, como podemos observar no gráficos da Fig.(2) . 

A escolha da posição da Seção de Poincaré exerce influência no período da órbita detectada. Por exemplo na 
Fig(2-(Direita)) se a Seção de Poincaré estivesse na coordenada X = —5 a resposta seria de período Se não de 1. 

Órbitas de períodos um pouco maiores, período 2 e 3 também foram testados para este sistema de equações 
diferenciais (Lorenz), validando funcionalidade deste método. 
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