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Abstract. The phenomena of heat conduction (parabolic regime) and heat wave
(hyperbolic regime - a finite thermal signal speed) are considered. Is presented
the direct problems (building physics, mathematical formulation and numerical
solution) and inverse (encoding gene and variational formulation) to estimate
the initial condition.

The variational formulation (Alifanov) for solving inverse problems, originally
applied to heat conduction’s problem (parabolic problem), doesn’t produces a
satisfactory solution in hyperbolic inverse problems - in which inaccuracies
in the initial conditions are not eliminated over time. In Chiwiacowsky, 2005
was proposed a genetic algorithm (GA - stochastic global search method) with
the epidemic operator to initialize an Variational Method (VM - by the Conju-
gate Gradient Algorithm - deterministic local search technique): Hybrid method
(HM = GA + VM). Are here recovered the well-known results of the inversion by
GA and VM to the problem of heat conduction (validation step), and presented
original results of inversions for hyperbolic formulation, using both techniques.
Are also made discussions about hybrid approaches.

Resumo. Sdo aqui discutidos os fenomenos de conducdo do calor (regime
parabolico), e onda de calor (regime hiperbdlico - velocidade finita do sinal
térmico). Sao apresentados os problemas direto (construcdo fisica, formulagdo
matemdtica e solucdo numérica) e inverso (codificacdo genética e formulagdo
variacional- tipo Alifanov) para estimacdo de condicdo inicial.

A formulacgdo variacional para solucdo de problemas inversos, originalmente
aplicada ao problema de conducdo do calor (problema parabdlico), ndo produz



uma solugdo inversa satisfatoria em problemas hiperbdlicos - nos quais impre-
cisoes nas condicoes iniciais ndo sdo eliminadas ao longo do tempo. Em Chi-
wiacowsky, 2005 foi proposto o uso de um Algoritmo Genético (AG - método
estocdstico de busca global) com o operador epidémico para inicializar um
Método Variacional (MV - via Método de Gradiente Conjugado - técnica deter-
ministica de busca local): Método Hibrido (MH=AG+MYV). Sdo aqui recuper-
ados os bem conhecidos resultados da inversdo via AG e MV para o problema
de conducdo do calor (etapa de validacdo), e apresentados pela primeria vez
(resultados originais) inversées para a formulagdo hiperbolica, usando ambas
as técnicas. Ao final sdo proferidas discussoes sobre abordagens hibridas.

Palavras-chave: equacées diferenciais parciais parabdlicas e hiperbolicas, problemas
inversos, algoritmo genético, método variacional, transferéncia de calor

1. Introducao

Modelos matemadticos para fendmenos naturais frequentemente sdo construidos tendo
como base Equacdes Diferenciais Parcias (EDP).

Uma EDP na varidvel dependente u e nas varidveis independentes z e y, € uma
equacdo que pode ser posta na forma F'(x, y, u, Uy, Uy, Ugy, Ugy, Uyy) = 0 onde F' € uma
funcao das varidveis indicadas e pelo menos uma derivada parcial aparece na expressao.

Seja a EDP linear Au,, + Buy, + Cuy, + Du, + Eu, + Fu+ G = 0 onde os
coeficientes sdo as fungdes A, B, C, D, E e F tal que A*(z,y) + B?(x,y) +C?(x,y) # 0
e G = G(z,y) uma fungdo real definida sobre um aberto do R?; associada a tal estd o
discriminante A = B?(z,y) — 4A(x,y)C(z,y), responsdvel por sua classificagio. Uma
EDP € dita parabdlica se A < 0, eliptica se A = 0, e hiperbdlica se A > 0 [1].

Fisicamente parabolicidade reflete a infinitude da velocidade do sinal e regime
assintético de equilibrio; elipsidade estd ligada a problemas estaciondrios, e hiperbolici-
dade a shifts, deslocamentos, com velocidade finita do sinal.

O problema de condugido do calor €, normalmente, governado por uma equagao
parabdlica - deduzida via principios de conservacdo e pela lei de Fourier. Uma
modificacdo na lei de Fourier para modelar a finitude do sinal térmico origina uma
equacgdo hiperbolica para propagacdo do calor [2] - uma onda amortecida, de compor-
tamento semelhante a ondas mecanicas e eletromagnéticas em meios atenuantes.

Estes sao exemplos de Problemas Diretos. Pode-se definir como Problema Direto
a situacdo na qual “causas”geram “efeitos”, ex: em um material ndo dielétrico, quando é
estabelecida uma diferenca de potencial elétrico (“‘causa’) é gerada uma corrente (“con-
sequéncia”), que pode ser observada (acessada - medida) experimentalmente. Se, entre-
tanto, o objetivo for descobrir qual o valor da diferenca de potencial elétrico que gerou
um corrente medida, entdo tal situacdo € o Problema Inverso [3, 4].

Problemas inversos podem ser resolvidos, por exemplo, por:
e M¢étodos de regularizagao [5] - O critério dos minimos quadrados nao € suficiente

para garantir um bom resultado de inversdo, especialmente em casos nos quais
ha ruido experimental, devido ao fato de uma solu¢do matemética que minimiza



a fun¢do custo geralmente fazer com que o modelo coincida com os dados de
maneira exata. O método de regularizacio torna possivel o controle da quantidade
de suavidade que ocorre na solucdo: requere-se a melhor coincidéncia dos dados
(termo advindo do critério dos minimos quadrados), levando-se em consideracao
um certo grau de suavidade desejado - ou imposto por necessidade de consisténcia
matemadtica ou fenomenoldgica,

Meétodos de otimizagdo [6] - Nestes o objetivo € minimizar a discrepancia entre
o observavel experimental e o estimado via problema direto, trata-se de um prob-
lema de otimizag¢ao que usa como restri¢ao o proprio modelo direto. O método de
Gradiente Conjugado (MGC) via formula¢io de Alifanov [7, 8] é um exemplo',
bem como metodologias baseadas em Inteligéncia Artificial, como Algoritmos
Genéticos.

O método de Alifanov, originalmente aplicado a area térmica, ndo produz uma

solugdo inversa satisfatoria em problemas hiperbdlicos - como vibragdes mecanicas - nos
quais imprecisdes nas condi¢des iniciais ndo sdo eliminadas ao longo do tempo, o que
ocorre em problemas parabdlicos, como a conducao de calor [9]. Entao foi proposto em
Chiwiacowsky (2005) [10, 11, 12] o uso de um Algoritmo Genético (método estocastico
de busca global [13], com o operador epidémico [14]) para inicializar o MV via MGC
(método deterministico de busca local): estratégia hibrida.

Alguns trabalhos ja foram propostos no dominio da condug@o hiperbdélica do calor,

desde Pascal, 1992 [15]. Todavia nenhum estimando condig¢do inicial usando a abordagem
de Alifanov. Alguns destes trabalhos foram:

Polesek-Karczewska, 2003 [16]. Apresenta distribuicdo de temperatura (prob-
lema direto) em empacotamento de esferas de diferentes materias, tanto por
consideragdes a primeiros principios, quanto numéricas € experimentais.

Shen e Han, 2003 [17]. Aplicacdo da técnica TVD (total variation diminishing)
para resolver o problema direto. No limite da aproximagao convectiva a solu¢ao
¢ calcula explicitamente, ja no limite radiativo € usado um método numérico tipo
Newton.

Masood, 2006 [18]. Estimou condi¢@o inicial no problema em coordenadas
cilindricas via método de Picard.

Huang e Hsin-HsienWu, 2006 [19]. Usaram a formulacdo de Alifanov para esti-
mar condi¢do de contorno. Conseguiram bons resultados independentemente da
suposi¢do inicial, e mais robusto frente a ruido nos dados de entrado do que os
Algoritmos anteriores.

Huang e Lin, 2008 [20]. Usaram a formulacio de Alifanov para estimar simula-
taneamente duas condi¢des de contorno. Os resultados sao bons independente-
mente da sugestdo inicial, e mesmo com presenca de ruido nos dados de entrada.
Huang e Lin, 2008 [21]. Usaram a formulacdo de Alifanov para estimar termo
fonte. Os resultados sdo bons para sugestao inicial nula.

Saleh e Al-Nimr, 2008 [22]. Resolveram o problema direto usando uma
formulacao variacional via transformada de Laplace.

Yang, 2009 [23]. Estimaram condi¢do de contorno no problema bidimensional,
por um método baseado em diferencas finitas e no algoritmo de Newton-Raphson.

A formulagio de Alifanov apresenta regularizago intrinseca



Sdo apresentadas a seguir a construcdo fisica, formulacdo matematica e solugao
numérica dos problemas diretos tratados (conducao e onda de calor) e exibidos resultados
de técnicas de inversdo (genética e variacional) para estimacdo de condi¢do inicial nos
problemas.

2. Fundamentacoes fisicas e solucoes do problema direto

A seguir sdo construidos os problemas diretos de conducio e onda de calor e exibido o
esquema numérico de resolucao.

2.1. Conducao do calor

O principio de conservacdo (equacdo da continuidade) para o transporte de calor na
auséncia de gradientes de pressdo e densidade nos d4d que a temperatura (7') varia tem-
poralmente tendo como fonte (divergente) o fluxo de calor na substancia, ponderado pela
densidade (p) e pelo calor especifico (c) desta (Eg ). A lei (fenomenoldgica) de Fourier
apresenta o fluxo de calor como consequéncia do gradiente de temperatura entre difer-
entes pontos do meio, amplificado pelo coeficiente de condutividade térmica - x (Eq. 2).
A combinagdo destes dos alicerces estabelece a equagao parabdlica para a conducdo do
calor (Egq. 3) [24].

OT (x,t)

-y +V-7($,t) =0 (1

q(x,) = —wVT(z,1) 2)
ol (x,t) kK B

— EVT(m, t)=0 (3)

O problema direto da condug¢@o do calor pode ser assim definido:

Seja T'(x,t) € C? fungdo real de varidveis reais definida no cartesiano entre o
compacto €2, = [0, L] e o aberto 2, = [0,¢f), tal que

OT (1
IT@, 1) K Gy ) — 00 € O, 1 € O
ot pc

T(x,0) = f(x);x € Qyu;

T(z,0) =0;2 € Q;
ot
T(x,t
M:O;xzo,le,teﬂt
ox

Um exemplo de esquema para solugdo numérica deste problema, baseado em
diferencas finitas (aproximacdo discreta via Taylor, centrada no espaco e avancada no
tempo [25]), é:



e Seja N o numero de pontos na discretizagdo espacial, e M na temporal. Tome
h=L/N,k=tf/M, lambda = % * (k/(h%));
e Paraide Oa N faca

T[][0] = fleh];
fim.

e Parajde(0a M — 1 faca
ul0][j + 1] = 0;

Paraide1a N — 1faca

g[i] [j + 1] = wl[5] + lambda(uli + 1][j] — 2uli][j] + uli — 1][5]);
u[N][j +1] =0
fim.

2.2. Onda de calor

A abordagem para a conducao do calor em regime parabdlico considera que um pulso de
calor aplicado a superficie de um corpo € imediatamente sentido em todas as partes deste,
nao importando a distancia: velocidade infinita de propagagao [2]. Célculos a primeiros
principios (baseados na teoria cinética dos gases) derivam a seguinte expressao, conhecida
como equacdo de fourier modificada:

g (x,t)

—+ T (x,t) = —kVT(z,1) 4)

T

onde 7 € o tempo de relaxacao - representa a existéncia de um tempo finito ndo
nulo de acumulagdo de calor para se alterar a corrente térmica.

Combinando esta pressdo com a Eq. [ temos a equacdo hiperbdlica para a
conducdo do calor (Egq. 5) [2].

0*T(z,1) N IT (z,t)
ot? ot

- %VQT(.%, £) =0 5)

Tal formulag@o prevé um limite superior para a velocidade finita ndo nula (a) de

propagacdo do sinal
c
a=/2 (©)

No limite em que 7 = 0 a equagdo hiperbdlica retorna a equagao parabdlica - a
velocidade infinita de propagacao do sinal. Valores tipicos de 7 para solidos dielétricos
sdo da ordem de 10E-11 segundos [26].

O problema direto da onda de calor pode ser assim definido:

Seja T'(z,t) € C? fungdo real de varidveis reais definida no cartesiano entre o
compacto 2, = [0, L] e o aberto §2; = [0,tf), tal que



2 T
T@ (x,t) +a (l’,t) _£V2T($,t) ZO;xGQx,tEQt;

8t2 at pc
T(z,0) = f(z);z € Qy;
OT(z,0) _ 0;z € Qy;
ot
T
OT (z,1) —0x=02=1,tc,
ox

Um exemplo de esquema para solugdo numérica deste problema, baseado em
diferencas finitas (aproximacdo discreta via Taylor, centrada no espaco e avancada no
tempo), é:

e Seja N o numero de pontos na discretizagdo espacial, e M na temporal. Tome
h=L/N,k=tf/M,lambda = e ¥ (k/(h?));
e ParaideOa NN faca
T[)[0] = [flih];
fim.
e Paraide la N — 1 faca
T[i][1] = 1 * lambda®(T'[i 4 1][0] + T'[i — 1][0]) + (1 — lambda?)uli][0];

fim.
e ParajdelaM — 1 faca
T[0][j +1] = 0;

Paraide1a N — 1 faca

T[] +1] = (27/(27+k)) *[2(1 — lambda®)T'[i][j] + lambda®(u[i+1][j] +
uli — fli] 1) — ulillj — 1] + (3k/T)uli][j — 1]];
TN +1] = 0;
fim.

3. Metodologia

A seguir € brevemente apresentada a codificagdo genética dos problemas e a formulacio
variacional.

3.1. Codificacao genética

Idealizada em 1795 por John Henry Holland, a técnica dos AGs sdo metaheuristicas
bio-inspiradas que, a partir de um conjunto inicial de solugdes e através de operadores
genéticos inspirados na teoria Darwinista da evolucao por selecdo na-tural: selecdo, cruza-
mento e mutacdo - vao atualizando seu conjunto de solucdes até que uma delas seja
razodvel: apresente, por exemplo, um erro inferior a uma tolerancia escolhida.

A questdo central na otimizacao via AGs € definir adequadamente 0os cromosso-
mos e seus genes. O cromossomo € o elemento que compde a populagdo. Cada cromos-
somo deve corresponder a um e apenas um elemento do espago de busca [4].



Seja para os problemas de propagagdo ou para os de onda de calor cada individuo
da populagdo corresponde a uma possivel condicdo inicial para o problema: cada gen
representa, portanto, o valor no espaco da temperatura inicial.

O AG aqui utilizado € do tipo ndo geracional, e foi implementado usando
codificacdo real, selecdo via torneio, muta¢do uniforme e cruzamento geométrico com
crossover de ponto tnico [10]. O operador epidémico [14] foi usado a cada 10 iteracdes
sem melhora da melhor solucdo encontrada. O cddigo foi escrito em linguagem Fortran
90, e executado em maquinas escalares.

3.2. Formulacao de Alifanov

O método variacional € uma forte opcdo na solugdo de problemas inversos. Na sua
implementagdo sao desenvolvidos o problema de sensibilidade, o problema adjunto e as
equagoes gradientes.

Visando a aplicacdo do método adjunto, assumindo disponiveis observéveis ex-
perimentais Y (x, t) para instantes continuos de tempo e m pontos espaciais (igualmente
espacados), define-se a seguinte forma funcional a ser minimizada:

m=M  i=tf
I = 3 [0 )50 = Y 5 ¢

onde Y (,t) ¢(») e Y (2, t)™P sdo vetores contendo, respectivamente, os valores do
observavel estimado (originido pela distribuigdo inicial f(x) estimada) e medido (orig-
inido pela distribui¢go inicial f*(x) verdadeira e desconhecida).

Para defini¢éio do problema de sensibilidade, a condicdo inicial f(x) deve ser per-
turbada por uma pequena variagdo, resultando em f(x) + A f(x), esta variagdo implicara
também em uma variagdo nos valores do observavel: Y (z,t) + AY (z,t). O problema

de sensibilidade é entdo obtido através da substitui¢do, no problema direto, de f(x) por
fx)+Af(x),e Y (z,t)por Y (z,t) + AY (x,1).

O problema de sensibilidade € dado pelo problema perturbado subtraido pelo nao
perturbado, como os problemas em questao sdo lineares, o resultado pode ser alcancado
apenas substituindo o termo Y (z,t) por AY (x,t) no problema direto.

Para defini¢do do problema adjunto a equagado de restri¢cao deve ser incorporada a
forma funcional através do uso da técnica dos multiplicadores de Lagrange. Sendo assim,
introduzindo o problema com restricao, obtém-se a forma Lagrangeana dada por:

m=M  .j=tf
JT(z, t)f(w% Az, t)] = Z /t . [T (xm, t)f(z) — T(xm, t)Exp}zdt
m=1 v '=

o=1 pt=tf 782T(x,t) I (x,t) K
_ /xzo /tzo /\(l’,t)['r o + 5 — EV T(l‘;tﬂ)

Manipulando matematicamente esta expressdao de forma a ter incremento esta-
ciondrio em J[T'(x,t) (), A(x,t)], e escrevendo as equagdes no dominio dos multipli-



cadores de Lagrange chegamos, para cada um dos problemas, a *:

e Conducao de calor:

) 2 m=M  .t—¢f
A+ &C% —2 Z / [T (@ t) ) — T, )PP AL (2 — 20) = 0

K —
m=1 Y 1=0

J' (z,t) = %)\(x,O);

e Onda de calor:

. 2 MM it
i QI Wi G 3 / T (@ t) fa) — T (2o, )22t S (2 — 1)

e 2
Kk Oz “— Ji=o

4. Resultados e discussoes

Na presente secao sao apresentados os resultados de estimacao de condi¢do inicial (fung¢ao
triangular) para os dois problemas (conducao e onda de calor), usando os dois métodos
(Algoritmo Genético e Método Variacional).

Na Figura 1a s@o recuperados os resultados bem conhecidos da inversdo para o
problema da conducao do calor via Algoritmo Genético [27], sem e com regularizacao,
em ambos os casos com ruido do tipo branco (gaussiano, com média nula) multiplicativo e
de intensidade de 0.5%. A inclusdo de um termo regularizador na funcao custo melhorou
o resultado da estimagdo da condi¢do inicial do problema.

Na Figura 1b exibe-se os resultados também ja classicos da literatura do Método
Variacional, sem e com ruido (branco, multiplicativo, de intensidade de 0.5%). A
estimagdo para um perfil com ruido apresenta qualidade bastante inferior quando com-
parada com a livre de ruido.

Na Figura 2a sdo apresentados resultados inéditos da inversao para o problema da
onda (eq. hiperbdlica) do calor, via Algoritmo Genético, sem e com regularizacdo. Assim
como no caso parabolico, a inclusdo de um termo regularizador na fun¢do custo melhorou
o resultado da estimacdo. Percebe-se que o efeito do mesmo nivel de ruido € mais drastico
no problema hiperbdlico que no parabdlico: o nivel de ruido (branco, multiplicativo) no
caso hiperbdlico foi 5 vezes menor que no caso parabdlico.

Na Figura 2b exibe-se os resultados também inéditos da inversao para o problema
da onda (eq. hiperbdlica) do calor, agora para o Método Variacional, sem e com ruido.
A intensidade do ruido também neste caso hiperbdlico foi de apenas 0.1%. O problema
hiperbdlico, novamente, apresentou maior sensibilidade frente a presenca de ruido.

ZVale a pena ressaltar que tanto o problema direto quanto o problema adjunto para o caso hiperbédlico
recupera o caso parabdlico quando 7 = 0.
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Figura 1. Resultados da inversao para o problema parabdlico via AG (a) e MV (b).
o representa o valor do parametro de regularizacao e o o nivel de ruido.
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Figura 2. Resultados da inversao para o problema hiperbdlico via AG (a) e MV
(b). o representa o valor do parametro de regularizagao e o o nivel de ruido.

Uma comparacao entre os métodos é apresentada na Figura 3. No eixo das orde-
nadas estd o desvio de estimacdo na condi¢do inicial (préprio valor da fun¢do custo para
0 AG e do funcional de minimos quadrados para o0 MV) em fun¢do de cada miliminuto
(Fig 3b). Para problemas de baixa complexidade € aconselhavel, neste contexto, o uso do
MYV, uma vez que o tempo computacional necessario para tal método obter um resultado
melhor do que o do AG pode ser alcancgédvel a tempo razodvel. Ja para problemas muito
complexos torna-se interessante o uso do AG, pois para pouco tempo computacional o
resultado deste método € melhor do que o do MV.

5. Conclusoes e perspectivas

Os resultados cldssicos da literatura para o problema da propagagdo do calor seja us-
ando o AG seja via MV foram recuperados. Resultados inéditos condizentes a versdao
hiperbdlica do problema foram apresentados, tanto via Algoritmo Genético quando pelo
Método Variacional. Foram analisados o efeito do ruido em ambos os métodos, e da
regularizagdo no AG.
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Figura 3. Desvio de estimacao na condigao inicial (proprio valor da funcao custo
para o AG e do funcional de minimos quadrados para o MV) em funcao de cada
miliminuto.

A comparacdo entre os métodos apresentada na Figura 3 encoraja o uso de uma
metodologia hibrida, na qual a sugestdo inicial para o MV é dada pela solugdo parcial do
AG: o AG ¢ executado algumas poucas vezes (obtendo resultado melhor do que o que
seria obtido via MV), e entdo tal solucdo parcial é passada ao MV: assim as vantagens
dos métodos isolados sdo combinadas - melhor resultado do AG para poucas iteragdes, e
maior velocidade de melhora da solu¢ao no caso do MV.

Tal incentivo a estratégia hibrida é complementar ao expresso por Chiwiacowsky
(2005) [10] e exposto nos resultados das Figuras 2a e 2b: a presenca de ruido afeta bas-
tante os problemas hiperbdlicos (quando comparados aos parabdlicos, nos quais tais im-
precisdes sao eliminadas com a integracao no tempo) - o uso de um método de busca
global para inicializar um de busca local faz com que uma sugestao inicial mais proxima
a bacia de minimo da fun¢do custo seja usada, desta forma € menos dréstico o efeito do
ruido do dado experimental.

Como perspectivas estd o teste de outros tipos de condi¢do inicial, a inversao via
método hibrido e 0 uso de uma implementacio paralela do AG [27] - que configura o
método Paralelo-Hibrido.
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