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Abstract. In this work we construct complex networks from different types of
time series (e.g. random, periodic and chaotic time series), where each point
is represented by a node in the associated network and the connection between
nodes is determined by the correlation between the points of the time series. We
investigate the statistical properties of these networks, such as the clustering
coefficient and the average path length and found that time series with different
dynamics exhibit distinct topological structures. These results show the complex
network theory can be a powerful tool in the time series analysis.

Resumo. Neste trabalho redes complexas sdo construidas a partir de séries
temporais de diferentes tipos (por exemplo, séries temporais aleatorias,
periodicas e cadticas), onde cada ponto é representado por um no na rede
associada e a conexdo entre os nos é determinada pela correlacdo entre seus
pontos. Nos investigamos as propriedades estatisticas destas redes, tais como o
coeficiente de agrupamento e o comprimento do caminho médio, e encontramos
que séries temporais com dindmicas diferentes exibem estruturas topologicas
de rede distintas. Estes resultados mostram que a teoria de redes complexas

promete ser uma ferramenta itil na andlise de séries temporais.
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1. Introducao

A teoria das redes complexas nasceu da aplicacdo de medidas desenvolvidas pela teoria
dos grafos e conceitos provenientes da mecanica estatistica, fisica nao-linear e sistemas
complexos [Barabasi and Albert 1999, Watts and Strogatz 1998]. Redes complexas sao
descritas por um conjunto de vértices (n0s) e arestas (conexoes, ligagcdes ou links) e algum
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Figura 1. Exemplos de redes complexas: (a) Rede de contatos sexuais entre
individuos; (b) Rede de contagios entre pessoas; (c) Rede dos amigos numa
escola dos Estados Unidos; (d) Documentos num sitio da Web e ligagcoes entre
eles. As cores representam diferentes comunidades. Fonte: (Mendes, 2005)

tipo de interagdo entre os mesmos. De modo geral, redes complexas possuem estruturas
que sdo irregulares, complexas e que evoluem dinamicamente com o tempo.

Devido a sua generalidade e carater multidisciplinar, a teoria de redes comple-
xas abrange aplicagdes nas mais diversas dreas de pesquisa, como fisica, quimica, ma-
tematica, biologia, medicina, sociologia, engenharia, telecomunicacdes, astronomia, etc.,
sendo a computagio responsavel pelas ferramentas utilizadas na modelagem, simulacdo
e tratamento das bases de dados [Boccaletti et al. 2006]. Recentemente, a teoria de redes
complexas foi utilizada em uma aplicacdo, até entdo, inédita: na andlise da dinamica de
séries temporais. A caracterizagdo da dinamica de um sistema fisico a partir da analise
de séries temporais € um tema de grande relevancia em diferentes dreas da ci€ncia e das
engenharias. Por este motivo, varias “métricas” foram propostas na literatura, como, por
exemplo, entropias, dimensoes (e.g., dimensdo de correlacio) e expoentes (e.g. expoente
de Lyapunov). Porém, tais técnicas possuem algumas limitagdes que, em alguns casos,
comprometem a andlise da dindmica de séries temporais. Algumas destas limitacdes sdo:
séries temporais muito longas ou muito curtas; presenca de ruido; nao estacionaridade;
etc. Assim, a caracteriza¢do da dinamica de séries temporais € um desafio constante, e
conseqiientemente, novos métodos tém sido propostos no meio cientifico.

Zhang & Small [Zhang and Small 2006] e Lacassa et al. [Lacasa et al. 2008] mos-
traram que, sob certas condi¢des, é possivel mapear a estrutura de uma série temporal na
topologia de nds e conexdes de uma rede complexa, a qual pode ser entdo caracterizada
com as ferramentas estatisticas usuais. O principal resultado obtido em ambos os estu-
dos € que séries temporais com dindmicas diferentes exibem estruturas topoldgicas de
rede distintas. A teoria de redes complexas promete ser uma ferramenta promissora na



classificacdo de sistemas dinamicos. Contudo, os estudos nesta drea estdao em sua fase

inicial e o processo de mapeamento “ideal” € ainda um problema essencial a ser resol-
vido [Yang and Yang 2008].

2. Propriedades topolégicas

Historicamente, o estudo de redes tem sido de dominio de um ramo da matematica dis-
creta conhecida como Teoria de Grafos. Esta teoria iniciou-se com o trabalho de Leonhard
Euler para resolver o problema das Sete Pontes de Konigsberg (Prissia no século XVIII,
atual Kaliningrado, Rissia), onde haviam duas grandes ilhas que, juntas, formavam um
complexo que continha sete pontes. Discutia-se nas ruas da cidade a possibilidade de
alguém atravessar todas as pontes, sem repetir nenhuma. A busca pela solucio deste pro-
blema havia se tornado uma lenda popular quando Leonhard Euler, em 1736, provou a
inexisténcia de tal caminho. Ele modelou o problema das sete pontes como um grafo,
transformando caminhos em arestas e suas interseccoes em vértices (conforme Figura 2),
criando, possivelmente, o primeiro grafo da histéria [Bollobds 1998, Diestel 2005].
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Figura 2. A configuracao das pontes antes de 1875, com a ilha de Kneiphof (A),
a area de terra (D) entre os dois bracos do rio Pregel, e as duas porcoes de terra
que circulam a ilha (C e B). Euler transformou essa configuragao em um grafo
e provou que hao é possivel alguém atravessar todas as pontes passando uma
unica vez por cada uma delas.

Desde seu nascimento em 1736, a teoria de grafos forneceu respostas
para questOes priticas como por exemplo: distribuir tarefas entre pessoas com a
maxima eficiéncia; colorir regides de um mapa usando um nimero minimo de co-
res ou ainda preencher n empregos por n pessoas com o maximo de utilidade to-
tal [Boccaletti et al. 2006]. Alguns dos conceitos que ocupam um lugar proeminente no
estudo de redes complexas serdo discutidos a seguir, e ainda, tais medidas serdo aplicadas
nas redes construidas na Secdo 5, visando uma melhor caracterizacdo das mesmas.

2.1. Grau de conectividade

Por defini¢do, o grau de conectividade de um vértice ¢, em uma rede nao-dirigida, € o
ndmero de suas conexdes diretas a outros vértices, ou seja:

ko= Ay (1)



onde A € a matriz de adjacéncia associada e N € o nimero de vértices da rede. O grau de
conectividade médio € definido como a média aritmética do grau de conectividade sobre
todos os vértices, ou seja:

1 N
Wzﬁgm )

A caracterizacdo topoldgica mais bdsica de um grafo GG pode ser obtida em ter-
mos da distribui¢do P(k), definida como a probabilidade que um vértice escolhido alea-
toriamente tenha grau de conectividade k. Em redes reais, a distribui¢do P(k) desvia-se
significantemente da distribuicdo de Poisson' esperada para um grafo aleatério e, em
muitos casos, exibe caracteristica de uma lei de poténcia com um expoente -y entre 2 e
3 [Boccaletti et al. 2006]. Redes com estas caracteristicas sdo chamadas de redes sem
escala.

2.2. Coeficiente de agrupamento

Também conhecido como transitividade, o agrupamento é uma propriedade tipica de redes
de conhecimento, onde dois individuos com um amigo em comum sdo também conheci-
dos um do outro [Wasserman and Faust 1994]. Esta tendéncia inerente ao agrupamento
¢ quantificada pelo coeficiente de agrupamento [Watts and Strogatz 1998].

Suponha que um vértice i tenha k; vizinhos, logo k;(k; — 1)/2 ligagdes podem
existir entre eles (isto ocorre quando todos os vizinhos de ¢ estdo conectados a todos os
outros vizinhos de 7). A razdo entre o nimero F; de ligacdes que realmente existem
pelo nimero total de ligagdes possiveis fornece o valor do coeficiente de agrupamento do
vértice 7:
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Definimos o coeficiente de agrupamento da rede como a média dos C; para todo
1. Pela relacdo (3) podemos observar que o coeficiente de agrupamento assume valores
pertencentes ao intervalo [0, 1].

2.3. Comprimento do caminho

O comprimento do caminho médio L € definido como o nimero de ligagdes no menor
caminho entre dois vértices, medidos sobre todos os pares de vértices da rede. Exis-
tem varios métodos numéricos que calculam o menor caminho entre quaisquer pares de
vértices em um grafo, tais como os algoritmos de Dijkstra, Floyd-Warshall, Bellman-
Ford, etc. Neste trabalho o valor de L foi obtido com base no algoritmo de Floyd-
Warshall.

'A distribui¢do de Poisson é um tipo de distribuicdo discreta de probabilidade, cuja forma analitica é
dada por P(k) = ’\ka ,onde A é o parAmetro da distribui¢@o.




3. Séries Temporais Utilizadas

O processo de mapeamento proposto na Secdo 4 foi aplicado em trés conjuntos distintos
de séries temporais. O primeiro conjunto se refere a uma série aleatdria obtida a partir
de uma distribui¢do uniforme entre [0,1]. O segundo conjunto se refere a uma série
puramente periddica, obtida através da relagdo:

y; = sin(27wi) 4)

comi = 1,2,...,n. E, finalmente o terceiro tipo se refere a série temporal oriunda da
evolugdo temporal da varidvel de estado x do sistema de equagdes diferenciais ordinarias
de Lorenz [Lorenz 1963]

dr/dt = o(—x+y)
dy/dt = re—y—zxz (5)
dz/dt = —b+uzy
como = 10,7 = 28 e b = 8/3. Neste caso, a série temporal obtida ¢ denominada cadtica.
A Figura 3 apresenta a evolugdo temporal de cada uma das séries em estudo.
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Figura 3. Séries temporais aleatoria, cadtica e periodica, respectivamente.

4. Processo de Mapeamento Proposto

Neste trabalho, propomos um mapeamento inédito “série temporal - rede complexa” ba-
seado na funcao de autocorrelagdo da série temporal em estudo, definida como:

N-—1

1 (Tn —T) (Tpyr — 7T)
A(r) = E 6
(T) N —r pwrt o2 ( )
onde z; com ¢ € 1,...,N s@o os valores assumidos pela série temporal, N é o seu

niimero de pontos, T é a sua média e o2 é a sua varidncia. 7 € uma escala que assume
valores inteiros e positivos entre 0 e N — 1 e A(7) € [—1, 1].



Dada uma série temporal, cada um de seus pontos corresponde um né da rede
associada. No processo de mapeamento proposto, o valor absoluto da fun¢do de
autocorrelacio (6) expressa a probabilidade de conexdo para cada par de nds da rede. As-
sim, dois pontos de uma série temporal x(n) e z(n + 7) que apresentam uma correla¢do
elevada (em moédulo) terdo maior probabilidade de terem seus nés correspondentes co-
nectados e vice-versa.

5. Resultados

O mapeamento apresentado na Secao 4 foi aplicado nos diferentes tipos de séries tempo-
rais em estudo, e desta forma, foram obtidas redes cujas caracteristicas foram investigadas
com base no grau de conectividade e nos valores de C' e de L. A Figura 4 mostra exemplos
de redes obtidas a partir do mapeamento proposto, para cada uma das séries em estudo.
Como podemos observar séries temporais com dinamicas distintas produzem redes com-
plexas com diferentes topologias.

Figura 4. Exemplos de redes geradas a partir das séries temporais aleatoria,
caotica e periodica, respectivamente. Para a construcao de tais redes foram
consideradas séries temporais com 20 pontos cada e 20 nos.

A Figura 5 mostra as distribui¢oes dos graus de conectividade associados a cada
uma destas séries. Podemos observar pela distribui¢do do grau de conectividade da rede
associada a série aleatdria que a maior parte de seus nés possuem o mesmo grau de co-
nectividade — comportamento tipico de redes do tipo aleatéria. Pela distribuicdo do grau
de conectividade associado a série cadtica podemos observar nés com graus de conectivi-
dade variados. Contudo, podemos observar pela distribui¢do do grau de conectividade da
rede associada a série periddica que a maior parte dos nds (exceto dois deles) possuem o
mesmo grau de conectividade.

Em seguida, calculamos os valores médios de C' em fun¢do do niimero de nés n
(conforme mostra a Figura 6) com base em dez amostras de cada uma das séries em es-
tudo. De maneira similar as analises anteriores, consideramos redes com nimero de nds
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Figura 5. Distribuicdo do grau de conectividade P(k) versus k associado as
séries aleatoria, cadtica e perioddica, respectivamente.

variaveis e, desta forma, investigamos o comportamento de C' em fung¢io das dimensoes
das redes. Para a série aleatdria, a rede obtida inicialmente possui um agrupamento ele-
vado, contudo o valor de C' decresce rapidamente em fungdo de n. Para a série cadtica,
as redes obtidas sdo agrupadas, contudo esse agrupamento diminui quando n cresce. Para
a série periddica, podemos observar para qualquer valor de n as redes obtidas sdo total-
mente desagrupadas.

Finalmente, calculamos os valores de L em fun¢@o do nimero de nés n (conforme
mostra a Figura 7) com base em dez amostras de cada uma das séries em estudo. De
maneira similar a analise anterior, consideramos redes com numero de nds variaveis e,
desta forma, investigamos o comportamento de L em funcdo das dimensoes das redes.
Para a série aleatéria, o valor de L é pequeno para todos os valores de n. Para a série
caotica, o valor de L € elevado e o mesmo cresce lentamente em fungdo de n. Para a série
periddica, podemos observar que o valor inicial de L € bastante elevado e que este valor
cresce linearmente em funcao de n.

6. Conclusoes

Pelo processo de codificacdo proposto podemos observar que séries aleatorias produzem
redes aleatérias em virtude dos baixos valores de C' e de L. Observamos ainda, que séries
periddicas produzem redes regulares e séries cadticas produzem redes pequeno mundo
em virtude do valor elevado de C' e do baixo valor de L. Com base nas propriedades
estatisticas das redes obtidas, tais como o coeficiente de agrupamento € o comprimento
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Figura 6. Valores médios de C' em fun¢édo do nimero do numero de nés n asso-
ciados as séries aleatoria, caodtica e periddica, respectivamente.

do caminho médio, mostramos que séries temporais com dindmicas diferentes exibem
estruturas topoldgicas de rede distintas. Estes resultados mostram que a teoria de redes
complexas promete ser uma ferramenta util na andlise de séries temporais.



Figura 7. Valores médios de . em funcao do numero de nds n associados as
séries aleatoria, caodtica e periddica, respectivamente.
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