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Abstract. In this work we present a study on the transfer orbit of a spacecraft
in geocentric orbit for a orbit around the Moon. The method used for this prob-
lem is based on the approach known as ’patched conic’ in which the three-
body problem that involves : Earth, Moon and spacecraft, is divided into two
problems of two bodies: Earth - spacecraft and Moon - spacecraft. Thus, the
trajectory followed by the spacecraft is separated into two parts: first, when
the spacecraft is within the Earth’s sphere of influence, and second, when the
spacecraft enters into the Moon’s sphere of influence. Therefore, the trajectory
of escape from Earth and arrival to the Moon, and also the optimal time and fuel
spent on travel can be easily determined using the known results of the two-body
problem.

Resumo. Neste trabalho apresentamos um estudo referente a transferéncia or-
bital de uma sonda em orbita geocéntrica para uma orbita ao redor da Lua.
O método utilizado para este problema baseia-se na aproximagdo conhecida
como ’'patched conic’, em que, o problema que envolve trés corpos: Terra, Lua
e sonda, é dividido em dois problemas de dois corpos: Terra - sonda e Lua -
sonda. Desta forma, a trajetoria seguida pela sonda é separada em dois ins-
tantes: o primeiro, quando a sonda estd dentro da esfera de influéncia da Terra,
e o segundo quando a sonda ingressa na esfera de influéncia da Lua. Assim, as
trajetorias de escape da Terra e de chegada a Lua como também o tempo e com-
bustivel otimos gastos na viagem podem ser determinadas facilmente usando os
resultados conhecidos do problema de dois corpos.
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1. Introducao

O problema dos trés corpos € um dos casos mais estudados na mecanica celeste
[Bate et al. 1971], pois embora que ele fisicamente’ seja um caso muito simples, o prob-
lema de trés corpos ndo € um sistema integravel [Schaub and Junkins 2003]. Porém, é
possivel aproximar uma solu¢do particular desse problema supondo que um dos corpos
possui uma massa muito menor com relagdo aos outros dois corpos, isto €, a atracao gravi-
tacional que o corpo menor exerce sobre os outros corpos é desprezivel. Desta forma,
resolvendo numericamente um sistema de trés equacoes diferenciais ndo-lineares de se-
gunda ordem, esta aproximagdo permite determinar a trajetoria do menor corpo e estudar
a sua dinamica.

A aproximagao descrita anteriormente, porém, precisa da resolu¢do numérica de
um sistema de equagdes diferenciais. E justamente neste ponto onde é possivel fazer mais
uma suposicao e evitar a integracdo numérica. Por exemplo, suponhamos que temos o
caso Terra, Lua e sonda. Este problema de trés corpos satisfaz a primeira aproximacao,
pois uma sonda possui uma massa muito menor do que a massa da Terra e da Lua. Por
outro lado, a Terra possui uma massa muito maior do que a massa da Lua. Portanto,
enquanto a sonda permaneca o suficientemente perto da Terra, a atragdo gravitacional da
Lua pode ser desprezada. Similarmente, se a sonda estd o suficientemente perto da Lua,
a atracdo da Terra pode ser desprezada. Dai que, dependo da proximidade da sonda a um
dos corpos, Terra ou Lua, o problema de trés corpos, pode ser reduzido a dois problemas
de dois corpos, onde expressdes analiticas para a determinacao da Orbita sdo conhecidas.
A unido destas duas aproximacdes € conhecida como uma aproximacao do tipo "Patched
Conic’ [Battin 1987].

Um segundo conceito que entra em acdo para esta solu¢do aproximada do pro-
blema dos trés corpos € a esfera de influéncia gravitacional. Note-se que anteriormente
foi dito que o problema pode ser reduzido a um problema de dois corpos enquanto a sonda
estiver o suficientemente perto da Terra ou da Lua. Mas, dentro de quais limites € possivel
desprezar a atragdo gravitacional da Terra ou da Lua? Para responder esta questao, surge o
conceito da esfera de influéncia, que nos permite ‘estimar’ o raio da esfera em que a forca
de atragcdo gravitacional de um dos corpos afeta de forma proeminente o corpo menor.
Nas proximas secOes apresentaremos uma expressao analitica para determinar o raio da
esfera de influéncia da Lua.

Neste trabalho, a aproximacdo do tipo ’Patched Conic’ é aplicada numa trans-
feréncia orbital para uma sonda ao redor da Terra em Orbita geocéntrica para chegar e
orbitar a Lua. Na primeira parte, a sonda é impulsada em direcdo a Lua. Enquanto a
sonda ndo esteja dentro da esfera de influéncia da Lua, o problema sera descrito como
Terra-sonda. Nele, utilizando as expressdes analiticas do problema de dois corpos, pode-
se determinar o tempo de viagem e o angulo de fase entre a Terra e a Lua no instante em
que a sonda cruza a esfera de influéncia da Lua. Similarmente, quando a sonda ingressa
na esfera de influéncia da Lua, o problema € descrito como Lua-sonda. Mais uma vez,
pode-se determinar facilmente a distancia minima entre a sonda e a Lua, assim como o
valor do segundo empuxo negativo necessario para colocar a sonda em 6rbita ao redor da
Lua.

Finalmente, dado que é possivel determinar o tempo de viagem e o combustivel
usado nos dois empuxos, pode-se calcular o vetor 6timo tempo-combustivel para esta



transferéncia utilizando o conceito de fronteira de Pareto.

2. Aproximacao do tipo ’Patched Conic’

Quando o objetivo é levar uma sonda a partir da Terra até a Lua, e colocd-la em 6rbita
eliptica ao redor deste corpo celeste, uma primeira aproximacao € levar em conta sé a
forca de atragdo da Terra enquanto a sonda estd girando ao redor da Terra e recebe o
primeiro empuxo positivo para sair da sua Orbita geocéntrica. A partir desse instante, a
sonda viaja seguindo uma trajetéria eliptica, hiperbdlica ou parabdlica, o que vai depen-
der da energia que a sonda possua no instante em que abandona sua dérbita geocéntrica.
Durante a trajetdria, todo o movimento € equacionado como se fosse um problema de dois
COrpos.

Uma segunda aproximagdo acontece no instante em que a forga gravitacional da
Terra pode ser desprezada e sé a forca de atracdo da Lua € considerada. Isto é, temos
agora um segundo problema de dois corpos. Porém, a questdo é: Qual € o instante que
em isso acontece? Para responder esta pergunta precisamos utilizar o conceito da esfera
de influéncia sugerida por Laplace. Basicamente, a esfera de influéncia de um corpo
celeste determina a regido no espaco em que as forgas gravitacionais externas podem ser
desprezadas como mostra a Figura 1.
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Figura 1. Esfera de influéncia da Lua

Esta esfera centrada na Lua possui um raio Rg, que é computado pela seguinte

expressao:
o\ 2/
Rs = D <—L) (1)
mr

onde D representa a distancia entre a Terra e a Lua, e mp € mj representam a massa
da Terra a a Lua, respectivamente. A deducdo desta expressdo pode ser vista em
[Battin 1987]. Utilizando os valores da Tabela 1 na Eq. 1, temos que

Rgs = 66300 km



o0 que equivale a 1/6 da distincia entre a Lua e a Terra.

A partir do instante em que a sonda entra na esfera de influéncia da Lua, ela se
aproxima a Lua seguindo uma trajetdria hiperbdlica ou parabdlica, de tal forma que no
instante em que a distancia entre a sonda e a Lua seja minima, um segundo empuxo
negativo € feito para reduzir a energia da sonda, e conseguir que ela fique em Orbita
eliptica.

Tabela 1. Parametros da Terra e da Lua

Parametro Valor Unidade
i 5.974E+24 kg
niL g kg

D 3.844E+05 km
o1 2.649E-03 rad’s
ur 3.986E+08 ki 572
L 4.902E+06 km?® 57

2.1. Orbita da Partida Geocéntrica

A Figura 2 mostra a geometria da 6rbita de partida. Em nosso caso, vamos supor que a
sonda inicialmente descreve uma 6rbita circular. As quatro quantidades que determinam
completamente a geometria da partida sdo

To, Vo, (b(]u )\1

onde 7 € o raio da 6rbita, vy € a velocidade de partida, ¢y € o dngulo de partida e \; é
o angulo de fase que especifica o ponto em que a trajetoria da sonda cruza a esfera de
influéncia da Lua.
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Figura 2. llustracao da partida geocéntrica da sonda



Dadas estas quatro quantidades é possivel determinar as condi¢des de chegada,
r1, U1, ¢1 € A (ver Figura 4) utilizando a lei dos cossenos e a conservacdo da energia e o
momento angular. De fato,

r = y/D?+ R}~ 2DRscos )
vo= /2 (5 + “—T> 3)
™
h
¢1 = cos (—) “)
U
R
v = sin! (—S sin )\1) 4)
Tl
onde £ e h representam a energia e 0 momento angular da trajetdria e que sao dados por
2
E = % _ Hr (6)
2 To
= ToUg COS Qg (7

®)

O tempo de voo, At, desde o instante ¢y da injecdo até o instante ¢; em que a sonda
cruza a esfera de influéncia da Lua, € facilmente calculado uma vez que os angulos entre
a sonda e raio vetor rq, fy € f1, sdo conhecidos naqueles instantes. Para isto, precisamos
utilizar os parametros da equagdo polar da conica, que sdo dados por (ver Fig. 3)

h?
p = — ®)
KT
Hr
= —= 10
e = J1-2 (11)
a
onde a equacao polar da conica € dada por
p
= 12
"7 +ecos f (12)
Portanto fj e f; seguem da equagdo polar da conica:
fo = cos! <p — TO) (13)
To€
fi = cos! (p — ”) (14)
€
Assim, conhecendo o valor de fj e fi, o tempo de voo € obtido finalmente a partir
de
a3
At = — [(Fy —esin Ey) — (Ey — esin Ep)] (15)

Kr



Figura 3. Parametros da conica

onde
E, = cos™! etcosfo (16)
1+ ecos fy
B, = cos ! etcosfi (17)
1+ ecos fi

Note-se que o angulo de fase na partida da sonda, -y, também pode ser obtido
agora que conhecemos o tempo de voo. A Lua se movimenta nesse tempo o equivalente a
um angulo wy, (t; — ty) , onde wy, é a velocidade angular da Lua ao redor da Terra. Dado
que em nosso modelo a érbita da Lua € considerada circular, entdo temos que

Yo = fi—fo—M —wrAt (18)

Adicionalmente, dado que estamos supondo que no inicio a érbita geocéntrica da
sonda é circular, entdo o costo do primeiro empuxo, Avy é dado por:

Hr
To

AUO = Uy — (19)

2.2. Orbita de Chegada

Para determinar a trajetéria da sonda dentro da esfera de influéncia da Lua onde s6 a forca
de atracdo da Lua é considerada, temos primeiramente que o vector velocidade da sonda
relativa a Lua é

Vo = V1 — Vg,

onde vy, € o vector velocidade da Lua com respeito ao centro da Terra, como ilustra a
Figura 4.
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Figura 4. llustracao da orbita da chegada a Lua

Utilizando a lei dos cossenos ao triangulo vetorial na Figura 4, podemos obter a
velocidade de chegada relativa a Lua, vy, dada por

vy = \/v% + v — 20y, cos (¢ — 1) (20)

Similarmente, o angulo €5, que define a dire¢do do vetor velocidade v, relativo ao
centro da Lua, é dado por
. 1| v
€5 = sin! [—M cos \; — — cos (M +71— é1) ©2))
(%) Vo

Desta forma, conhecendo as condi¢des iniciais o, v9, € €2, onde 7y = Rg, todas
elas com respeito a Lua, € possivel determinar a distancia mais curta da sonda ao centro
da Lua, como também a velocidade que possui nesse ponto. E precisamente neste ponto
onde serd feito o segundo empuxo, paralelo a trajetdria relativa a Lua, de tal forma que
a sonda seja colocada em Orbita circular ao redor da Lua. Note-se que uma restri¢cao
importante € a distancia mais curta entre a sonda e a Lua tem que ser maior do que o raio
da Lua, caso contrario, vamos ter um caso de colisao.

Assim, similarmente a como foi feito no caso da trajetéria de partida, os
parametros da equacao polar da conica neste caso podem ser calculados a partir de

h2
298
2Eh?
e = 1+ 75 (23)
HT,
onde a energia e 0 momento relativos ao centro da Lua s@o dados por
vi L
E = ——— (24)
2 T2

= Tr9Uysin €y (25)



O valor da distancia mais curta e a velocidade neste ponto sdo obtidos a partir de

. b
T T4 (26)
v, = 4/2 (8 + %) 27)
p

Finalmente, o valor do segundo empuxo para colocar a sonda em orbita circular

ao redor da Lua € igual a
Av, = JEE (28)
Tp

Desse modo, o combustivel total, Av, é dado por

Av = |Avg| + |Avy| (29)

3. Fronteira de Pareto

O problema de otimizacao tratado neste estudo possui duas funcdes objetivo: tempo de
viagem e combustivel total; isto €, o problema que procuramos minimizar € biobjetivo.
Para este tipo de situacdes, um ponto minimo € definido seguindo o conceito de nao-
dominancia ou de otimalidade de Pareto [Collette and Siarry 2003]. Matematicamente, o
problema pode ser descrito da seguinte maneira:

min f = (At (7’0,1)07(]50,/\1) 7AU (r07U07¢07>\1)>
s.a
At >0, Av >0,
ro = 0, vy >0,
0° < o <90°,
0° < A\ <90°
Assim, um vetor * = (7, v, ¢5, A]) é um Pareto 6timo se néo existe outro ve-
tor © = (ro,vo, Po, A1) tal que (At (x),Av(z)) < (At(x*),Av(x*)).! Neste caso,
os vetores « e x* sdo chamados de solu¢do dominada e solucdo ndao-dominada, respec-

tivamente. A Figura 5 ilustra graficamente o conceito de solucdes dominadas e nao-
dominadas.

Desse modo, denotando por P* o conjunto de todas as solu¢des ndo-dominadas,
temos que a fronteira de Pareto, FP*, é definida como:

FP* = {f(x) = (At(x),Av(x)) |z € P*} (30)

Yy1,92) < (yf,y3) se e somente se y; < yiparai =1,2,ey; <yjouys <y
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Figura 5. Solugoes dominadas e nao-dominadas num problema biobjetivo

Para facilitar a determinagcdo da fronteira de Pareto em nosso problema, as
varidveis serdo s6 os angulos ¢y e A;. Isto é, os valores para ry e vy vdo permanecer
constantes e serao iguais a:

ro = 6690 km
pur 2D km
U = —_
0 ro ro+D s

onde ry corresponde a uma 6rbita geocéntrica baixa e vy € dado pela transferéncia de
Hohmann [Hohmann 1925]. Neste caso, pode-se notar que o valor de ry é préximo do
valor do raio da Terra (aprox. 6378 km). Isto permite que enquanto a sonda esta girando
ao redor da Terra e é feito o primeiro empuxo, s6 a forca de atracdo da Terra possa ser
considerada. Por outro lado, a expressdo para a velocidade de partida v, considera uma
transferéncia de minima energia. Porém, em nosso caso, a mudanca do angulo ¢, vai
produzir que o consumo de energia aumente e o tempo de viagem se reduza.

Desta forma, utilizando as Eqgs. (16), (18), (27) e (28), obtemos o Pareto 6timo
(Figura 6) e a Fronteira de Pareto (Figura 7) para nosso problema biobjetivo: tempo de
viagem-combustivel, tendo como varidveis os angulos ¢, e A\;. Na Figura 7 pode-se notar
o conflito que existe entre os dois objetivos. Por exemplo, enquanto menor é o tempo de
viagem, maior é o combustivel a ser utilizado na transferéncia. Pelo contrario, enquanto
maior € o tempo de viagem, menor é combustivel utilizado na transferéncia. Porém, as
duas situacdes sdo equivalentes para o problema biobjetivo. Adicionalmente, qualquer
escolha de valores para os angulos ¢y e A\; que ndo pertencem ao Pareto 6timo obtido na
Figura 6 vao produzir uma solu¢ao dominada, em outras palavras, a Figura 7 representa
graficamente o conjunto de vetores 6timos para esta situacao.

Adicionalmente, estes resultados mostram um fato que geometricamente pode ser
comprovado analisando a Figura 4. Quando o angulo ¢y é pequeno (menor que 10°),
temos que os valores do angulo A\; que pertencem ao Pareto 6timo, estdo entre 20° e 45°
0 que vao produzir um consumo menor de combustivel (aprox. 3.7 km/s) € um tempo de
viagem de aproximadamente 3 dias. Por outro lado, quando o angulo ¢, ¢ alto (maior que



70°) o tempo de viagem se reduz (aprox. 2.3 dias) porém o preco que temos que pagar é
um aumento de combustivel de quase 10%. Finalmente, um fato muito interessante € que
com este tipo de aproximacao junto com a aplicacido de conceitos multiobjetivo, o con-
junto de solucgdes otimas tiveram um tempo de viagem entre 2.3 e 2.9 dias, que € perto do
tempo planejado para a missd@o Apollo chegar até a Lua, que foi 3 dias [Bate et al. 1971].
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Figura 6. Pareto 6timo tendo como variaveis os angulos ¢ e )\,
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Figura 7. Fronteira de Pareto tendo como objetivos o tempo e o combustivel

4. Conlusoes

A aproximacao de tipo ’Patched Conic’ ajuda muito a simplificar um problema de trans-
feréncia orbital que envolve trés corpos: Terra, Lua e sonda. Nela, o problema pode ser
dividido em dois problemas de dois corpos: 1) Terra-sonda (enquanto a sonda esteja fora



da esfera de influéncia da Lua) e 2) Lua-sonda, a partir do instante em que a sonda in-
gressa dentro da esfera de influéncia da Lua. Em cada caso, s6 a for¢a gravitacional de um
dos corpos € considerada. Desta forma, conhecendo o raio da orbita geocéntrica da sonda
antes do primeiro empuxo, a velocidade e o angulo de partida da sonda, como também o
ponto em que a trajetdria geocéntrica cruza a esfera de influéncia da Lua, é possivel de-
terminar facilmente, usando as equagdes do problema de dois corpos, o tempo de viagem
e o combustivel total para que a sonda chegue até a Lua fique girando ao redor dela.

Finalmente, o conceito de Pareto 6timo aplicado em nosso problema biobjetivo:
tempo-combustivel, nos permite classificar o conjunto de todas as possiveis solugdes que
satisfazem as restrigdes para esta situacdo em dominadas e ndo-dominadas. As solucdes
nao-dominadas sdo aquelas que vetorialmente possuem o melhor valor em tempo e com-
bustivel, isto é, sdo elas que dao origem ao conjunto chamado de fronteira de Pareto,
que redne os vetores Otimos para este problema biobjetivo. Note-se a diferenca do caso
monobjetivo, onde valor 6timo € representado por um ponto so.
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