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Abstract. This paper aims to present methods that assist in determining the
presence of chaotic dynamics in systems from time series. The methods dis-
cussed are: analysis of time series (stationarity and determinism), Takens
method to reconstruct the state space and Wolf method for estimating the Lya-
punov exponents. These methods were used in a series of variable x of the Lorenz
system and were efficient and may contribute to determining the dynamics of a
chaotic system.

Resumo. A principal caracteristica ligada a um sistema que possui dindmica
cadtica é sua sensibilidade a variacdo das condigdes iniciais, ou seja, uma pe-
quena variag¢do nas condigoes iniciais faz com que o sistema evolua de forma
imprevisivel. Relacionado ao estudo da presenca de dindmica caotica em sis-
temas com caracteristicas similares as encontradas na natureza pode-se citar
Lorenz, que estudou um modelo simplificado de convecgdo e detectou a sen-
sibilidade desse sistema a variagcdo das condigées iniciais. Para analisar a
presenca de dindmica cadtica de um sistema natural, pode-se estudar certas
propriedades que conduzem a fortes evidéncias dessa presenga através de séries
temporais. Para tal, espera-se que o sistema seja deterministico, apresente um
comportamento com caracteristicas de estacionariedade e apresente sensibili-
dade a variacdo nas condigoes iniciais. Este trabalho tem por objetivo apre-
sentar métodos que auxiliam na determinacdo da presenca da dindmica cadtica
em sistemas a partir de séries temporais. Os métodos abordados sdo: andlise
da série temporal (determinismo e estacionariedade), método de Takens para
reconstru¢do do espaco de estados e método de Wolf para estimacdo dos ex-
poentes de Lyapunov. Estes métodos foram utilizados em séries da varidvel
x do sistema de Lorenz e mostraram-se eficientes podendo contribuir para a
determinacdo da dindmica caotica de um sistema.

Palavras-chave: Caracterizacdo da Dindmica Cadtica, Séries Temporais, Reconstrucdo
do Espago de Estados



1. Introducao

A principal caracteristica ligada a um sistema que possui dindmica cadtica € sua
sensibilidade a variacdo das condicées inicias, ou seja, uma pequena variagdo nas
condi¢des iniciais faz com que o sistema evolua de forma imprevisivel [Lorenz 1963,
Kantz and Schreiber 2004]. A descoberta da existéncia dese tipo de dinamica esta ligado
ao trabalho pioneiro de Henri Poincaré em o “Problema Planar Restrito dos Trés Cor-
pos” [Poincaré 1892]. Nesse trabalho ele introduziu trés hipoteses simplificadoras: ape-
nas trés corpos se deslocam num plano; dois corpos com massa finita e um com massa
desprezivel e condicdo inicial favordvel para os corpos de massa ndo desprezivel se
deslocarem em um movimento circular uniforme em torno do centro de massa do sistema
[Poincaré 1892]. Tentando caracterizar a estabilidade desse problema, Poincaré chegou a
um tipo de dindmica que pode estar presente em um sistema deterministico € que resulta
em movimentos tao “complexos” que ele deixou a caracterizacdo destes para geracoes
futuras.

Analisando sistemas com caracteristicas similares as encontradas na Natureza, o
trabalho do meteorologista Edward Lorenz [Lorenz 1963] foi o grande divisor de aguas.
Estudando um modelo simplificado de um sistema de convec¢do, encontrou a carac-
teristica da sensibilidade a variacdo das condigoes iniciais, denominado por ele de Efeito
Borboleta', propriedade presente no seu Atrator de Lorenz. Esse trabalho langou as bases
para que se aventasse a possibilidade da existéncia da dinAmica cadtica em sistemas nat-
urais.

A partir do trabalho de Lorenz (1963) deu-se inicio a andlise da dindmica de outros
sistemas. Quando se estudam sistemas naturais, o comportamento do sistema € caracteri-
zado através de medidas feitas de sensores adequadamente posicionados [Monteiro 2006].
O resultado das medidas, ao longo do tempo, provenientes dos sensores ¢ uma seqiiéncia
discreta de pontos denominado série temporal. Dada uma série temporal experimental, a
questao demandada para analisar esse sistema € se essa série apresenta ou nao dinamica
caotica.

Embora saber se o sistema apresenta ou ndo dinamica cadtica seja ainda inconclu-
sivo, uma vez que o conceito de dindmica cadtica estd ligado a se demonstrar a existéncia
de certas propriedades em um sistema, e desejando-se um indice de confianga de 100%, ao
longo dos anos, técnicas foram desenvolvidas permitindo que um experimentalista tenha
“fortes evidéncias” da presenca da dinamica cadtica em seu sistema sob andlise. Para tal,
espera-se que o sistema seja deterministico, apresente um comportamento com caracte-
risticas de estacionariedade e apresente sensibilidade a variagdo nas condi¢des iniciais.
Mas como determinar a presencga dessas caracteristicas em uma série temporal?

Esse trabalho tem por objetivo verificar um possivel caminho a ser seguido, a
partir de séries temporais, para responder a essa questao. Dada uma série temporal obtida
através de apenas um observavel z(¢;), ¢ = 1,2, ... quer-se analisar: 1— a presenca de
estacionariedade da série; 2— se ela € regida por uma dindmica deterministica; 3— a

'Efeito Borboleta: alusdo feita para explicar o fendomeno da sensibilidade a pequenas variacdes nas
condicdes iniciais. Segundo Lorenz, pequenas perturbagdes causadas pelo bater de asas de uma borboleta
no Brasil pode provocar o surgimento de um tornado no Texas. Esta metdfora foi feita por Lorenz em um
semindrio apresentado em 1972 intitulado Predictability: Does the Flap of a Butterfly’s Wings in Brasil Set
off a Tornado in Texas?.



caracterizacdo dindmica e a sensibilidade a variacdo das condig¢des iniciais (através da
reconstru¢do do atrator e dos expoentes de Lyapunov).

Através do emprego desses métodos objetiva-se inferir a presenca ou ndo da
dinamica cadtica de um sistema, utilizando-se séries temporais. A partir dessa inferéncia
pode-se elaborar um modelo do sistema analisado para predizer o comportamento deste
ao longo do tempo. Caso seja constatado dindmica cadtica, detectadas pelas medidas,
estas s6 possuem validade por um tempo dado pelo inverso do expoente de Lyapunov de
maior valor [Ott 1994, Kantz and Schreiber 2004].

Sabe-se que, essa questao acerca da determinacdo da dinamica cadtica e um even-
tual atrator cadtico associado a um sistema (a partir de séries temporais) ainda estd aberta,
aguardando novos experimentos € métodos inovadores. Como por exemplo, tem-se tra-
balhos que negam a existéncia de atratores cadticos na atmosfera, nenhum indicio foi
encontrado por [Weber et al. 1995]; e Lorenz (1963) afirma que em um sistema dinamico
complexo, tal como o clima, ndo ha um atrator de baixa dimensao associado (obtendo-
se valores da dimensdo de correlacdo de um conjunto de subsistemas e ndo do sistema
completo).

Para finalizar, com esse trabalho, espera-se contribuir de alguma forma focando a
discussdo em torno do tema de determinacdo da presenca de dindmica cadtica a partir de
séries temporais.

2. Sistemas dinamicos e séries temporais

Segundo Monteiro (2006) um sistema € “um conjunto de objetos agrupados por alguma
interagdo ou interdependéncia, de modo que existam relacOes de causa e efeito nos
fendmenos que ocorrem com os elementos desse conjunto”. Alguns exemplos de sistemas
podem ser o planeta Jupiter e seus satélites naturais, os 6rgaos do corpo humano, o ecos-
sistema de uma floresta, equacdes que descrevem um determinado comportamento, etc.
Um sistema pode ser considerado dindmico quando esse possui grandezas relacionadas
aos objetos constituintes que variam no tempo (Leibniz primeiramente aplicou o termo
dindmica nesse contexto).

Determinar a evolugdo temporal das grandezas de um sistema € importante pois
possibilita estudar um sistema que ainda nio existe fisicamente, por exemplo, um satélite
artificial a ser construido. Por outro lado, pode-se também, tentar compreender carac-
teristicas de um sistema j4 existente, por exemplo, questdes da Biologia ligadas a or-
ganismos vivos na tentativa de evitar etapas de experimentos muito caras ou perigosas
[Aguirre 2007].

Considerando a varidvel temporal, um sistema dindmico pode ser de tempo dis-
creto ou continuo. Sistemas dindmicos discretos sao aqueles onde o tempo ¢ € um numero
inteiro ndo negativo (t € Z,). Usa-se um modelo discreto quando € necessério esperar
um intervalo de tempo finito para que o valor de x possa variar. A evolucdo do sistema
dindmico discreto é governada por equacdes de diferencas (equacao que relacionam iter-
ativamente o valor de x no instante ¢ a outros instantes (¢t + 1, t + 2,...)) [Monteiro 2006]:

Ti41 = f(It) (D



onde x € R™ corresponde aos estados do sistema e x(0) é a condi¢@o inicial do
sistema dinamico.

Sistemas dindmicos continuos sao aqueles onde o tempo ¢ € um nimero real nao
negativo (! € R,). Usa-se um modelo continuo quando = pode variar num intervalo
tao pequeno quanto se queira (infinitesimal). Mas o fato de ¢ variar continuamente nao
implica que z(¢) seja uma fungdo continua, por outro lado, x(t) pode ser descrito por
equagoes diferenciais sendo, entdo, continuo. A evolucdo do sistema dinamico continuo
€ governada por uma ou mais equacgdes diferenciais (escrita tem termos de derivadas da
variavel x) [Monteiro 2006]:

dx(t)
dt

= f(z(1)) 2)

Se f for constituida de m fungdes continuas lineares, entao o sistema dindmico é
linear ou, do contrario, é ndo linear. Se f depende explicitamente do tempo ¢, entdo o
sistema dinamico é ndo autbnomo, caso contrario, € autdbnomo.

Outra classificagdo possivel de um sistema dinamico € se esse € deterministico ou
estocdstico. Sistema dinamico deterministico € aquele onde as varidveis e parametros sao
ditos deterministicos, ou seja, ndo sdo varidveis aleatorias. Sistema dindmico estocastico
¢ aquele onde as varidveis e parametros sdo aleatorios. Nesse estudo, saber, a partir de
seus dados de entrada e saida, se um sistema € deterministico ou estocdstico pode vir a
representar um grande desafio, para o qual ndo existe um método geral e conclusivo.

Um sistema dinamico também pode ser cadtico. Isso ocorre, entre outros sistemas,
em sistemas dissipativos deterministicos* e que apresentam movimento no periédico po-
dendo estar limitado no espaco de estados (essas regides limitadas sdo denominadas de
atratores, para as quais as trajetorias convergem). Em outras palavras, pode-se dizer que
um sistema dindmico possui comportamento cadtico quando: 1— ha imprevisibilidade
no comportamento do sistema, ou seja, ndo € possivel imediatamente, predizer o estado
do sistema para um tempo futuro a partir de medidas obtidas de suas saidas, devido a
presenca de incertezas de medi¢@o e nao acuracidade de sensores e 2— as Orbitas devem
ser ndo-periodicas, limitadas e com sensibilidade as condicdes iniciais, ou seja, uma pe-
quena alteracdo na condicdo inicial do sistema o conduz para trajetérias diferentes das
geradas com outra condi¢do inicial similar (provocando o efeito anterior).

Uma série temporal pode ser entendida estatisticamente como uma colegao de
observacgoes feitas ao longo do tempo. Em experimentos, quando nio se conhece todo
o sistema, pode-se usar a série temporal para inferir caracteristicas do sistema analisado.
Para aplicar ferramentas de sistemas dindmicos, nesse contexto, uma fundamental carac-
teristica € classificar a série temporal como estaciondria ou ndo estaciondria através do
teste da estacionariedade.

2.1. Estacionariedade

Segundo [Kantz and Schreiber 2004] para a existéncia de estacionariedade os parametros
relevantes para a dindmica do sistema analisado devem ser constantes durante o periodo

2Sistemas dinamicos dissipativos deterministicos sio aqueles onde os pontos de um dado volume se
movem e com o passar do tempo esse volume se contrai [Monteiro 2006].



mensurado (esses parametros devem ser os mesmos também em experimentos).

Uma série temporal € denominada estaciondria se a probabilidade de encontrar o
sistema em algum momento em um determinado estado e posteriormente em outro estado
¢ independente do tempo de observacao, isto é, quando calculado a partir dos dados. Isso
inclui a constancia dos parametros relevantes, mas também € necessario que o fendmeno
por trds da dinamica contenha uma série temporal com certa frequéncia, tal que a proba-
bilidade e demais caracteristicas possam ser inferidas corretamente. Se um sinal € muito
regular quase todo o tempo, mas contém uma regido irregular muito grande, entio a série
temporal deve ser considerada ndo estaciondria. Sinais ndo estaciondrios sio comumente
encontrados em fendmenos culturais e da natureza [Kantz and Schreiber 2004].

2.1.1. Teste de estacionariedade

O teste de estacionariedade em séries temporais usa-se o método de Janelas Mdveis con-
forme descrito em [Campanharo 2006]. Dado uma série temporal, definem-se janelas
moveis todos os subconjuntos de dados possiveis de tamanho L. A finalidade desse teste
¢ analisar as propriedades, como média e variancia, ao longo da série temporal conforme
a relacgdo:
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sendo f, 0y € Jf média, desvio padrdo e variancia da série total € 1), € 012) média e
variancia da janela movel (parcial).

O sistema abordado nesse trabalho € o sistema de Lorenz. O sistema de Lorenz é
um sistema de equagdes diferencias ordindrias: dx(t)/dt = o(y(t) — x(t)), dy(t)/dt =
z(t)(p — 2(t)) — y(t) e dz(t)/dt = x(t)y(t) — Bz(t). Para os parametros o = 10,
p = 28 e B = 8/3 apresenta um atrator caético no seu espago de estados, com condi¢des
iniciais do sistema (x(0) = 5,y(0) = 5 e z(0) = 5). Sempre que possivel nesse trabalho
usa-se a componente x desse sistema que € obtida a partir da solugdo numérica com o
método de Runge-Kutta de quarta ordem. A varidvel z desse sistema € usada para o
teste de estacionariedade. Usando janelas moveis de L = 200 e passo de A; = 100
(intervalo entre as janelas méveis) pontos da série (permitindo-se sobreposi¢cao) todas as
relacOes estabelecidas anteriormente sao satisfeitas, portanto, pode-se dizer que a série é
estaciondria.

2.2. Surrogate de séries temporais

A andlise estatistica de séries temporais experimentais de sistemas nao lineares geral-
mente envolvem testes de hipStese nula® baseados em alguma medida ndo linear. Tais me-
didas, como por exemplo, dimensdo de correlacdo ou expoentes de Lyapunov requerem

SHipétese nula é uma hipétese a respeito dos dados analisados dita verdadeira até que provas estatisticas
mostrem o contrario.



andlises com dados “substitutos” (surrogate) para verificar se as séries sao oriundas ou
nao de um sistema deterministico [Dolan and Spano 2001].

A forma mais simples de obter uma série surrogate é através do processo de em-
baralhamento aleatério. Esse simples algoritmo consiste na permutagdo aleatéria dos
dados originais. Os dados originais sao incluidos na nova série completamente fora da
ordem temporal no qual se apresentavam anteriormente. Esse método garante que a série
surrogate possui a consisténcia de acordo com a hipdtese nula de um processo aleatdrio,
pois preserva a distribuicao dos dados originais (caso a hipotese nula seja verdadeira)
[Fujimoto and Iokibe 2000]. Algumas andlises realizadas a partir desse simples tipo de
surrogate sao apresentadas na Secdo 5. Outras formas de obter uma série surrogate da-se
através de transformadas de Fourier que preservam caracteristicas, como a distribui¢do
das séries originais [Dolan and Spano 2001].

3. Reconstrucao do espaco de estados

O espaco de estados pode ser utilizado para caracterizar um sistema conhecido de
equagdes ou observado em experimentos. O conceito basico envolvendo a reconstru-
cdo do espaco de estados estd associado ao fato que a evolugdo temporal do sistema (por
exemplo séries temporais) fornece informagdes sobre varidveis ndo observaveis e que po-
dem estimar o estado presente [Packard et al. 1980].

A idéia da heuristica por trds do método de reconstrucdo, por exemplo, con-
siderando o sistema de Lorenz, € que para especificar o estado deste sistema tridimen-
sional para um determinado instante de tempo, a medi¢do de quaisquer trés quantidades
independentes deve ser suficiente para estimar o comportamento do sistema.

3.1. Método de Takens

O teorema de Takens ou método de Takens fornece a base tedrica para andlise de séries
temporais geradas a partir de sistemas dinamicos deterministicos ndo lineares. Esse
teorema tem estimulado sua vasta aplicagdo na andlise da dindmica de fluidos em di-
versas dreas como Engenharia Elétrica, Medicina, Biologia, Fisica, etc, introduzindo o
novo ramo da andlise nao linear denominado como Anélise de Séries Temporais Cadticas
[Stark 1999].

Simplificadamente, esse teorema permite reconstruir a dindmica do sistema anal-
isado e desconhecido a partir de uma série temporal observada através da elaboracao
de um “novo” espaco de estados, recuperando a possivel estrutura geométrica imersa
nesse espaco. Essa estrutura geométrica é denominada atrator reconstruido, estd imersa
no espaco denominado espaco de imersdo e € considerada equivalente ao atrator original
do sistema dindmico de equacdes [Campanharo 2006].

Considerando uma série temporal {z(t),x(t2),...,x(tn)}, N o tamanho da
série, o espaco de estados formado pelas coordenadas de tempo de atraso pode ser
escrito como os vetores &; (representa a posicdo do ponto no espago de imersao)
[Baker and Gollub 1998]:



& = (xty),x(ty +7),2(t1 + 27), ..., x(ty + (m — 1)7)),
& = (x(te),x(ta + 1), x(ts + 27), ..., x(tas + (m — 1)7)),

& = (x(ty),x(t; +7),2(t; + 27), ..., x(t; + (m — 1)71)),
“4)

onde i variade 1 a N, (t;41 — t;) = At para 7 = At, m estd relacionado a
dimensao requerida (dimensao de imersao) e 7 € o tempo de atraso.

Para a reconstru¢do do espaco de estados € necessario a escolha adequada do
(1), conforme descrito em [Baker and Gollub 1998]. A escolha do atraso 7 apropriado
¢ importante para a reconstru¢ao do espaco de estados.

3.1.1. Determinacao do tempo de atraso

Um dos fatores importantes para reconstru¢do adequada do espago de esta-
dos estd relacionada ao T. Se 7 é muito pequeno, entdo as coordenadas
{z(t;),z(t; + 7),x(t; + 27), ...} de um vetor &; sdo quase iguais ficando muito proximas
a diagonal no espago de estados e a reconstru¢cdo serd inutil. Em contrapartida, se
7 € muito grande entdo as coordenadas sdo tdo distantes quanto consideradas correla-
cionadas. Podem ocorrer dobras e esticamentos sem real relacdo causal entre os da-
dos usados para formar as demais coordenadas de um ponto no espaco de estados
[Baker and Gollub 1998, Stark 1999].

H4 alguns métodos de escolha do tempo de atraso podendo ser citados a
informacdo mutua [Fraser and Swinney 1986] e a funcdo de autocorrelacdo abordada
nesse estudo. A autocorrelacdo ¢ uma abordagem que examina a correlagdo entre pares
de pontos de uma mesma série temporal como uma fun¢cdo do tempo de separagcdo
[Kantz and Schreiber 2004].

A func¢@o de autocorrelagdo A(7) de uma série temporal descrita é:

Alr) = 1 ZT (xp — Z)(Tpyr — T) 5)

onde N é a quantidade de pontos da série temporal, T representa a média e o2 a
variancia [Campanharo 2006].

3.1.2. Determinacao da dimensao de imersao

Apo6s a escolha adequada do tempo de atraso 7 faz-se necessdrio a determinacdo da
dimensdo do atrator reconstruido [Ott 1994]. Entre os métodos existentes para esti-
mar a dimensdo do sistema, nesse estudo verifica-se a forma mais difundida que €
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a dimensdo de correlacdo (D). A dimensdao de correlagdo dada € introduzida por
[Grassberger and Procaccia 1983] (algoritmo de Grassberger e Procaccia (G-P)) segundo
a relacao:

D = 1im 22

—0 loge

(6)

onde a soma da correlag@o ou funcdo de correlago integral (C'(€)) para a cole¢ao
de pontos x,, em algum espago vetorial para ser uma fracdo de todos os possiveis pares
de pontos que sdo proximos a uma determinada distancia e em uma norma particular. A
férmula bésica utilizada é:

ClO) = =g L HE 6= 1) i#] @

1,7=1

onde N é o niimero de pontos do atrator reconstruido, H () é a fung¢do de Heav-
iside, H(z) = 1sex > 0e H(x) = 0se x < 0, € é o parAmetro de distdnciae || . || é
a distancia entre dois vetores reconstruidos, que € calculada usando a norma euclidiana.
Espera-se que a Equacdo 3.7 se comporte como uma lei de poténcia para € pequenos,
C(€) o €P [Kantz and Schreiber 2004].

Usualmente estima-se o coeficiente angular da regido linear obtido através do
grafico log(C(€)) versus loge. Esse coeficiente angular é entdo considerado uma
estimagdo da dimensdo de correlagdo D(m) da projeg¢do do atrator original no espago
reconstruido m—dimensional. Para considerar a estimag¢do de D(m) como se fosse a
dimensao do sistema € necessario usar um nimero grande de valores de m, seguindo
a relacdo na Equacdo 3.4 [Wang and Chen 2001]. A dimensdo D € uma das principais
ferramentas para identificar a existéncia de dindmica cadtica. No caso de sinais deter-
ministicos, esse valor de D atinge um valor maximo devido a natureza de baixa dimensao

do sistema.

4. O método de Wolf et al [1985]

Esse método realiza a estimativa do maior expoente de Lyapunov (\;) de um sis-
tema. Segundo Wolf et al [1985], dado uma série temporal z(¢), um espacgo de estados
m—dimensional é reconstruido com coordenadas de atraso (conforme descrito anterior-
mente), um ponto sobre o atrator é dado por {x(t),z(t + 7),...,x(t + (m — 1)7)}. Um
vizinho proximo € localizado (por distancia euclidiana, por exemplo) ao ponto inicial
{z(to), ...,z (to + (m — 1)7)} e denotado a distancia entre esses dois pontos L(tp).

Em outras palavras, considerando uma trajetéria de referéncia (fiducial)
y(to),y(t1),... € 2o(tp) como o vizinho mais préximo no atrator reconstruido de y(ty),
L(ty) é definido como L(tg) = |y(to) — 20(to)] < €. Portanto, zo(to) estd dentro da
hiperesfera de raio e em centrada em y(to) [Campanharo 2006]. Em um instante de tempo
t1, a distancia entre os dois pontos excede €, (L;), logo substitui-se 2, por outro vizinho
préximo a y(t¢;) de tal forma que satisfaca dois critérios: sua distincia L(¢;) do ponto
fiducial evoluido seja pequena (respeitando €) e a separagdo angular  entre os pontos
evoluido e reposto também seja pequeno (ver Figura 1).
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Figura 1. Representacao do método de [Wolf et al. 1985]. O maior expoente
de Lyapunov é calculado a partir do crescimento dos elementos ;. Quando
a distancia dos vetores entre os dois pontos excede ¢, um novo ponto é escol-
hido proximo a trajetoria de referéncia, minimizando a distancia L e o angulo 6.
FONTE: adaptada de [Wolf et al. 1985].

5. Analise de resultados preliminares

Para analisar se os métodos descritos nas Secdes anteriores sdo capazes de detectar
presenca de dinamica cadtica a partir de séries temporais foram usadas séries com difer-
entes tamanhos. As séries temporais sdo geradas a partir da varidavel x do sistema de
Lorenz. Nesse estudo o tamanho da série temporal foi um parametro considerado impor-
tante para verificar os métodos estudados, uma vez que, quando trata-se de séries tempo-
rais experimentais pode-se obter séries de tamanhos variados, dependendo da quantidade
de observacoes realizadas.

5.1. Comportamento das séries temporais

A Figura 2 mostra a série original e a série surrogate obtida a partir do embaralhamento
aleatorio conforme descrito na Figura 2.2. Destaca-se que para uma andlise mais ro-
busta usando séries surrogate torna-se necessaria a geracao dessas séries usando demais
métodos, como citados em [Theiler et al. 1992].0Observa-se que hé perda da caracteristica
da série original. Umas das possiveis formas para verificar a rejei¢ao a hipotese nula é
pelo célculo da autocorrelagcao da série original e da surrogate (conforme 3).

Analisando o comportamento da funcdo de autocorrelagcdo apresentado pelas duas
séries temporais na Figura 3 evidencia-se uma separacdo entre estas, indicando uma
rejeicdo a hipdtese nula. Mas essa andlise explicita apenas a diferenca entre as duas
séries destacando a relagdo temporal presente na série original e que nao € destacado na
série surrogate. Para analisar a dindmica cadtica da série original sdo necessarias mais
medidas [Campanharo 2006].

5.2. Reconstrucao do espaco de estados

5.2.1. Determinacao do tempo de atraso

O tempo de atraso 7 € estimado a partir da autocorrelagdo da série (conforme
Equacido 3.5). Nesse estudo o 7 corresponde a 1/6 do primeiro zero apresentado pela
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Figura 2. a) Séries original com 6144 pontos. b) Série surrogate obtida a partir da
série original.
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Figura 3. a) Autocorrelacao da série temporal original. b) Autocorrelacao da série
surrogate gerada do embaralhamento aleatorio da série original.

autocorrelacio (essa correspondéncia foi estimada empiricamente). Para as séries tempo-
rais da varidvel x usadas nesse estudo tem-se 7 = 10. Este valor € preservado conforme
o tamanho da série temporal € incrementado, uma vez que, o At € mantido constante.

5.2.2. Determinacao da dimensao de imersao

Ap6s estimar o tempo de atraso adequado para andlise das séries, a reconstrucao do
espaco de estados foi realizada a partir do célculo da correlacdo integral (conforme
Figura 3.1.2). Para esta estimativa foi usada o pacote d2 do software livie TISEAN
[Schreiber and A.Schmitz 1999, Kantz and Schreiber 2004]. Foram testadas nessa etapa
8 séries temporais geradas a partir da varidvel x do sistema de Lorenz com 512, 1024,



2048, 3072, 4096, 5120, 6144 e 7168 pontos*. Para a reconstrucio do espaco de estados
a partir de cada série foram geradas m = 9 dimensdes. A Tabela 1 mostra os valores
médios obtidos para dimensdo de correlagdo (< D >) de cada série.

Tabela 1. Valores D para séries temporais da variavel = do sistema de Lorenz de
diferentes tamanhos. Cada valor corresponde ao valor médio dado por m =1 a

10.

Tamanho da série | < D >

512 pontos 1.95 +£0.49
1024 pontos 2.04 £ 0.50
2048 pontos 1.94 £0.46
3072 pontos 2.034+0.51
4096 pontos 2.07£0.54
5120 pontos 2.06 £ 0.55
6144 pontos 2.10 £ 0.57
7168 pontos 2.14 £ 0.60

Segundo [Lorenz 1963] a dimensdo de correlagdo do sistema de Lorenz € 2.02.
Observa-se que mesmo variando o tamanho das séries, na maioria dos casos, os valores
obtidos se mantém préximo ao valor dado como referéncia.

5.3. Expoente de Lyapunov

A presenca de pelo menos um expoente de Lyapunov positivo pode ser um indicio de
dindmica cadtica no sistema analisado. Para analisar o maior expoente de Lyapunov das
séries descritas acima (nos seus diferentes tamanhos) foi utilizado o algoritmo descrito
em [Wolf et al. 1985] que estima-o a partir de séries temporais. A Figura 2 mostra o valor
de \; para as diferentes séries.

Tabela 2. Valores )\, para séries temporais da variavel » do sistema de Lorenz de
diferentes tamanhos.

Tamanho da série | \;

512 pontos 0.90 £0.15
1024 pontos 1.93+0.34
2048 pontos 1.28 £0.39
3072 pontos 1.55 4+ 0.28
4096 pontos 1.42 +0.22
5120 pontos 1.44 £0.20
6144 pontos 1.49 + 0.06
7168 pontos 1.43 £0.10

Observa-se na Tabela 2 que os valores de \; de cada série divergem entre si, mas
todas apresentam um expoente de Lyapunov positivo.

40 sistema de Lorenz que gerou as séries temporais de diferentes tamanhos, usadas para analise da
determinagdo da dimensdo de imersdo, possui condig¢des iniciais [5 5 5] e foi integrado com o método de
Runge Kutta de quarta ordem com At = 0.01.



6. Consideracoes finais

Quando ha o interesse de se estudar sistemas naturais, o0 comportamento do sistema pode
ser caracterizado através de observagdes (por exemplo medidas de sensores) que ao longo
do tempo resultam nas séries temporais. A questdo toda € se ha possibilidades de detectar
dindmica caodtica a partir de séries temporais. Um possivel meio para atingir esse objetivo
foi estudado nesse trabalho. Para tal, foram analisados: a presenca de estacionariedade da
série, se é regida por determinismo, a caracteriza¢ao dinamica e a sensibilidade a variacdo
das condicdes iniciais através da reconstru¢@o do atrator e os expoentes de Lyapunov.

Verificou-se, nesse trabalho, que as séries da varidvel x do sistema de Lorenz sio
estaciondrias, respeitando a relacdo apresentada na Subsecao 2.1.1 (para os parametros
usados). A andlise inicial da série surrogate obtida através do embaralhamento aleatdrio
da série original indica a possivel relacao temporal existente na série original que ndo esta
presente na série surrogate, rejeitando-se portanto, a hipétese nula (dados oriundos de
um processo aleatorio linear). Para avaliar com mais precisdo essas informacdes seriam
necessdrias andlises de outras séries surrogate de outros métodos, como as obtidas de
transformada de Fourier.

Para a caracterizacdo dinamica das séries, nesse trabalho, verificou-se o0 método
de Takens (1980) para a reconstrugdo do espaco de estados e o cdlculo do maior ex-
poente de Lyapunov (usando-se apenas o algoritmo proposto por [Wolf et al. 1985]) a
partir de séries temporais (varidvel x do sistema de Lorenz). Esses métodos proporcionam
informagdes quanto a dindmica da série temporal analisada. Usando-se séries temporais
com diferentes tamanhos, verificou-se que os valores da dimensao de correlacdo obtidos
mantém-se proximo ao valor de referéncia fornecido por [Lorenz 1963]. Portanto, pode-
se inferir que esse método apresenta uma razodvel robustez quando varia-se o tamanho da
série analisada (para esse estudo).

Em relacdo aos expoentes de Lyapunov, detectou-se que apesar da variagao apre-
sentada pelas séries de diferentes tamanhos, todas, possuem o expoente de maior valor
sendo positivo. Sabe-se que pelo menos a presenga de um expoente de Lyapunov positivo
¢ um indicio da presenca de dinamica cadtica no sistema.

Para finalizar, de um modo geral, pode-se dizer que esses métodos podem con-
tribuir para a determinacdo da dinamica cadtica de um sistema, estudando-se séries
temporais. Para o aperfeicoamento desse trabalho, como perspectivas futuras, seriam
necessdrias o estudo de outras estratégias para o emprego desses métodos, como por ex-
emplo, analisar séries surrogate geradas de outros métodos (que ndo o embaralhamento
aleatdrio); adotar outros critérios para a determinagdo do valor de 7 para a reconstru¢ao
do atrator, como a informag¢ao mutua e além dos expoentes de Lyapunov pode-se avaliar
a entropia de Kolmogorov-Sinai.
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