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Abstract. Significant advances in the area of complex networks havewgen
nessed in recent years. In this work we revise up some imparauwcepts of the
theory of complex networks, as well as some techniques foiotisraction of

the main models of complex networks.

Resumo. Avancos significativos narea de redes complexadn sido testemu-
nhados nosiltimos anos. Neste trabalho revisam-se alguns conceitogrian-
tes da teoria de redes complexas, bem como alguatasdas para a constriép
dos principais modelos de redes complexas.

Palavras-chave:redes complexas, medidas estruturais e modelos de redgdec@s.

1. Introducao

O mundo est cercado por sistemas complexos, desglal@s compostas por milhares
de mokculas & a sociedade, uma coleg de billbes de indilduos interagindo. Com-
preender, modelar e quantificar esse tipo de sistema grande desafio para &iwecia
[Barabasi 2007].

Entende-se por sistemas complexos aqueles @uésmados por um grandémero de
constituintes que interagem de formaonlinear e se relacionam entre si € com 0 meio
ambiente [Barabasi 2007, Mendes 2005]. A modelagem destessss utilizando a teo-
ria de redes complexdsrealizada de forma natural e eficiente, devido ao fato dedue
formados por partes discretas que se conectam [Rodrigu&$ 200

O estudo das redes complexas teveimpor volta de 1735 quando Leonard Euler apre-
sentou uma sol#p para o famoso problema das “Pontes deigsberg” [Mendes 2005,
Rodrigues 2007]. Desde &, a teoria de redes complexas utiliza conceitos proveni-
entes da teoria dos grafos, emtita e sistemas complexos [Amaral and Ottino 2004,
Boccaletti et al. 2006, Costa et al. 2007].

Devido a generalidade e o é&er multidisciplinar, a teoria de redes complexas oferece
suporte para caracterizag, aralise e modelagem dos mais variados sistemas complexos
sendo utilizada em muita@seas de pesquisa e podendo ser identificada nas mais diversa
situa@es, como por exemplo, n@ebro o quaé uma enorme rede de néuios liga-

dos por sinapses [Watts and Strogatz 1998], @hsas as quaisa® redes de métulas
conectadas por reaes biogimicas [Dorogovtsev and Mendes 2003], no controle da ati-
vidade gegtica a quaé devido a uma complexa rede de genes ligadas poripastesgu-
ladoras [Barabasi and Albert 1999], nas sociedades, em quétaes da redeé® as pes-
soas (ou organizées de pessoas) entre as quais existem diferentes tipdagiess Em
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maior escala, nas redes de energia, redes de sistemasgmttarjBarahsi et al. 2000]
e mesmo a linguagem usada para transmitir o pensaréant@ rede de palavras conec-
tadas por relages sinhticas [Barabasi 2007].

Neste trabalho revisam-se alguns conceitos importantdéeaiiea de redes complexas,
bem como apresentam-se algun&micas para a consti@ug dos principais modelos de
redes complexas.

2. Conceitos Esicos de Redes Complexas

Uma rede complexa um tipo de grafo que apresenta uma estrutura égped rao-trivial
de cone®o, composta por um conjunto extremamente elevad@dees (10s) que &o
conectados por meio de arestas (cdmsx ligades oulinks) [Barabasi 2007]. A Figura
1 ilustra exemplos de redes complexas.
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Figura 1. Exemplos de redes complexas: a) rede de contatos se  xuais entre in-
dividuos; b) rede de cont agios entre pessoas; c) rede dos amigos numa escola
dos Estados Unidos; d) rede de documentos num sitio da Web e | igac 6es entre
eles. Figuras retiradas de [Mendes 2005]

A Figura 2 apresenta uma represeftaesquerdtica de uma rede composta porétices
e 10 arestasao direcionadas eao ponderadas.

ligagdo

vértice

Figura 2. Representa¢ ao esquem atica de uma rede complexa simples.

Matematicamente, uma rede= (V, A) & formada por um conjunto d¥ vértices,V =
v1, U2, ..., Uy € UM conjunto déV/ arestasA = aq, as, ..., ay. O Vertice representa uma
caracteistica local da rede, podendo ser um documento (web), umwiaagr (internet),
um ator (filmes), um gene (biologia) ééanesmo um agente que apresenta umandica
propria (um oscilador, por exemplo).

As arestas estabelecem algum tipo de @dagntre dois &rtices de acordo com o pro-
blema modelado, podendo ser daios tipos ou intensidades. Podem-se ter arestas di-
recionadas - quando o sentido de liga¢ considerado; ao-direcionadas - quando o
sentido de ligago riioé considerado e, caso as arestas possuam intensidade aaestda

e associado um pes@ denominado peso da aresta.
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Em uma rede complexan-direcionada e sem peso, cada aresefinida por uma par
de \ertices sendo que doi€ktices conectados por uma aresta shamados deévtices
adjacentes.

Pode-se representar matricialmente a estrutura de umaoet@exa atra@s da matriz
de adjaéncia, a qual armazena inforn@egs sobre todas as retess de adjgncia de uma
rede, sendo constida da seguinte forma:

N ]_, d(UZ',Uj)
(Adj)ys = { 0. d(vi,vy)

Quandod(v;, v;) = 1 tem-se uma aresta conectando égieesy; e v;, cuja disinciad
entre essesérticesé normalizada e igual a 1.

1
. (1)

A matriz de adjaéncia da rede da Figura€2dada por:
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3. Medidas Estruturais em Redes Complexas

A caracterizago da estrutura de uma rede complexa, a partir @outo de medi-

das de aalise, € fundamental em diversos ramos déncia e fornece informées
relevantes com rel@p aos mecanismos da rede, bem como do problema modelado.
Essa caracterizag € fundamental #io © para a descrap da estrutura das ligdgs e
interrela@es entre seus elementos, mas tamipara a compreeas dos mecanismos
evolutivos que governam o crescimento da rede. A segugsapta-se algumas das prin-
cipais medidas quando considera-se uma rédedirecionada e sem peso.

3.1. Grau

O grauk; de um \erticev; & o rtumero de arestas incidentes a esstiee, eé definido em
termos da matriz de adjancia como:

N

]{Zz' = Z Qjj. (2)

j=1
O grau nedio de uma redé a nedia dek; para todos &rtices na rede, sendo pois uma
medida global da conectividade da rede.

A seqéncia de graus da rede da Figua@adapok; = (2 2 3 3 2 5 2 1 0)
e o grau rddioé dado pork) = 2.2222.
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3.2. Coeficiente de Agrupamento

Uma forma de caracterizar a presenca de loops de or@smDois coeficientes de agru-
pamento diferentesas frequentemente calculados. O primeiro, tamlzonhecido como
transitividade, baseia-se na seguinte egoacg

= 3)

ondeN, € o rumero de ti@ngulos na rede &5 € o rumero de conectividades triplas. O
fator trés ocorre devido ao fato de que cadartgulo pode ser visto como consistindo de
trés diferentes conectividades triplas, um com cada um gidie®s como &rtice central,

e asseguraque< 7 < 1.

O outro coeficient& o coeficiente de agrupamento local, dado por:

Na(i)
Ci = AT 7\ (4)
Ns(i)
onde Na(i) &€ o rtimero de ti@ngulos envolvendo oévticei e N;(i) & o riumero de
conexes triplas tend® como o \ertice central. Para o®xtices com grau 0 ou 1, para o

gual tanto o numerador e o denominad&o gero, considera-£¢ = 0.

O coeficiente de agrupament@dio & dado por:

1
(J:NZ(J,-. (5)

A transitividade e o coeficiente de agrupamentaio da rede da Figura 2e dados por
T =0.2143 e C' = 0.5778, respectivamente.

3.3. Medidas relacionadas com distncia

A distancia entre osarticesé um fator importante que éstelacionado ao transporte e
comunica@o em redes, sendo pois fundamentais no estudo da estrutlimaneica de
redes reais.

Um caminho entre doisérticesy; e v; em uma rede uma secg@ncia dev;, vertices
vy, ..., U tal que

o v;=1ev, =vj

e existe uma aresta entre énticev; e 0 \erticev,, 1, tal quel < v; < vy;

e nao ha repeti@o de \ertices nesta se@acia, nem de arestas entre essgtices.

Pode-se construir uma matriz de distiasD, cujos elementog;; expressam o valor do
menor caminho entre o$iticesy; e v;. O valord,,,, = maxd,; € chamado o dmetro
da rede. A nedia entre os valores na matiizexprime o caminho caracistico da rede
(menor caminho @&dio), sendo calculada por

1

A matriz de dishnciaD da rede da Figura @ dada por:
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0o 1 1 3 3 2 3 3 o
1 0 1 3 3 2 3 3 o™
1 1 0 2 2 1 2 2 o
3 3 2 0 1 1 1 2 o0
D = 3 3 2 1 0 1 2 2 o0
2 2 1 1 1 0 1 1 o
3 3 2 1 2 1 0 2 o0
3 3 2 0 2 1 2 0 o
00 00 00 00 o0 oo oo oo 0

Um problema na defingp del & que se & \értices desconectados seu valor diverge
(I = o0) devido ao fato de que a rede apresenta alguew; tal qued(i, j) = co. Uma
poss$vel solu@oé calcular para os ertices no qual & um caminho.

Note que a rede da Figura&uma rede @0 conectada com comprimento do caminho
médio/ = 1.9286 o qualé calculado apenas na parte do componente conectado, sendo
gue existem dois componentes conectadogmeirod = 3.

3.4. Medidas de Centralidade

Em redes complexas, quanto maioriomero de caminhos em que urartice ou aresta
participa, maior a impoéincia desseartice ou dessa aresta para a rede.

Assim, assumindo que as inted@s seguem 0s caminhos mais curtos entre doigces,
€ possvel quantificar a impoéncia de um &rtice ou de uma aresta em termos da centra-
lidade de intermedid&p

B, — ZM )

ondeo (v;, v, v;) € 0 rlimero de caminhos mais curtos entre @gigesy; e v; que passam
atraes do \ertice ou aresta,, o(v;, v;) € o rtimero total de caminhos mais curtos entre
v; ev;, @ a soma sobre todos 0s parés, v;) de \ertices distintos.

4. Construindo Redes Complexas

A sequir, apresenta-se a const@taglos principais modelos de redes complexas.

4.1. Redes Regulares

O modelo de redes regularéso mais simples, o qual serve de base para a éolug
de modelos mais elaborados. Neste modelo todo®dies tem 0 mesmolumero de
arestas, ou seja, tem o mesmo gkau

Neste modelo, congii-se um anel deéV vértices, cada um ligado a setisizinhos mais
proximos por arestas sem digex A Figura 3 ilustra o modelo de rede regular conside-
rando 10 ertices e alterando-se o grau

4.2. Redes Aleatrias

Redes complexas foram pensadas originalmente como sengietamente aleétias.
Basicamente uma rede aléaa & constrida iniciando-se com um conjunto déveértices
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Figura 3. Rede regular considerando 10 v értices e alterando-se o grau k: (a)
k=2;(0) k=3;(c) k=4e(d) k=5.

totalmente desconectados e a cada passo de tempoétties 80 escolhidos aleatori-
amente e conectados com uma probabilidadefiea de acordo com oUmerom de
arestas que se deseja ter na rede.

No modelo de Erds e Fenyi, constoi-se uma rede ale@tia tendoV vértices en arestas.
As m arestas&o escolhidas uniformemente e aleatoriamente dentre ortorge todas as

0<m< w arestas equiprovéis poss/eis [Erdos and Bnyi 1961]. Naturalmente

m nao deve ser maior do que amero poswel de arestas dado p&“é—”. A Figura 4

ilustra 0 modelo de rede aléaita de Eréds e Renyi considerando 10evtices e alterando-
se a quantidade de arestas presentes na rede.

@ - ® @ @

Figura 4. Rede de Erd 6s e Rényi considerando 10 v értices e alterando-se o
numero de arestas presentes na rede: (a) m = 5; (b) m = 10; (c) m = 20 e (d)
m = 30.

No modelo de Gilbert, as arestas piuei:sw de um grafo ao-direcionado simples

G(N,p) com N vértices 8o includas independentemente com probabilidade p <
1. A Figura 5 ilustra o modelo de rede aleaa de Gilbert considerando 1@rices e

alterando-se a probabilidage
S
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Figura 5. Modelo de Gilbert considerando 10 v értices e alterando-se a probabili-
dade p: (@) p=0.3; (b) p=10.5;(c) p=0.7e (d) p =0.9.

A

B

4.3. Redes de Pequeno Mundo

Em 1998, Duncan Watts e Steven Strogatz observaram queutuestde algumas redes
reais apresentam caminhos fechados de comprimé&soEssa descoberta foi 0 primeiro
indicio de que as redes reai@m .0 completamente regulares e nem completamente
aleabrias, todavia situam-se entre esses dois extremos [WaittStaogatz 1998].
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Eles sugeriram um modelo chamado modelo de pequeno mundmaha redee cons-
truida atraes de um processo de interp@agntre uma rede regular e uma rede aliat
ou seja, esse modelo de rede pode ser altamente agrupadeasoades regulares, mas
com caractésticas de caminho @tio pequeno, como nas redes deas.

A idéia por tas da geraip de redes de pequeno murigbastante simples e intuitiva:
inicia-se com uma rede regular, a qual apresenta um agruyparako, e adiciona-se
aleatoriedade aos poucos, obtendo-se um comprimento detmamédio pequeno.

Embora o trabalho original utiliza religées entre arestas, atualmebtenais comum
introduzir aleatoriedade via a adig de caminhos curtos, ou seja, via adicle atalhos na
rede.

A Figura 6 ilustra 0 modelo de rede de pequeno mundo considerd0 \ertices e
religaao das arestas com probabilidade

@ ~ ® 7 @ T

Figura 6. Rede de pequeno mundo considerando 10 v  értices e alterando-se a
probabilidade p de religa¢ ao: (&) p =0.3; (b) p=0.5;(¢c) p=0.7e (d) p = 0.9.

A Figura 7 ilustra o modelo de rede de pequeno mundo considera0 \ertices e a
adicdo das arestas com probabilidadgor meio de atalhos na rede.
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Figura 7. Rede de pequeno mundo construida atrav  és da adi¢ do de ata-
lhos. Considera-se 10 v értices e altera-se a probabilidade p: (a) p = 0.3;
(b) p=0.5;(c) p=0.7e (d) p=0.9.

4.4. Redes Livre de Escala

Ha dois aspectos encontrados em redes reais gaesto incorporados nos modelos
aleabrios e de pequeno mundo. Primeiramente, ambos os modslos@s que inicia-se
com um rumero fixo deN vértices que &o enfio conectados aleatoriamente ou reconec-
tados, sem modifica¥. Em contraste, as redes do mundo réalabertas e formadas pela
adigdo contnua de novosértices ao sistema, portanto, dmero de @rticesN aumenta
durante toda a vida da rede. Em segundo lugar, os modelosidaleabria assumem
gue a probabilidade de que doisrtices sejam conectadésaleabria e uniforme. Em
contraste, a maioria das redes reais apresentam conadeviteferencial.

Em 1999, Barasi e Albert [Barabasi and Albert 1999], decidiram verificarascarac-
teristica de pequeno mundo estava presenteordd wide web Para isto, mapearam a



Xl Workshop de Computagao Aplicada -WORCAP 2012

topologia das conées entre asgginas da web e descobriram quemalda mesma apre-
sentar o febmeno de pequeno mundo, a distritiggde conedes era do tipo livre de
escalagcale-fre¢, ou seja, seguiam uma lei de potia da formaP (k) ~ k7.

Em uma rede livre de escala, a probabilidade de que um nestce conecte-se aos
vértices @ existentes na red@oé uniforme, & uma maior probabilidade do novértice
conectar-se a umévtice que & tem um grande nimero de coneédes. O modelo de
constru@o que gera redes livres de esd@lzaseado em dois passos, a saber: crescimento
e ligago preferencial.

A Figura 8 ilustra o modelo de rede livre de escala considkeran \ertices e alterando-se

0 grau mnimo do \értice.
%Z% | A
T I I

Figura 8. Rede livre de escala. Considera-se 10 v értices e altera-se o grau
minimo do v értice d: (@) d =1;(b) d=2;(c) d=3e (d) d = 4.

5. Discus$®es e Trabalhos Futuros

Compreender as relaes entre a topologia de uma dada rede complexa e samidia,

de forma a se conseguir inferir a estrutura tégada da rede a partir de obseréiag

das diramicas que cada um doértices produz e queae registradas na forma deries
temporais individuaisé uma das quedts mais relevantes e atuais no estudo de redes
complexas e que merecem ser estudadas.

Assim, \arios netodos &€m sido propostos para inferir a estrutura togata de uma dada
rede complexa a partir da obsergiagde sua diamica.

O presente trabalho apresentou um estudo sobre a teorialeke gemplexas a fim de
posteriormente conceber unetodo que permita recuperar a estrutura togicia de uma
dada rede complexa a partir d&sies temporais medidas as quais representarartises

da rede. Tem-se por Hopese que osértices 80 constitidos de osciladoresao lineares

e em evolugo catica, mas &0 se tem acessopriori a forma como esses osciladores se
encontram interconectados formando a rede. &onp a ser desenvolvido se baseia no
fendbmeno de sincronizap de fase entre osciladore®tiaos, cuja diamica se pretende
capturar com o uso da transformaslavelet

Um estudo preliminar em uma rede de dois osciladores @&s|Br mostrou que a
utiliza¢ao da transformada waveletviavel para a concepgo do nétodo a ser proposto
futuramente.
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