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Abstract. Significant advances in the area of complex networks have beenwit-
nessed in recent years. In this work we revise up some importantconcepts of the
theory of complex networks, as well as some techniques for the construction of
the main models of complex networks.

Resumo. Avanços significativos náarea de redes complexas têm sido testemu-
nhados nośultimos anos. Neste trabalho revisam-se alguns conceitos importan-
tes da teoria de redes complexas, bem como algumas técnicas para a construção
dos principais modelos de redes complexas.
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1. Introdução
O mundo est́a cercado por sistemas complexos, desde células compostas por milhares
de moĺeculas at́e a sociedade, uma coleção de bilh̃oes de indiv́ıduos interagindo. Com-
preender, modelar e quantificar esse tipo de sistemaé um grande desafio para a ciência
[Barabasi 2007].

Entende-se por sistemas complexos aqueles que são formados por um grande número de
constituintes que interagem de forma não linear e se relacionam entre si e com o meio
ambiente [Barabasi 2007, Mendes 2005]. A modelagem desses sistemas utilizando a teo-
ria de redes complexasé realizada de forma natural e eficiente, devido ao fato de quesão
formados por partes discretas que se conectam [Rodrigues 2007].

O estudo das redes complexas teve inı́cio por volta de 1735 quando Leonard Euler apre-
sentou uma solução para o famoso problema das “Pontes de Königsberg” [Mendes 2005,
Rodrigues 2007]. Desde então, a teoria de redes complexas utiliza conceitos proveni-
entes da teoria dos grafos, estatı́stica e sistemas complexos [Amaral and Ottino 2004,
Boccaletti et al. 2006, Costa et al. 2007].

Devido a generalidade e o caráter multidisciplinar, a teoria de redes complexas oferece
suporte para caracterização, ańalise e modelagem dos mais variados sistemas complexos
sendo utilizada em muitaśareas de pesquisa e podendo ser identificada nas mais diversas
situaç̃oes, como por exemplo, no cérebro o quaĺe uma enorme rede de neurônios liga-
dos por sinapses [Watts and Strogatz 1998], nas células as quais são redes de moléculas
conectadas por reações bioqúımicas [Dorogovtsev and Mendes 2003], no controle da ati-
vidade geńetica a quaĺe devido a uma complexa rede de genes ligadas por proteı́nas regu-
ladoras [Barabasi and Albert 1999], nas sociedades, em que osvértices da rede são as pes-
soas (ou organizações de pessoas) entre as quais existem diferentes tipos de relações; Em
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maior escala, nas redes de energia, redes de sistemas de transporte [Barab́asi et al. 2000]
e mesmo a linguagem usada para transmitir o pensamentoé uma rede de palavras conec-
tadas por relaç̃oes sint́aticas [Barabasi 2007].

Neste trabalho revisam-se alguns conceitos importantes dateoria de redes complexas,
bem como apresentam-se algumas técnicas para a construção dos principais modelos de
redes complexas.

2. Conceitos B́asicos de Redes Complexas

Uma rede complexáe um tipo de grafo que apresenta uma estrutura topológica ñao-trivial
de conex̃ao, composta por um conjunto extremamente elevado de vértices (ńos) que s̃ao
conectados por meio de arestas (conexões, ligaç̃oes oulinks) [Barabasi 2007]. A Figura
1 ilustra exemplos de redes complexas.

(a) (b) (c) (d)

Figura 1. Exemplos de redes complexas: a) rede de contatos se xuais entre in-
divı́duos; b) rede de cont ágios entre pessoas; c) rede dos amigos numa escola
dos Estados Unidos; d) rede de documentos num sı́tio da Web e l igaç ões entre
eles. Figuras retiradas de [Mendes 2005]

.

A Figura 2 apresenta uma representação esqueḿatica de uma rede composta por 9 vértices
e 10 arestas ñao direcionadas e não ponderadas.

Figura 2. Representaç ão esquem ática de uma rede complexa simples.

Matematicamente, uma redeR = (V,A) é formada por um conjunto deN vértices,V =
v1, v2, ..., vN e um conjunto deM arestas,A = a1, a2, ..., aM . O vértice representa uma
caracteŕıstica local da rede, podendo ser um documento (web), um computador (internet),
um ator (filmes), um gene (biologia) e até mesmo um agente que apresenta uma dinâmica
própria (um oscilador, por exemplo).

As arestas estabelecem algum tipo de relação entre dois v́ertices de acordo com o pro-
blema modelado, podendo ser de vários tipos ou intensidades. Podem-se ter arestas di-
recionadas - quando o sentido de ligação é considerado; ñao-direcionadas - quando o
sentido de ligaç̃ao ñaoé considerado e, caso as arestas possuam intensidade, a cadaaresta
é associado um pesow, denominado peso da aresta.
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Em uma rede complexa não-direcionada e sem peso, cada arestaé definida por uma par
de v́ertices sendo que dois vértices conectados por uma aresta são chamados de vértices
adjacentes.

Pode-se representar matricialmente a estrutura de uma redecomplexa atrav́es da matriz
de adjaĉencia, a qual armazena informações sobre todas as relações de adjaĉencia de uma
rede, sendo construı́da da seguinte forma:

(Adj)ij =

{

1, d(vi, vj) = 1
0, d(vi, vj) = 0

(1)

Quandod(vi, vj) = 1 tem-se uma aresta conectando os vérticesvi e vj, cuja dist̂anciad
entre esses vérticesé normalizada e igual a 1.

A matriz de adjaĉencia da rede da Figura 2é dada por:

Adj =

































1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 0 1 1 0 0 0 0 0 0
2 1 0 1 0 0 0 0 0 0
3 1 1 0 0 0 1 0 0 0
4 0 0 0 0 1 1 1 0 0
5 0 0 0 1 0 1 0 0 0
6 0 0 1 1 1 0 1 1 0
7 0 0 0 1 0 1 0 0 0
8 0 0 0 0 0 1 0 0 0
9 0 0 0 0 0 0 0 0 0








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
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













3. Medidas Estruturais em Redes Complexas

A caracterizaç̃ao da estrutura de uma rede complexa, a partir do cálculo de medi-
das de ańalise, é fundamental em diversos ramos da ciência e fornece informações
relevantes com relação aos mecanismos da rede, bem como do problema modelado.
Essa caracterização é fundamental ñao śo para a descriç̃ao da estrutura das ligações e
interrelaç̃oes entre seus elementos, mas também para a compreensão dos mecanismos
evolutivos que governam o crescimento da rede. A seguir, apresenta-se algumas das prin-
cipais medidas quando considera-se uma rede não direcionada e sem peso.

3.1. Grau

O grauki de um v́erticevi é o ńumero de arestas incidentes a esse vértice, eé definido em
termos da matriz de adjacência como:

ki =
N
∑

j=1

aij. (2)

O grau ḿedio de uma redée a ḿedia deki para todos v́ertices na rede, sendo pois uma
medida global da conectividade da rede.

A seqûencia de graus da rede da Figura 2é dada porki =
(

2 2 3 3 2 5 2 1 0
)

e o grau ḿedioé dado por〈k〉 = 2.2222.
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3.2. Coeficiente de Agrupamento

Uma forma de caracterizar a presença de loops de ordem três. Dois coeficientes de agru-
pamento diferentes são frequentemente calculados. O primeiro, também conhecido como
transitividade, baseia-se na seguinte equação:

T =
3N∆

N3

, (3)

ondeN∆ é o ńumero de trîangulos na rede eN3 é o ńumero de conectividades triplas. O
fator tr̂es ocorre devido ao fato de que cada triângulo pode ser visto como consistindo de
três diferentes conectividades triplas, um com cada um dos vértices como v́ertice central,
e assegura que0 ≤ T ≤ 1.

O outro coeficientée o coeficiente de agrupamento local, dado por:

Ci =
N∆(i)

N3(i)
, (4)

ondeN∆(i) é o ńumero de trîangulos envolvendo o vértice i e N3(i) é o ńumero de
conex̃oes triplas tendoi como o v́ertice central. Para os vértices com grau 0 ou 1, para o
qual tanto o numerador e o denominador são zero, considera-seCi = 0.

O coeficiente de agrupamento médioé dado por:

C =
1

N

∑

i

Ci. (5)

A transitividade e o coeficiente de agrupamento médio da rede da Figura 2 são dados por
T = 0.2143 eC = 0.5778, respectivamente.

3.3. Medidas relacionadas com distância

A distância entre os v́erticesé um fator importante que está relacionado ao transporte e
comunicaç̃ao em redes, sendo pois fundamentais no estudo da estrutura edinâmica de
redes reais.

Um caminho entre dois vérticesvi e vj em uma redée uma seqûencia devk vértices
v1, ..., vk tal que

• vi = 1 evk = vj;
• existe uma aresta entre o vérticevl e o v́erticevl+1, tal que1 ≤ vl ≤ vk;
• não h́a repetiç̃ao de v́ertices nesta sequência, nem de arestas entre esses vértices.

Pode-se construir uma matriz de distânciasD, cujos elementosdij expressam o valor do
menor caminho entre os vérticesvi e vj. O valordmax = max dij é chamado o diâmetro
da rede. A ḿedia entre os valores na matrizD exprime o caminho caracterı́stico da rede
(menor caminho ḿedio), sendo calculada por

l =
1

N(N − 1)

∑

i 6=j

dij . (6)

A matriz de dist̂anciaD da rede da Figura 2́e dada por:
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D =




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


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









0 1 1 3 3 2 3 3 ∞
1 0 1 3 3 2 3 3 ∞
1 1 0 2 2 1 2 2 ∞
3 3 2 0 1 1 1 2 ∞
3 3 2 1 0 1 2 2 ∞
2 2 1 1 1 0 1 1 ∞
3 3 2 1 2 1 0 2 ∞
3 3 2 0 2 1 2 0 ∞
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 0





























Um problema na definiç̃ao del é que se h́a vértices desconectados seu valor diverge
(l = ∞) devido ao fato de que a rede apresenta algumvi e vj tal qued(i, j) = ∞. Uma
posśıvel soluç̃aoé calcularl para os v́ertices no qual h́a um caminho.

Note que a rede da Figura 2é uma rede ñao conectada com comprimento do caminho
médio l = 1.9286 o qualé calculado apenas na parte do componente conectado, sendo
que existem dois componentes conectados e diâmetrod = 3.

3.4. Medidas de Centralidade

Em redes complexas, quanto maior o número de caminhos em que um vértice ou aresta
participa, maior a importância desse v́ertice ou dessa aresta para a rede.

Assim, assumindo que as interações seguem os caminhos mais curtos entre dois vértices,
é posśıvel quantificar a import̂ancia de um v́ertice ou de uma aresta em termos da centra-
lidade de intermediação

Bu =
∑

ij

σ(vi, vu, vj)

σ(vi, vj)
, (7)

ondeσ(vi, vu, vj) é o ńumero de caminhos mais curtos entre os vérticesvi evj que passam
atrav́es do v́ertice ou arestavu, σ(vi, vj) é o ńumero total de caminhos mais curtos entre
vi evj, e a somáe sobre todos os pares(vi, vj) de v́ertices distintos.

4. Construindo Redes Complexas

A seguir, apresenta-se a construção dos principais modelos de redes complexas.

4.1. Redes Regulares

O modelo de redes regularesé o mais simples, o qual serve de base para a evolução
de modelos mais elaborados. Neste modelo todos os vértices tem o mesmo número de
arestas, ou seja, tem o mesmo grauk.

Neste modelo, constrói-se um anel deN vértices, cada um ligado a seusk vizinhos mais
próximos por arestas sem direção. A Figura 3 ilustra o modelo de rede regular conside-
rando 10 v́ertices e alterando-se o grauk.

4.2. Redes Aleat́orias

Redes complexas foram pensadas originalmente como sendo completamente aleatórias.
Basicamente uma rede aleatória é constrúıda iniciando-se com um conjunto deN vértices
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Figura 3. Rede regular considerando 10 v értices e alterando-se o grau k: (a)
k = 2; (b) k = 3; (c) k = 4 e (d) k = 5.

totalmente desconectados e a cada passo de tempo dois vértices s̃ao escolhidos aleatori-
amente e conectados com uma probabilidade fixap ou de acordo com o númerom de
arestas que se deseja ter na rede.

No modelo de Erd̈os e Ŕenyi, constŕoi-se uma rede aleatória tendoN vértices em arestas.
Asm arestas s̃ao escolhidas uniformemente e aleatoriamente dentre o conjunto de todas as
0 ≤ m ≤ N(N−1)

2
arestas equiprovavéis posśıveis [Erdos and Ŕenyi 1961]. Naturalmente

m não deve ser maior do que o número posśıvel de arestas dado porN(N−1)
2

. A Figura 4
ilustra o modelo de rede aleatória de Erd̈os e Ŕenyi considerando 10 vértices e alterando-
se a quantidade de arestas presentes na rede.
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Figura 4. Rede de Erd ös e Rényi considerando 10 v értices e alterando-se o
número de arestas presentes na rede: (a) m = 5; (b) m = 10; (c) m = 20 e (d)
m = 30.

No modelo de Gilbert, as arestas possı́veis N(N−1)
2

de um grafo ñao-direcionado simples
G(N, p) comN vértices s̃ao inclúıdas independentemente com probabilidade0 < p <

1. A Figura 5 ilustra o modelo de rede aleatória de Gilbert considerando 10 vértices e
alterando-se a probabilidadep.
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Figura 5. Modelo de Gilbert considerando 10 v értices e alterando-se a probabili-
dade p: (a) p = 0.3; (b) p = 0.5; (c) p = 0.7 e (d) p = 0.9.

4.3. Redes de Pequeno Mundo

Em 1998, Duncan Watts e Steven Strogatz observaram que a estrutura de algumas redes
reais apresentam caminhos fechados de comprimento três. Essa descoberta foi o primeiro
ind́ıcio de que as redes reais não s̃ao completamente regulares e nem completamente
aleat́orias, todavia situam-se entre esses dois extremos [Watts and Strogatz 1998].
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Eles sugeriram um modelo chamado modelo de pequeno mundo, noqual a redée cons-
trúıda atrav́es de um processo de interpolação entre uma rede regular e uma rede aleatória,
ou seja, esse modelo de rede pode ser altamente agrupada, como as redes regulares, mas
com caracterı́sticas de caminho ḿedio pequeno, como nas redes aleatórias.

A idéia por tŕas da geraç̃ao de redes de pequeno mundoé bastante simples e intuitiva:
inicia-se com uma rede regular, a qual apresenta um agrupamento alto, e adiciona-se
aleatoriedade aos poucos, obtendo-se um comprimento de caminho médio pequeno.

Embora o trabalho original utiliza religações entre arestas, atualmenteé mais comum
introduzir aleatoriedade via a adição de caminhos curtos, ou seja, via adição de atalhos na
rede.

A Figura 6 ilustra o modelo de rede de pequeno mundo considerando 10 v́ertices e
religaç̃ao das arestas com probabilidadep.

(a)

v1

v2

v3

v4

v5

v6

v7 v8

v9 v10 (b)

v1

v2

v3v4

v5

v6

v7v8

v9

v10

(c)

v1

v2

v3

v4 v5

v6

v7

v8

v9

v10

(d)

v1

v2

v3

v4

v5

v6

v7

v8

v9 v10

Figura 6. Rede de pequeno mundo considerando 10 v értices e alterando-se a
probabilidade p de religaç ão: (a) p = 0.3; (b) p = 0.5; (c) p = 0.7 e (d) p = 0.9.

A Figura 7 ilustra o modelo de rede de pequeno mundo considerando 10 v́ertices e a
adiç̃ao das arestas com probabilidadep por meio de atalhos na rede.
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Figura 7. Rede de pequeno mundo construı́da atrav és da adiç ão de ata-
lhos. Considera-se 10 v értices e altera-se a probabilidade p: (a) p = 0.3;
(b) p = 0.5; (c) p = 0.7 e (d) p = 0.9.

4.4. Redes Livre de Escala

Há dois aspectos encontrados em redes reais que não s̃ao incorporados nos modelos
aleat́orios e de pequeno mundo. Primeiramente, ambos os modelos assumem que inicia-se
com um ńumero fixo deN vértices que s̃ao ent̃ao conectados aleatoriamente ou reconec-
tados, sem modificarN . Em contraste, as redes do mundo real são abertas e formadas pela
adiç̃ao cont́ınua de novos v́ertices ao sistema, portanto, o número de v́erticesN aumenta
durante toda a vida da rede. Em segundo lugar, os modelos de rede aleat́oria assumem
que a probabilidade de que dois vértices sejam conectadosé aleat́oria e uniforme. Em
contraste, a maioria das redes reais apresentam conectividade preferencial.

Em 1999, Barab́asi e Albert [Barabasi and Albert 1999], decidiram verificar se a carac-
teŕıstica de pequeno mundo estava presente naworld wide web. Para isto, mapearam a
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topologia das conex̃oes entre as ṕaginas da web e descobriram que além da mesma apre-
sentar o fen̂omeno de pequeno mundo, a distribuição de conex̃oes era do tipo livre de
escala (scale-free), ou seja, seguiam uma lei de potência da formaP (k) ≈ k−γ.

Em uma rede livre de escala, a probabilidade de que um novo vértice conecte-se aos
vértices j́a existentes na rede nãoé uniforme, h́a uma maior probabilidade do novo vértice
conectar-se a um vértice que j́a tem um grande ńumero de conex̃oes. O modelo de
construç̃ao que gera redes livres de escalaé baseado em dois passos, a saber: crescimento
e ligaç̃ao preferencial.

A Figura 8 ilustra o modelo de rede livre de escala considerando 10 v́ertices e alterando-se
o grau ḿınimo do v́ertice.
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Figura 8. Rede livre de escala. Considera-se 10 v értices e altera-se o grau
minı́mo do v értice d: (a) d = 1; (b) d = 2; (c) d = 3 e (d) d = 4.

5. Discuss̃oes e Trabalhos Futuros
Compreender as relações entre a topologia de uma dada rede complexa e sua dinâmica,
de forma a se conseguir inferir a estrutura topológica da rede a partir de observações
das din̂amicas que cada um dos vértices produz e que são registradas na forma de séries
temporais individuais,́e uma das questões mais relevantes e atuais no estudo de redes
complexas e que merecem ser estudadas.

Assim, v́arios ḿetodos t̂em sido propostos para inferir a estrutura topológica de uma dada
rede complexa a partir da observação de sua din̂amica.

O presente trabalho apresentou um estudo sobre a teoria de redes complexas a fim de
posteriormente conceber um método que permita recuperar a estrutura topológica de uma
dada rede complexa a partir das séries temporais medidas as quais representam os vértices
da rede. Tem-se por hipótese que os v́ertices s̃ao constitúıdos de osciladores não lineares
e em evoluç̃ao cáotica, mas ñao se tem acessoa priori à forma como esses osciladores se
encontram interconectados formando a rede. O método a ser desenvolvido se baseia no
fenômeno de sincronização de fase entre osciladores caóticos, cuja din̂amica se pretende
capturar com o uso da transformadawavelet.

Um estudo preliminar em uma rede de dois osciladores de Rössler mostrou que a
utilização da transformada waveleté viável para a concepção do ḿetodo a ser proposto
futuramente.
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