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RESUMO

Este trabalho tem por objetivo estudar a dinamica da interacao onda-onda nao linear
através de simulacoes numéricas usando Teoria de Caos. Dois tipos de processos sao
analisados: o processo de trés ondas nao linear, e o processo modulacional sub-
sonico de quatro ondas, nos quais a onda indutora é suposta linearmente instavel, e
as outras ondas linearmente amortecidas. E feita uma revisao dos conceitos bdsicos
da Teoria de Caos, ondas em plasmas, instabilidades e interacao onda-onda. Uma
série de evidéncias observacionais de interacoes onda-onda nao-lineares no espaco
interplanetario e em magnetosfera planetaria, que motivam o presente estudo, sao
apresentados. A andlise da dinamica nao-linear dos modelos tedricos estudados é
feita por meio do estudo de dois tipos de intermiténcia via bifurcacdo sela-no e crise
interior observada, que exibem séries temporais cadticas. Finalmente, discute-se a
aplicacao desta analise tanto para o estudo de emissoes de rddio em plasmas espaciais
como para o estudo e controle de plasmas de fusao em laboratorio.






NUMERICAL SIMULATIONS OF WAVE-WAVE INTERACTIONS
INDUCED BY LANGMUIR WAVES IN THE SOLAR SYSTEM

ABSTRACT

The aim of this work is to study the dynamics of nonlinear wave-wave interactions by
numerical simulations using Chaos Theory. Two types of processes are analyzed: the
three-wave process, and the sub-sonic modulational process. In both cases the pump
wave is assumed linearly unstable, and the other waves linearly damped. A brief
review of the concepts of Chaos Theory, plasma waves, instabilities and wave-wave
interactions is presented. Observational evidence of nonlinear wave-wave interactions
in the interplanetary space and in the planetary magnetosphere, which is the main
motivation of this study, is also presented. The nonlinear dynamics analysis of the
models is performed based on the study of two types of intermittency via the saddle-
node bifurcation and the interior crisis, which exhibit chaotic time series. Aplications
for radio emissions on space plasmas and the control of fusion plasmas in laboratory
are discussed.
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Variacao lenta da amplitude real da onda:
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CAPITULO 1
INTRODUCAO

O 99% da matéria do universo é composta por plasma (NICHOLSON, 1983). O
interior das estrelas, as nebulosas de gases, o hidrogénio e o vento solar encontram-
se no estado de plasma. Na escala do sistema solar, no interior do Sol, no vento do
sistema solar e nos cinturdes de radiagao de Van Allen podemos achar exemplos do
chamado “quarto estado da matéria”. No nosso dia a dia, os exemplos nao sao tao
abundantes quanto ao cenario espacial e astrofisico, porém, podemos achar plasma
na forma de um raio durante uma tempestade elétrica, e no gas condutor no interior

das lampadas fluorescentes ou de néon.

O plasma é um gdas ionizado, composto de particulas carregadas, que cumpre com
as condicoes de quase neutralidade de cargas e comportamento coletivo. “Quase
neutralidade” quer dizer que as cargas vao tender a cancelar qualquer concentragao
local de cargas dentro do plasma. O comportamento coletivo representa a influéncia
de uma carga sobre as outras através das forcas coulombianas. E este comportamento
que da ao plasma a possibilidade de manter uma grande variedade de tipos de ondas,
que podem ser caracterizadas através de uma relacao de dispersao, que é uma relacao

funcional em termos da freqiiéncia da onda w e seu numero de onda k.

Enquanto se propaga pelo plasma, a amplitude de uma onda pode crescer até atin-
gir uma amplitude limiar, a partir da qual outros modos deixam o nivel de ruido e
comecam a crescer; esta situacao tem sido bem abordada pelo estudo das instabi-
lidades paramétricas, onde uma onda decai em outros modos naturais do plasma.
Se a onda indutora é suposta linearmente instavel (ou seja, a sua amplitude cresce
linearmente) e o resto dos modos linearmente amortecidos, entao a dindmica tempo-
ral das amplitudes destes modos torna-se muito complexa. Neste cenario a aplicacao
da teoria de Caos facilita a andlise numérica da evolugao temporal desta interagao

onda-onda.

A teoria de Caos é uma ferramenta 1til para a analise de sistemas nao-lineares deter-
ministicos capazes de apresentar comportamento aparentemente erratico e aleatério.
Exemplos de sistemas de dinamica complexa podem ser achados nos mais diversos ce-
ndrios, por exemplo na natureza (variagoes climdticas relacionadas como fenémeno
de El Nino, modelos de populacao predador-presa (KAPLAN; GLASS, 1995)), na
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economia (evoluc¢do temporal de modelos econdmicos e ciclos de negécios (CHIAN et
al., 2005)), na medicina (impulsos elétricos cerebrais, ritmo do batimento cardiaco
(GLASS; MACKEY, 1998)), em diversos experimentos de laboratério usando tor-
neiras gotejantes (SARTORELLI et al., 1994), circuitos elétricos (ALLIGOOD et al.,
1996), e assim por diante. A aplicagdo da teoria de Caos nesta dreas tem demons-

trado a sua utilidade para a previsao e controle dos diversos estados num sistema.

Existem evidéncias de acoplamentos nao lineares de trés ondas e ocorréncias de
eventos intermitentes obtidas durante experimentos com plasmas turbulentos em
laboratorios. Por exemplo, Hidalgo et al. (1993) usaram andlise biespectral para de-
monstrar o alto grau do acoplamento de trés ondas nas fronteiras do confinamento do
plasma, e a dependencia destes acoplamentos com as condicoes do plasma, por exem-
plo, a temperatura dos elétrons T,. Usando uma combinacao das andlises biespectral
e wavelet, Milligen et al. (1995) mostraram a ocorréncia de eventos intermiténtes de
curta duragdo nos dados obtidos de sondas Langmuir inseridas no plasma de fu-
sdo. Estes dois estudos foram feitos usando o acelerador ATF (do inglés Advanced
Toroidal Facility), no Laboratorio Nacional de Oak Ridge, ubicado em Tennessee,
EUA.

A presente dissertacao de Mestrado estd organizada nos proximos quatro capitulos

da seguinte forma:

No capitulo 2 sera apresentada uma breve introducao a Teoria de Caos, e as princi-
pais ferramentas utilizadas no estudo de sistemas nao lineares. Logo, serao revisados
os conceitos principais de ondas, instabilidades em plasmas, e processos de interacao
onda-onda nao lineares. Alguns exemplos de interacoes onda-onda nao lineares serao

apresentados.

No capitulo 3 serao apresentadas evidéncias observacionais de interacoes onda-onda
obtidas por experimentos em sondas em trés regides do sistema solar: na coroa do

Sol, no vento solar, e na magnetosfera terrestre.

No capitulo 4 vai ser estudada a dinamica nao linear de um modelo que representa
a dinamica das amplitudes de trés ondas acopladas, supondo uma das ondas line-
armente instdvel, e as outras linearmente amortecidas (WERSINGER et al., 1980).
A nao-linearidade é suposta ser suficientemente fraca para que sejam considerados

apenas termos quadraticos. Dois tipos de transicoes de ordem para caos serao apre-
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sentados em detalhe, mostrando o fenomeno de intermiténcia observado nas series

temporais obtidas durante as simulagoes.

No capitulo 5 sera estudada a dinamica nao linear de um modelo apresentado por
Russell e Ott (1981) que representa a interagdo nao linear de quatro ondas no pro-
cesso modulacional sub-sonico. Seguendo a andlise do capitulo 4, serao estudados
dois tipos de transicoes de ordem para caos, fazendo a caracterizacao da intermitén-

cia obtida nas séries temporais.

Finalmente, no capitulo 6 serao discutidos os resultados obtidos, e suas possiveis

aplicagoes.
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CAPITULO 2

CONCEITOS FUNDAMENTAIS DE CAOS, ONDAS,
INSTABILIDADES E INTERACOES ONDA-ONDA

A dinamica das particulas num plasma leva a existéncia de uma grande quantidade
de tipos de ondas. Elas sao capazes de transportar energia de uma regiao para outra,
excitando outras particulas, oferecendo informacao aos observadores externos do que
esta ocorrendo dentro do plasma. Podem perder estabilidade ao crescerem enquanto
se propagam e, no caso dos plasmas obtidos em laboratérios, atingir amplitudes

capazes de romper o confinamento do plasma.

As interagoes onda-onda nao lineares podem mudar a forma em que a energia e a
informacao sao propagadas através do plasma. Uma onda gerada numa regiao de
instabilidade pode excitar outros modos que possuem propriedades de dispersao e
propagacao diferentes do modo original, e que sao capazes de transportar a energia
para distancias maiores, numa forma totalmente distinta do esperado da onda ori-
ginal. A interacdo é nao linear quando o efeito de esgotamento da onda indutora é

considerado (ou seja, a amplitude dela varia com o tempo).

Na secao 2.1 serao introduzidos os conceitos basicos da teoria de Caos e algumas das
principais ferramentas utilizadas neste trabalho de dissertacao. Na secao 2.2 serao
apresentadas as relacoes de dispersao para trés tipos basicos de ondas em plasmas:
ondas de Langmuir, ion-actsticas e eletromagnéticas. Os mecanismos de excitagao e
amortecimento destas ondas serao descritos na secao 2.3, enquanto que os conceitos
de interacao onda-onda serao apresentados na secao 2.4, junto com as equagcoes que
descrevem a evolucao temporal destas interagoes usando as teorias linear e nao linear.
Finalmente, na secao 2.5 serd feito uma pequena revisao de alguns modelos teéricos

de interacoes onda-onda para diferentes condicoes de plasma.
2.1 Introducao a teoria de Caos
2.1.1 Revisao histérica

Usualmente, a primeira tentativa do estudo de sistemas cadticos é atribuida a Henri
Poincaré, no ano 1889. Para comemorar o 60° aniversario do Rei Oscar II da Suécia
e Noruega, foi organizada uma competicao cientifica, para estabelecer se a dinamica

do sistema solar é estavel ou nao. Isto envolve o estudo do problema de N corpos, que
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FIGURA 2.1 - Orbita de um corpo de massa pequena, ao redor de outros dois corpos massivos fixos
no sistema de referencia. Os dois corpos massivos encontram-se nos extremos da linha
horizontal.

FONTE: Alligood et al. (1996)

¢ a aplicacao da lei gravitacional de Newton para mais de dois corpos, um problema

que nao tem solucao analitica e que é muito dificil de ser analisado.

Fazendo uma série de restrigoes (considerando os trés corpos movendo-se num plano,
a massa e um deles muito menor em comparacao aos outros dois, estabelecendo
um sistema de referéncia que gire junto com os outros dois corpos, de maneira
que permanecam fixos neste referencial, etc) Poincaré apresentou um artigo cheio
de idéias novas. Uma delas simplificou a andlise da dinamica dos trés corpos. A
Figura 2.1 mostra a trajetéria do terceiro corpo (que pode representar um asterdide
sob a acao das forgas gravitacionais de duas estrelas), sem duivida complexa de ser
analisada usando as ferramentas disponiveis no final do século XIX. Mas, Poincaré
notou que a dinamica da trajetéria do asterdide é refletida nos pontos em que ela
corta a reta entre as duas estrelas, simplificando a analise de uma complicada érbita
para um conjunto discreto de pontos. Esta secao de corte (conhecida como se¢ao de
Poincaré) tornou-se um dos elementos mais comuns usados no estudo de sistemas

cadticos.

Anos depois (finais dos anos 50 do século passado) Edward Lorentz, um meteorolo-
gista do MIT, encontrava-se trabalhando num modelo de processos convectivos na
atmosfera, destinado para a previsao do clima usando um computador LGP-30, um
dos mais avancados daquela época. Como os resultados eram impressos em papel

a velocidade de 6 linhas por minuto, Lorentz modificou a saida do programa para
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mostrar apenas 3 digitos significativos (embora os calculos fossem feitos com maior
precisao) e depois de obter um intervalo de interesse, usou uma dessas saidas como o
valor inicial para obter uma série mais detalhada. Os novos resultados obtidos foram
totalmente diferentes da serie original, se bem que a discrepancia ocorreu em forma
gradual, conforme a simulagao avancava. Depois de descartar uma falha nos tubos
de vacuo, Lorentz concluiu que a discrepancia era devida ao truncamento dos digitos
significativos, e que o modelo era sensivel as condi¢des iniciais, ou seja, dois valores
iniciais arbitrariamente préximos evoluem para resultados completamente diferentes,
uma das principais caracteristicas observaveis em sistemas dinamicos (ALLIGOOD
et al., 1996).

2.1.2 Sistemas dinamicos

O cientista alemao Otto Rossler apresentou o seguinte conjunto de equagoes dife-
renciais ordindrias (ROSSLER, 1976):

T = —y—2z (2.1)
Yy = v—ay (2.2)
2 = b+ (r—c)z (2.3)

O sistema de equacoes 2.1-2.3 é um exemplo de sistema dinamico onde o estado do
sistema num tempo ¢ pode ser obtido de forma deterministica a partir de um estado
anterior, usando “regras” representadas pelas equacoes. Nessas equagoes o tempo
¢ uma variavel continua e implicita, e a evolucao temporal do sistema ¢é chamado
indistintamente de trajetdria, orbita, ou fluzo, sendo simbolizado por ¢;(x,), onde
¢ é uma funcdo do tempo e do valor inicial do problema. O ¢;(xg) vai indicar o
estado do sistema, ou seja, o valor de x num instante ¢, dado um x; inicial. O espaco

composto pelas varidaveis de estado é chamado espaco de fase.

O sistema 2.1-2.3 é um dos mais simples sistemas de equacoes diferenciais onde
atratores cadticos podem ser achados (ALLIGOOD et al., 1996), sendo composto
apenas por trés varidveis de estado (x, y, z), trés parametros (a, b, ¢), e com apenas
um termo nao linear (zz em 2.3). Por exemplo, paraa = b = 0.1, e ¢ = 14, existe um

atrator cadtico mostrado na Figura 2.2 usando quatro perspectivas distintas. Pela
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FIGURA 2.2 - Atrator caético obtidg)do sistema de Rossler (comumente chamado Atrator de Rossler),
ao escolher os parametros a = b = 0.1, ¢ = 14. O atrator é mostrado desde diferentes
perspectivas para facilitar a visualizac3o.

FONTE: Alligood et al. (1996)
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FIGURA 2.3 - Plano de Poincaré S definido em z(3) = cte no espaco de fase. A érbita C corta o
plano nos pontos A e B. O sistema é reduzido de um sistema continuo no tempo para
um sistema discreto no sentido de que, dado um ponto A, existe uma unica imagem
deste ponto no plano tal que S(A) = B.
FONTE: Alligood et al. (1996)

sua simplicidade este sistema foi escolhido como exemplo para descrever algumas

ferramentas bésicas usadas na andalise de sistémas cadticos.
2.1.3 Plano de Poincaré e pontos fixos

A anadlise de sistemas compostos por equacoes diferenciais com n varidveis de estado
pode ser simplificada definindo um plano (n — 1)-dimensional, ou se¢do de Poincaré,
que corte a trajetéria do sistema. A dinamica do sistema é refletida nos pontos de
interseccao entre a orbita e o plano, o que reduz a analise de uma trajetéria continua
para um conjunto discreto de pontos. Estes pontos sao comumente referidos como
pontos de Poincaré. Por exemplo, a Figura 2.3 mostra um esquema de uma trajetéria
C, e um plano definido em z3 = cte. Cada vez que a trajetéria C corta o plano em
direcao para abaixo, o ponto de corte é registrado; por exemplo o ponto A, e logo
o ponto B mostrados na figura. Em geral, o uso de uma secao de Poincaré reduz a
andlise de um sistema dinamico de n dimensoes continuo no tempo, para um sistema
discreto de n-1 dimensoes, onde cada ponto de Poincaré possui uma unica imagem

no plano de Poincaré (ver Fig. 2.3).

A Figura 2.4 mostra um ciclo limite, uma érbita convergindo assintoticamente para

o ciclo, e seus pontos de corte numa secao de Poincaré. Considerando apenas uma
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FIGURA 2.4 - Diagrama da convergéncia no espaco de fase de uma trajetdria para um ciclo limite,
e seus pontos de corte na secdo de Poincaré. A; representa o ponto de corte do ciclo
limite na secdo de Poincaré quando #(3) > 0, e A2 o ponto de corte quando #(3) < 0
FONTE: Ott (1993)

das direcoes de corte (por exemplo, quando a érbita corta de “baixo” para “acima”,
ou dito de outra maneira, quando (3) > 0), entao o ciclo limite é representado
nesse plano como um ponto que “atrai” outros pontos de Poincaré. Tais pontos sao
chamados atratores e sao um exemplo de pontos fixos, que sao pontos de equilibrio
2o cuja proxima interseccao entre a orbita e o plano de Poincaré P cai novamente

no mesmo ponto g, ou:

P(z0) = o (2.4)

Uma orbita é chamada periddica, ou de periodo-n, se ela cruza o plano no mesmo
ponto apés n cortes na segao. Uma orbita peridédica é chamada estdvel (SPO, pelas
siglas em inglés Stable Periodic Orbit) se ela atrai 6rbitas vizinhas (Fig. 2.5 (a)).
Existem érbitas periddicas que possuem pelo menos uma direcao que atrai e uma que
repele (dependendo do niimero de dimensoes do sistema ela pode ter mais diregoes
de atracao ou repulsdo). Tais érbitas periddicas sdo chamadas instdveis (UPO, do
ingles Unstable Periodic Orbit, e sao representadas por pontos de sela no plano de
Poincaré (Fig. 2.5 (b)). Uma érbita que repele outras érbitas em todas as diregoes
¢ um caso particular de UPO, onde o ponto de interseccao no plano de Poincaré é

chamado repulsor (Fig. 2.5 (c)).
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(@) (b) ()

FIGURA 2.5 - Estabilidade de pontos fixos no plano de Poincaré. (a) Atrator. (b) Ponto de sela, que
possui uma direcdo que atrai, e uma que repele. (c) Repulsor. As setas indicam a direcdo
de deslocamento de outros pontos no plano.

Seja o sistema de equacoes diferenciais nao lineares dado pela equacao

x = f(x),

onde x(t) é um vetor n-dimensional e f uma funcio vetorial n-dimensional de x. E
possivel determinar a estabilidade de um ponto fixo X no plano de Poincaré (ou seja,
se é atrator, repulsor ou ponto de sela) fazendo uma linearizagao de f no ponto X,
dada pela matriz Jacobiana de f (REMPEL, 2003):

A matriz Jacobiana do fluxo, denotada por ®, é a linearizacao aplicada ao fluxo ¢:

®7(X) = Dor(%),

onde T é o tempo que a trajetoria iniciada em X leva para completar um ciclo até
retornar a X. Os autovalores my, mso, ..., m,, da matriz Jacobiana de fluxo calculada
nesse ponto fixo vao determinar a estabilidade dele. Se todos os autovalores my, ...m,,
de uma orbita periddica sao reais e negativos, os pontos de Poincaré representam
nos atratores; se todos os autovalores sao reais e satisfazem my, ...m,, > 0, os pontos
de Poincaré sao repulsores; e se pelo menos um autovalor m; > 0 e um autovalor
m; < 0, os pontos representam pontos de sela, onde no limite linear tem-se uma

direcao de atracdo chamada wvariedade estdvel (geralmente denotada por W¥9), e
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FIGURA 2.6 - Evolugéc];do atrator"de Rossler onde a = b = 0.2, para diferentes valores de c. (a)
¢ = 2.5, ciclo limite. (b) ¢ = 3.5, ciclo de periodo 2. (c) ¢ = 4, ciclo de periodo 4. (d)
¢ =5, atrator caédtico.

FONTE: Strogatz (1994)

uma de repulsdo chamada variedade instdvel (geralmente denotada por WY).
2.1.4 Ordem e caos

Fixando os parametros ¢ = b = 0.2 e variando o valor de ¢ a trajetéria do sistema
2.1-2.3 pode apresentar diferentes comportamentos. Por exemplo, para ¢ = 2.5 a
trajetoria parte de uma condicao inicial, e converge para um ciclo limite, mostrado
na Fig. 2.6(a). Em ¢ = 3.5, o ciclo limite sofre uma duplicagdo de periodo (Fig.
2.6(b)), o que acontece novamente em ¢ = 4 (Fig. 2.6(c)). Em ¢ = 5 a periodicidade
da 6rbita tende ao infinito (Fig. 2.6(d)). O ciclo limite inicial transformou-se num
atrator caotico através de sucessivas duplicacoes de periodo, evolucao conhecida

como cascata de duplicacao de periodo.
2.1.4.1 Expoentes de Lyapunov

Os expoentes de Lyapunov sao uma média da taxa de separacao entre duas trajeto-
rias bem proximas entre si. Usualmente os expoentes de Lyapunov sao representados
pela letra grega A, e sao chamados assim porque a razao da separagao entre duas
érbitas é dada por exp(A) (ALLIGOOD et al., 1996). Entao, se o valor deste expo-
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FIGURA 2.7 - Evolucdo de uma esfera unitaria de condicdes iniciais para uma elipséide apds um tempo
t. O primeiro expoente de Lyapunov \; mede a taxa de separacdo das condicdes iniciais
na direcdo onde seja maxima, neste caso 7i. O segundo expoente \» mede a taxa de
separacdo na direcio onde seja mdxima e perpendicular a 7%, ou seja, 5. O terceiro
expoente mede a taxa na direcdo de ri.

FONTE: Alligood et al. (1996)

ente for positivo, a distancia entre as 6rbitas aumenta com o tempo (ou seja, elas se
afastam) e se for negativo, a distancia diminui (se aproximam). Existe um expoente

de Lyapunov por direcao ortonormal no espaco de fase, sendo a definicao dada por:

Ai:t£%%1n|mi(t>|’ i=1,..,n,
onde m;(t) representa os autovalores da Jacobiana de fluxo ®;(xg), e Xo uma condicao
inicial. Cada um destes expoentes representa a taxa de separacao das Orbitas ao
longo de cada direcdo ortonormal. O primeiro expoente mede a taxa de separagao
na dire¢ao onde a separac¢ao seja maxima (ou que a contragdo seja minima, no caso
dos ciclos limites atratores). O segundo expoente mede a taxa na direcao onde a
separacao seja a segunda maior, e perpendicular a primeira direcao, e assim por
diante (ver Figura 2.7). Um dos algoritmos mais conhecidos para a obtencdo destes
expoentes foi descrito por Wolf et al. (1985), que pode ser usado para caracterizar
caoticidade em séries temporais longas obtidas em simulacoes. No caso do atrator de
Rossler mostrado na Figura 2.2, os expoentes de Lyapunov sao A; = 0.072, Ay = 0,

e A3 = —13.79. Como um dos expoentes € positivo, o atrator deve ser caético.
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2.1.4.2 Atratores cadticos

Um ponto y é chamado ponto w-limite de uma condicao inicial x( se, para qualquer
vizinhanca U de y, a trajetéria de x; entra em U repetidamente quando ¢ — oo.
O conjunto de todos os pontos w-limite de xy, é chamado conjunto w-limite de xq
(PARKER; CHUA, 1989). Um ciclo limite é um exemplo de conjunto w-limite. Si-
milarmente, um conjunto a-limite é o conjunto de todos os pontos a-limite que sao
regularmente visitados quando ¢ — —oo, ou seja, considerando o tempo reverso
(PARKER; CHUA, 1989).

Uma 6rbita é cadtica se os seus pontos de Poincaré satisfazem as seguintes condicoes
(ALLIGOOD et al., 1996):

a) A seqiiéncia de pontos de Poincaré x;, Xa, ... ndo é assintéticamente perio-

dica, ou seja, nao apresenta periodicidade quando ¢ — oc.
b) Pelo menos um expoente de Lyapunov é positivo.

Considere-se um ponto x pertencente a uma o6rbita cadtica. Se x pertence ao seu
préprio conjunto w-limite w(x), entdao o conjunto é chamado de conjunto cadtico. Se
w(x) for atrator, entao o conjunto é chamado de atrator cadtico (ALLIGOOD et al.,
1996).

Um conjunto cadtico V' possui as seguintes propriedades:
e V contém uma Orbita caodtica.

e Os pontos periddicos formam um conjunto denso em V', ou seja, para cada
ponto periédico x, existe um ponto y € V arbitrariamente proximo a x

que também ¢ ponto periddico.
e V apresenta sensibilidade as condigbes iniciais (Fig. 2.8).

2.1.5 Diagramas de bifurcacao

Da Figura 2.6 foi possivel comprovar que a dinamica do sistema de Rdssler pode
mudar muito ao variar o parametro c. O diagrama de bifurca¢do é um diagrama que
resume os diferentes estados que o sistema pode apresentar ao variar um dos para-
metros (chamado pardmetro de controle) usando pequenos incrementos, em funcao
dos pontos na secao de Poincaré. O algoritmo para obter o diagrama de bifurcacao

¢ bastante simples:
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ox(t)

FIGURA 2.8 - Sensibilidade as condicdes iniciais. Duas condicdes iniciais separadas por uma distancia
arbitrariamente pequena dx(0) vdo estar separadas numa distancia dx(t) > dx(0), apds
um tempo t. A razdo da separacdo entre as duas drbitas vai ser dada por e*, onde X é
o expoente de Lyapunov.
FONTE: Fiedler-Ferrara e Prado (1994)

a) Escolher um valor para o pardmetro de controle.

b) Escolher valores iniciais para as varidveis de estado do sistema de equagcoes

diferenciais (ou seja, estabelecer as condicoes iniciais).

c¢) Integrar o sistema de equacoes diferenciais, a fim de obter diversos pontos
na secao de Poincaré da trajetoria. Ignorar os pontos iniciais transientes e
registrar os seguintes. A quantidade de pontos iniciais transientes a ignorar
depende da “rapidez” com que as trajetorias convergem da condicao inicial

ao atrator.

d) Incrementar o valor do parametro de controle, ajustar novamente as con-

di¢oes iniciais e repetir o passo c.

Por exemplo, a figura 2.9 mostra o diagrama de bifurcacao para o sistema de Rdossler
2.1-2.3, usando a variavel de estado z em funcao do parametro de controle ¢ no
intervalo [2, 20] com uma resolugao de 1500 pontos no eixo do parametro de controle
¢, e fixando @ = b = 0.1. O plano de Poincaré foi definido em z = 0.1. Para cada
valor de ¢ foram registrados 20 pontos de Poincaré, ignorando 3000 pontos prévios

correspondentes a pontos transientes.

Através do diagrama de bifurcacao é possivel apreciar as mudancas que sofre a
dinamica do sistema conforme aumenta o valor do parametro de controle de forma
relativamente continua. Da esquerda para a direita temos que o sistema evolui de
um ciclo limite para uma o6rbita estavel de periodo 2 através de uma bifurcacao
de duplicacao de periodo em ¢ ~ 5.4. Logo bifurca-se novamente numa orbita de

periodo 4 (¢ ~ 8), e assim por diante até atingir o estado de atrator caético (¢ ~ 9).
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FIGURA 2.9 - Diagrama de bifurcacdo do sistema de Réssler 2.1-2.3, usando = em funcdo do para-
metro de controle c.

Dentro do regime cadtico existem breves interrupc¢oes esporddicas onde a dinamica
volta a ser periddica; estas interrupcoes sao chamadas janelas periodicas. No caso
da Figura 2.9, é possivel apreciar uma destas janelas criada aproximadamente em
c=12.

2.2 Relagoes de dispersao lineares de ondas em plasmas

Num plasma nao magnetizado onde os elétrons e fons possuem distribuicoes de
velocidade perto do equilibrio térmico, é possivel achar trés tipos de ondas: ondas

de Langmuir, ion-acisticas e eletromagnéticas.

Nas proximas subsecoes vamos apresentar as relacoes de dispersao de cada uma
destas ondas no regime linear, ou seja, sem levar em conta efeitos e interacoes nao

lineares.
2.2.1 Ondas de Langmuir

Considere-se um plasma frio com seus elétrons e ions distribuidos uniformemente
no espaco. Devido a massa dos ions ser muito maior do que a dos elétrons, vamos
considerar também que os ions permanecem fixos nas suas posi¢oes no espaco. Se
“puxarmos” uma secao da distribuicao dos elétrons (Figura 2.10) haverd um ex-

cesso de cargas negativas numa regiao do plasma, o que cria um campo elétrico
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FIGURA 2.10 - Introducdo de uma perturbacdo unidimensional num plasma. Os elétrons sdo desloca-
dos numa pequena distancia x, criando um campo elétrico que vai atuar como forca
de restauracdo, fazendo os elétrons oscilarem ao redor do ponto de equilibrio.
FONTE: Bittencourt (1995)

interno em direcao a perturbacao introduzida. Se deixamos o sistema agir livre-
mente (ou seja, “soltamos” a se¢do) vamos observar que, devido as forcas coulombia-
nas, a perturbacao na densidade dos elétrons vai voltar a sua posicao de equilibrio.
Mas, a inércia dos elétrons vai provocar que eles se desloquem um pouco além das
suas posicoes de equilibrio, descrevendo um movimento oscilatério, com a freqiiéncia
Wpe = (ner/m860)1/2, conhecida como a fregiiéncia de plasma. Estas oscilacoes sao
conhecidas como oscilacoes eletronicas do plasma. Num plasma térmico, estas osci-
lacoes podem se propagar, dando lugar as ondas de Langmuir, que sao um dos tipos
mais basicos de ondas em plasmas, e que obedecem a seguinte relagao de dispersao
linear (CHEN, 1984):

3
wi = wge + §vt2hk% (2.5)

onde vy, representa a velocidade térmica dos elétrons.
2.2.2 Ondas ion-acusticas

Sao ondas eletrostaticas de baixa freqiiéncia onde elétrons e ions oscilam quase em

fase, e que correspondem a perturbacoes na densidade do plasma. A relacao de

43



Ondas
de Langmuir // Inclinacsio v 3V,/2

/
/
/
— ——— * ________________
/
// P //Inclinagéo G,
/ e
/ /- Ondas de plasma i6énicas
o —— e ==
Ve
Ondas ion-actisticas
| | | kA,
1 2 3

FIGURA 2.11 - Diagramas de dispersdo para ondas ion-acusticas e ondas de Langmuir. Para nimeros
de onda baixos, a onda ion-acdstica aproxima-se a reta de inclinacdo cg (comporta-
mento acustico), mas para nimeros de onda maiores, a curva aproxima-se asintdtica-
mente a reta w = w;.

FONTE: Nicholson (1983)

dispersao deste tipo de ondas é (NICHOLSON, 1983):

wi = cikz (2.6)

Onde cg = ('yme/mi)l/zvth representa a velocidade do som no meio, m, é a massa do
elétron, m; a massa do ion, v = 1+ 37;/T, representa a razdo dos calores especificos
do plasma, T, é a temperatura nao perturbada dos elétrons, e T} a temperatura dos
ions. Estes tipos de onda devem seu nome a similaridade da relacao de dispersao
com a relacao para as ondas de som propagando-se num gas. A Figura 2.11 mostra

os diagramas de dispersao das ondas Langmuir e ion-acusticas.
2.2.3 Ondas eletromagnéticas

Sao ondas de alta freqiiéncia que obedecem a relacao de dispersao:

wy = wi, + k7 (2.7)

Num plasma nao magnetizado e sem colisoes, estas ondas nao sofrem amortecimento,
porque a velocidade de fase v,, = w/k é sempre maior do que a velocidade da luz,

e entao nao é possivel que as ondas entrem em ressonancia com as particulas.
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FIGURA 2.12 - Diagramas de dispersido de ondas eletromagnéticas e ondas de Langmuir, num plasma
ndo magnetizado. A curva eletromagnética aproxima-se asintoticamente a reta com
inclinacdo c.
FONTE: Nicholson (1983)

A Figura 2.12 mostra os diagramas de dispersao de ondas Langmuir e eletromagné-

ticas.
2.3 Mecanismos de excitagao e amortecimento de ondas em plasmas

Um mecanismo de excitacao de ondas de Langmuir num plasma ¢é através de insta-
bilidades feize-plasma, que é um tipo de instabilidade comum na fisica dos plasmas
(NICHOLSON, 1983), que pode ser criada através de um feixe de particulas energé-
ticas injetado no plasma, ou induzindo uma corrente através do plasma de maneira
que as diferentes espécies possuam velocidades de deriva diferentes (CHEN, 1984).
A energia das particulas leva ao crescimento exponencial das ondas eletrostaticas ou

de Langmuir.
2.3.1 Relacao de dispersao para ondas eletrostaticas instaveis

Considere-se um plasma frio, uniforme e nao magnetizado, onde os ions sejam estaci-
ondrios e os elétrons com velocidade Vy, ou seja, o sistema de referéncia deslocando-

se com o feixe dos fons (CHEN, 1984). Sejam as ondas eletrostdticas do tipo:

E1 = flei(km_wt)fc (28)
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Considerando as seguintes variaveis linearizadas para a velocidade e densidade dos

ions e elétrons, e o campo elétrico:

V.=V , Vo=V +Vyi
g ="Ng+ N1y , Te="No+ Nie

E:Ela

onde os subindices 0 e 1 representam os termos sem perturbacao e perturbado respec-

tivamente. Inserindo estas variaveis nas equacoes de movimento, e de continuidade:

— + (Va : V)Va = QanaE

onde o = i, e (i: {ons, e: elétrons), e introduzindo os operadores harmonicos espaciais
e temporais 0; — —iw, V — ik, obtemos a seguinte relacao de dispersao para as

oscilagoes eletrostaticas:

5 [me/m; N 1
pe w? (w — kvg)?

(2.9)

l=w

Ao multiplicar 2.9 por w?(w — kvg)? obtém-se uma equacao de quarta ordem em

termos de w. Considere-se a representacao das solucoes na forma complexa:

wj = wf +iv; (2.10)

Se a parte imagindria é nula (Im(w;) = 0), entao as raizes simplesmente representam

cada uma das possiveis oscilacoes, ao substituir 2.10 em 2.8:

E = fei(km—w;-%t)}'\(
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FIGURA 2.13 - Funcdo de distribuicio Maxwelliana das velocidades das particulas, num plasma n3o
magnetizado. A regido hachurada indica as particulas em ressondncia com uma onda
com velocidade de fase vp,. O nimero de particulas com velocidade menor que vy
€ maior do que o nimero de particulas com velocidade maior, logo a onda cede mais
energia as particulas do que ganha delas, sofrendo o amortecimento conhecido como
amortecimento de Landau
FONTE: Tsurutani e Lakhina (1997)

Se Im(w;) # 0, as rafzes existirdo na forma de pares conjugados, e ao substituir 2.10

em 2.8 obtém-se:

E = gei(km—wft)e'yjti

Se v; < 0 (ou seja, Im(w;) < 0) obtém-se ondas exponencialmente amortecidas,
mas se v; > 0 (Im(w;) > 0) entdao as ondas crescem de forma exponencial. Nesta
situagao, diz-se que a onda (ou modo) é instavel. Ao levar em conta a velocidade

térmica dos elétrons, teremos que estas ondas podem-se propagar no plasma.

Em plasmas de laboratoério, instabilidades deste tipo podem ser usadas para aquecer
um plasma, ou para gerar microondas em dispositivos klystron (CHEN, 1984) usados
em comunicagoes. No espaco interplanetdrio, as explosoes solares associadas com
eventos de tipo I1I contém elétrons energéticos que sao injetados no plasma da coroa,
excitando ondas de Langmuir através de instabilidades feixe-plasma (KELLOGG et
al., 1992). A interacao entre o vento solar e a frente de choque em magnetosferas
planetarias, também pode criar feixes de elétrons que excitam ondas de Langmuir
(GUEDE, 1995).
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Existem dois mecanismos principais para o amortecimento de ondas em plasmas:
o amortecimento de Landau, e o amortecimento ciclotronico. O amortecimento de
Landau ocorre devido ao intercambio de energia entre as ondas com velocidade de
fase vy, e as particulas com velocidade aproximadamente igual a v, ou seja, que
estdo em ressonancia com a onda. As particulas com velocidade um pouco menor
a velocidade de fase v, serao aceleradas pelo campo elétrico da onda, ganhando
energia da onda, enquanto as particulas com velocidade um pouco maior a v, serao
desaceleradas pelo campo elétrico, ou seja, cedem energia a onda. Num plasma nao
colisional com funcao de distribuicao das velocidades das particulas Maxwelliana,
observa-se que o numero de particulas com velocidade vévph ¢ maior do que o
nimero de particulas com vzzvph (Fig. 2.13), ou seja, ha mais particulas ganhando

energia da onda do que cedendo a onda, o que produz o amortecimento da onda.

No amortecimento ciclotronico a troca de energia ocorre devido a forma em que a
particula “percebe” a polarizacao da onda no referencial da particula. Considere uma
onda com vetor k = k,X + k,Z, onde k, > 0, na presenca de um campo magnético
ambiente By = Byz. O campo elétrico da onda E | pode ser decomposto em compo-
nentes circularmente polarizados a esquerda e direita, como mostra a Figura 2.14.
No caso da polarizagio a esquerda (Fig. 2.14(a)), um elétron estacionério (ou seja,
que nao esteja se deslocando ao longo do eixo z) vai “perceber” o campo elétrico
na seqiiéncia C-B-A, ja que a onda se propaga na direcao z, e a particula nao vai
entrar em ressonancia porque o elétron gira no sentido da mao direita com relagao
ao campo magnético By. Mas, no caso de um elétron com velocidade maior do que
a onda na direcao z, a seqiiéncia do vetor E| percebida no referencial da particula
vai ser A-B-C, ou seja, vai perceber a onda como sendo circularmente polarizada a
direita, e entao vai sofrer uma aceleracdo (ou seja, vai receber energia da onda) se a
velocidade da particula satisfaz w — k,v, = —€2.. A componente circularmente pola-
rizada a direita, por sua vez, vai perder energia devido as particulas com velocidade
menor a da onda, os quais vao entrar em ressonancia ao perceber a onda na seqiién-
cia C-B-A, e serdao aceleradas se a velocidade da particula satisfaz w — k,v, = €.
Finalmente, uma onda pode ser amortecida devido as particulas que deslocam-se
em qualquer das duas dire¢oes (no referencial da onda), ou seja, a existéncia de

particulas ressonantes produz o amortecimento ciclotrénico da onda (CHEN, 1984).

Estes dois mecanismos de amortecimento de ondas sao semelhantes no sentido de que

envolvem interacoes onda-particula. A principal diferenca entre elas é que no amorte-
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FIGURA 2.14 - Decomposicdo do campo elétrico de uma onda propagando-se com vetor k = k, X +
k.Z, em componentes circularmente polarizadas (a) a esquerda, e (b) a direita.
FONTE: Chen (1984)

cimento ciclotronico o campo elétrico acelera as particulas em direcao perpendicular
a velocidade da particula, enquanto no amortecimento de Landau a velocidade e a
aceleracao da particula sao paralelas. A ressonancia ciclotronica nao ¢é afetada pela

captura de particulas como no caso do amortecimento de Landau.
2.4 Conceitos de interagao onda-onda

A dinamica das ondas de Langmuir, ion-acustica e eletromagnética sao descritas
pelas equagoes generalizadas de Zakharov (ZAKHAROV, 1984):

(U2

(0F + vedy + &V x (VX) = 305, V(V) + wl ) E = npenE (2.11)
0
(02 + 1,0, — V3VHn = ;LVQ (B?)  (2.12)

onde E representa o campo elétrico da onda que oscila aproximadamente na freqiién-
cia do plasma (alta freqiiéncia), n a perturbagao na densidade, v, a freqiiéncia de
amortecimento da onda de Langmuir, v; o coeficiente de amortecimento da onda
ion-acustica, ¢ a velocidade da luz, 7. a razao dos calores especificos dos elétrons,
vy, a velocidade térmica dos elétrons, ng a densidade dos ions nao perturbada, v, a

velocidade ion-acustica, e m; a massa do fon. No caso eletrostatico, as equacoes 2.11
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e 2.12 podem ser simplificadas a seguinte forma:

w?

(07 + vy — vevp, V2 + Wy ) E = ——FnE (2.13)
o
(02 + 1,0, — V3Vn = ;:Liv? (E?) (2.14)

onde a equagao 2.13 descreve a evolugao linear do envoltério de uma onda de Lang-
muir a esquerda da equacao, enquanto a direita tem-se o efeito de uma corrente
nao linear, e a equacao 2.14 descreve a evolucao linear de uma onda ion-acistica
na esquerda, e a direita tem-se o efeito nao linear da forca ponderomotiva devida a
onda Langmuir (GIBSON et al., 1995).

Uma onda de amplitude finita, propagando-se num plasma, vai causar uma modula-
¢ao dos parametros que caracterizam os modos naturais do plasma. Se a amplitude
desta onda cresce e excede um certo valor limiar, estes modos comecam a crescer
também a partir do nivel do ruido, ja que a dissipacao delas é compensada pela
amplitude da onda indutora. A excitacao destes modos naturais, e o crescimento
das suas amplitudes através da absorcao de energia e momentum da onda indutora
¢ chamada instabilidade paramétrica, onde o “parametro” refere-se a amplitude da
onda indutora (NICHOLSON, 1983).

O exemplo mais simples de instabilidade paramétrica de trés ondas é de decaimento,
quando a onda indutora decai em dois modos naturais do plasma. A instabilidade
paramétrica é ressonante (ou seja, a transferéncia de energia vai ser maxima) se as
seguintes relacoes entre os vetores de onda e entre as freqiiéncias da onda indutora

e os modos naturais induzidos sdo satisfeitos:

Wy = Wq “+ woy k() == k1 + kg (215)

Onde o subindice 0 representa a onda indutora, e os subindices 1 e 2 os modos natu-
rais ou ondas induzidas. As relacoes 2.15 sao chamadas condigoes de acoplamento,
e requerem que no espaco (w, k) a adigdo vetorial entre os modos (wy, ko), (w1, k1) €
(wo, ko) seja satisfeita. Além disso, cada modo deve satisfazer a relagao de dispersao

correspondente a natureza da onda (por exemplo, a relacdo de dispersao das ondas
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FIGURA 2.15 - Diagrama de acoplamento de fase do processo L — L'+S. O vetor (w1, k1) representa
a onda indutora de Langmuir, o vetor (ws, ks) a onda ion-acustica e o vetor (w3, k3)
a onda induzida de Langmuir.
FONTE: Guede (1995)

de Langmuir, ion-acisticas, eletromagnética, etc.).

Um dos tipos de decaimento mais conhecidos é o processo de decaimento eletrostatico
de Langmuir L — L' 4+ S, onde uma onda Langmuir de grande amplitude decai
para uma outra onda de Langmuir contrapropagante L' e uma onda ion-actstica
S propagando na direcao da onda indutora de Langmuir L. A Figura 2.15 mostra
o diagrama de acoplamento de fase (também conhecido como diagrama de Peierls
(1955)) onde os vetores no espaco (w, k) satisfazem as condigbes de acoplamento

para cada modo presente no plasma.
2.4.1 Teoria linear

A teoria linear representa uma primeira aproximacao no estudo de interacoes onda-
onda no estagio inicial da instabilidade, onda a amplitude da onda indutora ainda
¢ bem maior do que as amplitudes das ondas induzidas, e supoe-se que a amplitude
do envoltério da onda indutora é constante. Neste cenario, a taxa de crescimento da
instabilidade ¢ (CHIAN; ABALDE, 1995):

= (%) Pl (2.16)

Walpe 27

onde o subindice 0 representa a onda indutora de Langmuir, 1 a onda induzida
de Langmuir, e o subindice 2 representa a onda ion-acistica, & é a amplitude do

envoltério da onda indutora, e os coeficientes de acoplamento sdo coy = eks/2m,
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e o1 = (me/m;)coe. Desta taxa é possivel calcular a condi¢ao limiar da amplitude
da onda, acima do qual comeca a instabilidade; na secao 2.5.3 é apresentado um

exemplo de valor limiar para o processo nao linear L = W + A.

Considerando as ondas como sendo do tipo monocromaticas, planas e propagantes,

os campos elétricos podem ser representados pela forma modulacional:

1
Bo = () explifke T —wal)] +ec,  a=012 (217

onde &, representa o envoltério (complexo) de cada uma das ondas variando lenta-
mente no tempo, satisfazendo [02€,| < [ka0r&a| € [07€a] < |wa0ilal, € ko - T — Wil
representa a fase que varia rapidamente no tempo. A equacdo 2.17 é uma gene-
ralizacao da forma 2.8 usada para a obtencao da relacdo de dispersao de ondas

eletrostaticas geradas pela instabilidade feixe-plasma.

Na teoria linear, supoe-se a amplitude da onda indutora constante (9,{y = 0) e bem
maior do que a amplitude das ondas induzidas (|&| > |&], |€2]). Chian e Abalde
(1995) acharam o seguinte sistema de equagOes complexas acopladas para o decai-

mento paramétrico eletrostatico:

B, +1))e = — <—2€°2 ) 0L exp(—iAt) (2.18)
Wi

0, + )& = — <—2€‘” ) ot exp(—iAt), (2.19)
Wy

onde v, = V,wo/0,Ds (o = 1,2), sendo v, é a taxa de amortecimento da onda, com

— 42 2
D071 — WOJ - wp

de freqiiéncias A = wy — Wi — ws.

o — VeV kg +iviwo, Dy = wi — cgk3 + ivaw;, e o desacoplamento

2.4.2 Teoria nao linear

Uma vez que os modos induzidos atingem amplitudes comparaveis as amplitudes da
onda indutora, faz-se necessario levar em conta o efeito de esgotamento da indutora,
ou seja, a amplitude do envelope deixa de ser constante. Esta situacao posterior ao

inicio da instabilidade é coberta pela teoria nao linear.
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O conjunto de equacoes nao lineares acopladas que caracterizam o processo de de-
caimento eletrostatico L = L'+ S podem ser obtidas das equacoes eletrostaticas de
Zakharov 2.13 e 2.14 (ZAKHAROV, 1972; CHIAN; ABALDE, 1995):

W
(8] — 190t — Y, V2 + wpe) By = — nf’e nE, (2.20)
0
2
09
(0] — 110t — Y,V + wype) By = — npe nEq (2.21)
0
(02 — dt — EVHn = ijl‘vz (Eo - E;) (2.22)

onde Ey representa o campo elétrico da onda de Langmuir indutora, E; o campo
elétrico da onda de Langmuir induzida, e n a perturbacao na densidade ionica. Os

brackets representam a média na escala de tempo rapida.

Usando a representacao do pacote de onda 2.17 podemos reescrever 2.20-2.22 enfo-

cando a dinamica temporal:

(8t + l/(l))f() = — <2C£> flfg exp(z’At) (223)
Wo

0, +v)& = — (—2602 ) £o€s exp(—iAt) (2.24)
W1

O = — (52 ) e ew(-id (2.25)
w2

Onde os coeficientes de acoplamento cos = ¢15 = eks/2m,. Este sistema envolve a

teoria linear j& que reduz-se as equagoes 2.18 e 2.19 se 9;&y = 0 e [&] > &1, |&2]-

Para facilitar a andlise numérica, pode-se introduzir a representacao polar &, =
ﬁaFi/Q exp(igy), onde F,, e ¢, sdo varidaveis reais, e 5, sdo constantes de normaliza-
¢ao complexas. Assim, é possivel obter o seguinte conjunto de equagoes diferenciais
ordindrias (CHIAN; ABALDE, 1995):
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F() = 2(F0F1F2)1/2 COS( ) — 1/0 (226)
Fl = —2(FOF1F2) 1/2 CcO ¢) - Vl (227)
FQ == —2(F0F1F2)1/2 CO - V2 (228)

)
FyF, 1/2 . FoF 1/2 R F, 1/2
Fy F Fo

Onde o subindice 0 representa a onda de Langmuir indutora, o subindice 1 a onda de

5(
5(¢

sin(¢) +6  (2.29)

Langmuir induzida, e o subindice 2 a onda ion-acustica, ¢ = ¢g—d1 — @2, 6 = A/wpe,

vl = v, Jwpe. O ponto representa a diferenciagdo com rela¢do a wyt.

Em resumo, na teoria linear considerou-se a amplitude da onda indutora constante,
e das ondas induzidas linearmente amortecidas. Na teoria nao linear, a amplitude da
onda indutora deixou de ser constante, obtendo-se mais uma equacao descrevendo
a evolucao espaco-temporal desta amplitude. Se considerarmos essa onda indutora
linearmente instavel (ou seja, vy > 0) e o resto das ondas linearmente amortecidas
(112 < 0), entdo dependendo dos parametros do sistema a andlise numérica pode
chegar a ser extremadamente complexa e o comportamento do sistema imprevisivel,
sendo a aplicacao da Teoria de Caos uma ferramenta 1til para o estudo destas

interagoes.
2.5 Exemplos de interagoes onda-onda

Além do decaimento eletrostatico L — L' + S, tem-se outras possibilidades depen-

dendo dos parametros do plasma ambiental.
2.5.1 Processo de trés ondas L = W + K AW na coroa solar

Voitenko et al. (2003) estudaram a instabilidade paramétrica do processo L —
W + K AW na coroa solar, onde W representa uma onda eletromagnética em modo
whistler, e K AW uma onda de Alfvén cinética, ou seja, uma onda de Alfvén com ni-
meros de onda perpendiculares altos, usando a teoria linear. Este tipo de decaimento
pode acontecer em regioes da coroa onde a freqiiéncia ciclotronica dos elétrons €2,
¢ maior do que a freqiiéncia eletronica do plasma wy,, ou Qe/wperzl. Estas regioes
sao observadas na forma de filamentos magnéticos de baixa densidade conectadas

magneticamente com regioes frias da base coronal, com uma largura de 1 km na
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base, e estendendo-se radialmente saindo da coroa (WOO, 1996).

Considerando uma onda de Langmuir obliqua, onde a amplitude do campo elétrico

¢ dada por:

E; = (Er.X + Er.2) exp|—i(wrt — krex — kr,2)] + c.c.; kr, >0 (2.30)

propagando-se num plasma magnetizado homogeneamente (By = Byz). Sejam as
escalas de nao-homogeneidades do plasma bem maiores do que os comprimentos das

ondas estudadas, e os vetores de onda:

k; = [k‘Lx; 0; /sz]
ky = [0; 0; /sz]
kA — [kAa:; 0; kAzL kAx > kAz

para as ondas de Langmuir (L), whistler (W) e Alfvén cinética (A) respectivamente,

e suas freqiiéncias wy,, wy e wy. As condicoes de ressonancia sao:

wrp = ww +wa (2.31)
ke = ks (2.32)

Escolhendo k7, > 0 obtemos as seguintes duas possibilidades para a onda de Alfvén:
k4, > 0, ou seja, a onda de Alfvén se propaga em forma paralela ao campo magnético
(ou seja, se afastando do Sol), ou k4, < 0, onde a propagacao da onda é antiparalela
ao campo magnético. A Figura 2.16 mostra um exemplo de vetores de onda que
satisfazem as condicoes de ressonancia 2.32-2.33. Note-se que ky, > 0, ja que |ka,| <
kr..

Voitenko et al. (2003) acharam a seguinte expressao para a relagao de dispersao nao
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FIGURA 2.16 - Exemplo de cinemdtica dos vetores de onda kj,, ky, e k4 para o processo L —
W + KAW

linear de segunda ordem das ondas de Alfvén cinéticas:

DaEy = Ny, (2.34)

onde F 4, é a componente x do campo elétrico da onda de Alfvén. D, representa a

dispersao linear:

Dy =wi — k4 v K2 (2.35)

e N4 é a seguinte expressao nao linear:

1 e k xr L ]‘ ek x L
NA kiz 124 +Mp —1 4 _C,Ué e B n_e éx
1+Xe € kAz o Xe kAz U]
2
Me V4 1 Q. 1 ks,
——=(1 )= | Feox F,, |- - F,, ¢, 2.36
P )7 (P iy ) - 1 (230

onde p, = k3,02 e ps = 1o /T, sa0 as varidveis de dispersao, p, é o raio de giro dos

prétons, n” é a perturbagao da densidade dos elétrons devido & onda de Langmuir,

e vE vl sdo as componentes da perturbagio da velocidade dos elétrons devido &

onda de Langmuir.
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Em 2.35 K representa a funcao de dispersao para a onda de Alfvén cinética:

WA 1 +MT
=K =,/ 2.37
kAzUA 1 +Xe ( )

e Ur = Uy + s, Xe = k4,02 sdo varidveis dispersivas da onda.

No caso da onda eletromagnética em modo whistler, a relacao de dispersao é:

Dw Ews = Ny, (2.38)

onde Ey, representa a componente x do campo elétrico da onda whistler. O termo

dispersivo é:

_ 2 212 2  Ww
DW =Wy —C sz - wpem
e o termo nao linear é:
1, Q. . )
Ny = 20 e 1+ - (iFwy — Fwa) + 2rewwnw (Vivy + iVivy), (2.39)
w

onde ny representa a perturbacao na densidade devido a onda whistler, e Viy,,
Vivy sao as componentes das perturbagoes da velocidade dos elétrons devido a onda
whistler. Em 2.39, na expressao a direita da igualdade, o primeiro termo da soma

representa o campo elétrico nao linear e o segundo a acao de uma corrente nao linear.

De 2.34 e 2.38 obtém-se a seguinte expressao para a relacao de dispersao nao linear

para a instabilidade de decaimento paramétrico L — W + K AW:

DwD} = NwNj|or |, (2.40)

onde o simbolo * representa o conjugado complexo. Levando em conta a dissipagao

na freqiiéncia das ondas, waw = waw + ¢ynr obtém-se uma expressao para a taxa
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0.04 -

0.02}

FIGURA 2.17 - Taxa de crescimento n3o linear yxz, em funcdo do comprimento de onda normalizado
Z = kp,Ap para o decaimento L — W + K AW na coroa solar, para os valores
da razdo entre a freqiiéncia ciclotronica dos elétrons e a freqiiéncia do plasma b =
Qe /wpe = 1.04 (linha sdlida), b = 1.1 (linha tracejada) e b = 1.4 (linha pontilhada).
A velocidade térmica dos elétrons V. /c = 1/70.

FONTE: Voitenko et al. (2003)

de crescimento nao linear:

. b= R Rl
INL 2w40:(22(z — b)2 +b)’

(2.41)

onde ¢y, representa o potencial eletromagnético devido a onda Langmuir, e b =
Qe /wpe. A Figura 2.17 mostra a taxa de crescimento ndo linear em termos do nimero
de onda normalizado Z = k;,\p paralelo ao campo magnético By, para diferentes

valores de b.

Finalmente, a condicao de ressonancia em termos dos parametros das ondas em

interacao é:

2
Qr, VA

1 v 2
(Z—Z/A)Z—l——<Z—SA T;{VA> (z—=va—b)—b=0, (2.42)
onde %, = v3,/¢*, va = wa/wWpe, Sa4 = ka,/|ka.| indica a direcdo de propagacao
da onda cinética de Alfvén: s4, = 1 se a onda é propagante (ou seja, na direcao do
campo magnético ambiente) e s4 = —1 se a onda é contrapropagante (antiparalela

ao campo magnético).
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Ao expandir a equacdo 2.41, Voitenko et al. (2003) notaram que a instabilidade da
onda de Langmuir indutora depende da direcao de propagacao da onda de Alfvén
cinética. Se a onda for propagante (s4 = 1) a instabilidade é muito fraca, enquanto
para o caso antipropagante (s4 = —1) a instabilidade é maior. Logo, as perturbagoes
na densidade produzidas pelas ondas de Alfvén cinéticas que se propagam na diregao

do Sol serao melhor observadas.
2.5.2 Processo de trés ondas L = [+ W no vento solar

Chian e Abalde (1999) mostraram que o processo de decaimento nao linear L =
[l + W, onde L representa uma onda de Langmuir, /| uma onda eletromagnética
polarizada circularmente a esquerda e W uma onda whistler, é possivel em regioes
do espago interplanetdrio onde {2, < wy, ou seja, a onda whistler é uma onda de
baixa freqiiéncia quando comparada com a freqiiéncia da onda de Langmuir indutora,

e a freqiiéncia da onda eletromagnética [.

Sejam os campos elétricos das ondas da forma dada na equacgao 2.17, propagando-se
ao longo do campo magnético ambiente By = Byz. Na auséncia de acoplamento
(teoria linear), a fase de variagao rapida kqz — wat, o = L, 1, W satisfaz as seguintes

relacoes de dispersao:

wi = 3upki +wl, (2.43)
w2 wy
wp o= Ak wliﬁe (2.44)
2
2 2.2 Wpeldw
= k —_— 2.45
Wiy Ry + o — (2.45)

As condigoes de acoplamento de fase, necessarias para a interagao ressonante sao:
Wy, & W +ww kL = kl + kW (246)

onde um pequeno desacoplamento da freqiiéncia é permitido, embora um acopla-

mento perfeito dos vetores de onda é suposto. Além das condigoes 2.46, o tripleto

deve satisfazer a conservacao de helicidade da onda. Como a onda Langmuir é eletros-

tatica (ou seja, sem polariza¢ao) a polarizagao da onda eletromagnética a esquerda é
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FIGURA 2.18 - Diagrama de acoplamento de fase para o processo L = [ + W.
FONTE: Chian e Abalde (1999)

cancelada pela onda whistler, que possui polarizacao circular a direita. A Figura 2.18

apresenta um exemplo de diagrama de acoplamento que satisfaz as condigoes 2.46.

Na teoria linear, supondo a amplitude da onda indutora constante e maior do que
a amplitude das ondas induzidas, pode-se obter a seguinte relacao de dispersao nao

linear:

DD}, = Ejcpwey, (2.47)

e a taxa de crescimento da instabilidade:

@6%]‘“

I'= Evo(CLWCzl)l/2 |:an aww

(2.48)

A diferencga deste processo em relagdo ao estudado por Voitenko et al. (2003) é
que Chian e Abalde (1999) consideraram a onda indutora de Langmuir como sendo
varidvel no tempo (0;&r, # 0), ou seja, existe uma transferéncia de energia entre a
onda indutora e as ondas induzidas. Considere-se duas escalas de tempo, uma escala
de alta freqiiéncia, onde os campos elétricos oscilam perto da freqiiéncia de plasma
Wpe, € uma escala lenta onde E, (v = L,[, W) oscilam em freqiiéncias menores que

a freqiiéncia ciclotronica dos elétrons {2.. Assim, o seguinte sistema de equagoes de
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onda nao lineares acopladas foi obtido a partir das equagoes MHD:

DLEL = —ichEleﬁ (249)
DlEl == Z.CLWELET/V (250)
DWEW = Z-CLZELEik, (251)

, onde os operadores de dispersao sao:

Dy = —wi+ w;e + 3vl k? — ivpwr (2.52)
w2 wy
D, = —w+clk4+ 2 — W 2.53
l i Ct o, e (2.53)
w2 wWw
D = -+ + 2w 2.54
% W wt g, T wew (2.54)

os coeficientes de acoplamento sao:

—ew; ko Ew(ww — Q)
pe l WAwWw e
c = e 2.95
W 2me(ww — Q) {wr wwlw + Qe) (2:55)
wy
Crw = w—QClW (256)
L
2
w
Cry = —VQVCZW (257)
L

e as freqiiencias de amortecimento das ondas sao:
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vy

Y

Vw

P Ve (2.58)
wi
Z/ewge
(FENTAL .
2
Ve,
o — ) (2.60)

onde v, ¢ a freqiiéncia de amortecimento dos elétrons. Introduzindo a representagao

modulacional 2.17 e os operadores temporal e espacial V — ik e 0; — —iw obtém-se

as seguintes expressoes:

C .
(8t + ngaz + l/lL)fL —ﬁ&é—w GXp(ZAt) (261)
c .
(0 + vy, + V))& WV/V&W&GV exp(—iAt) (2.62)
c .
(at + Ugwaz + VI’/V)é—W m&;&* exp(—zAt) (263)
onde vy, = Ow,/Ok, representa a velocidade de grupo, v, = —vawa/0,,Da, 0
desacoplamento das freqiiéncias A = wyp — w; — wyy, €
oDy,
DL = e + B (2.64)
8Dl WpeSle
e TS [ . 2.65
3wl wp 2(wpe + Qe)g ( )
O0Dw

Finalmente, Chian e Abalde (1999) reescrevem as equagoes 2.61-2.63 em termos das

variaveis reais F,, e ¢, adotando a representacao polar:

€o = BaFu? exp(ids)

(2.67)
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FIGURA 2.19 - Simulacdes numéricas da interacdo n3o linear de trés ondas L = [+ W. A linha sélida
representa a onda de Langmuir L, a linha tracejada a onda eletromagnética [, e a

linha pontilhada a onda whistler W. Todas as ondas s3o linearmente amortecidas.
FONTE: Chian e Abalde (1999)

onde 3, (a = L,l,r) sdo parametros de normalizacao. Inserindo 2.67 em 2.61-2.63

obtém-se:
F, = 2F,FEFy)Y?cos(¢) — Vi Fy (2.68)
Fy = —2(F FFw)Y?cos(¢) — v'F} (2.69)
Fw = —2(FLFFw)"?cos(¢) — viy Fiw (2.70)
1/2 1/2
¢ = <FWFZ) + ZE;) (FL}?W) ]sin(¢)+6, (2.71)

onde o ponto indica diferenciacao com relacao a varidavel T = k(z — vt), v e k sdo a
velocidade e o vetor de onda, respectivamente, ¢ = ¢, —¢—ow, vi = v, /[k(vga—0)],
e d = A/[k(vgw — v)]. A conversdo do sistema de equagoes de varidveis complexas
para reais facilita estudos analiticos e numéricos. A Figura 2.19 mostra um exemplo
de simulacoes numéricas usando o conjunto de equacgoes 2.68-2.71, com vy = 0.01,
v = vy = 0.05, F,(0) = 0.1, Fiy(0) = 0.01, e 6 = 1. Nesta simulagao é possivel
apreciar a transferéncia de energia entre as ondas devido a interacao nao linear de
trés ondas. A escolha de freqiiéncias de amortecimento positivas indica que as ondas

sao linearmente amortecidas, o que fisicamente pode representar o amortecimento
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de Landau (no caso de ondas eletrostaticas), ou amortecimento ciclotronico, no caso
de ondas eletromagnéticas (CHIAN et al., 2000).

2.5.3 Processo de trés ondas L. = W + A na magnetosfera terrestre

A 1ltima possibilidade de processo de trés ondas a ser tratada nesta secdo ocorre
quando uma onda de Langmuir (L) acopla-se com uma onda de Alfvén (A), emitindo
ondas eletromagnéticas no modo whistler (1#), num evento conhecido como evento
LAW (CHIAN et al., 1994; LOPES; CHIAN, 1996). Para que as ondas entrem em
ressonancia, elas devem cumprir as seguintes condi¢oes de acoplamento (CHIAN et
al., 2000):

wr, & ww + wy, k;, =kw +kyu (2.72)

onde um pequeno desacoplamento na freqiiéncia é permitido. Além disso, as ondas
devem satisfazer a conservacao de helicidade em L = W+ A. Como a onda Langmuir
¢ eletrostatica, e a onda whistler possui polarizagao circular a direita, para satisfazer
a conservacao de helicidade a onda de Alfvén deve possuir polarizacao circular a

esquerda (ou seja, a onda estd no modo Alfvén Shear).

Normalmente, se a propagacao das ondas é paralela, o modo whistler estd limitado ao
intervalo de freqiiéncias menores que a freqiiéncia ciclotronica dos elétrons (wy <
2.). Como as ondas de Langmuir oscilam ao redor da freqiiéncia do plasma wy,
(wr, ~ wpe), 0s eventos LAW s6 podem acontecer dentro das regides aurorais onde a
densidade do plasma ¢ baixa o suficiente para satisfazer wy,, < ), assim, wy ~ wpe
(CHIAN; ABALDE, 1995). Diferentemente do que ocorre no processo L = | + W,
a onda whistler atua como uma onda de alta freqiiéncia, sendo a onda Alfvén uma
onda de baixa freqiiéncia (quando comparada com a freqiiéncia da onda indutora),

ja que wy < €.

Na teoria linear, considera-se que a amplitude da onda indutora é constante e maior
do que as amplitudes das ondas induzidas. A seguinte relacao de dispersao nao linear
corresponde ao processo L — W + A (CHIAN, 1995):

DDy = ciacow|ELl, (2.73)
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onde os operadores de dispersao sao:

2

W W
Dw = —uw? +k + 2w (2.74)
Www — Qe
DA = —wi + Cik% - iVAwA, (275)
e os coeficientes de acoplamento sao:
w2
cLa = (—f) Cw A (2.76)
wr,
2 2
waCa
_ 2.77
CLw (w%CQ > Cw A ( )
—ew) ka k -
s = be {_A M} (2.78)
2me(ww — Qe) wa  ww(wa + Q)
A taxa de crescimento no regime linear é:
—1/2
LAY EACTA N R / (2.79)
2 cakwy, 2w, (wr, — Qe)? ’ ’

e a condicao limiar para a amplitude da onda indutora, acima da qual o processo
L — W + A ocorre:

|EL|2 _ 41/WVACAI€LUL

SLeope ] (2.80)

1
CLACLW [ 2wy, (wr, — £2¢)?

Na teoria nao linear, e seguindo uma derivagao similar a usada na secao 2.5.2, as

equagoes que governam os eventos LAW sao:
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DLEL = —iCWAEwEAZ
DWEW = Z.CLAELEZ
DAEA = éCLWELE*W;

onde o operador de dispersao da onda indutora é:

2 2 2.2 _
Dy = —wi + w,, + v ki — tvpwr,

e as taxas de crescimento/amortecimento das ondas sao:

vy, = w—p;I/e
L
vy = erl/e
<WW_Qe)2
wf)eczlye wzicil/i

Alwa+ Q)2 Alwa — Q)%

(2.81)
(2.82)
(2.83)

(2.84)

(2.85)
(2.86)

(2.87)

onde cq = By/(1opo)'/? é a velocidade de Alfvén, v, é a freqiiéncia de amortecimento

dos elétrons, v; é a freqiiéncia de amortecimento dos ions, e v é a razao dos calores

especificos. Usando a representacao 2.17, e os operadores temporal e espacial 0, —

1k, 0y — —iw, as seguintes equagoes sao obtidas:

Cwa

"VE, = —— A 2.
(O +vg1.0, +v1)Eg 20D, Jdwr Ewéaexp(1Al) (2.88)
' N _
(O +vgw 0. + vy ) Ew = 20Dy [Dion £r&) exp(—iAt) (2.89)
’ _ CLw * .
(O0r + vgu0, + V) E4 = 50D, /0o EL&y exp(—iAt), (2.90)
onde vy, € a velocidade de grupo da onda, V), = —Vawa/0waDa, 0 desacoplamento

de freqiiéncia A = wy, — wy — Wy, €
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oDy,

S = gt k) (291)
aDVV w}%e

v - 2.92
awW Qe ( ) )
0D 4

— = —2capk 2.93
8wA calia ( )

O sistema de equacoes 2.88-2.90 pode ser reescrito na forma normalizada:

AL = VZAL + AwAA (294)
Ay = A+ VAL — ALAY, (2.96)
onde:
[ CLwWCLA 12
A, = 2.97
L | 4k2(vg 1 — 0) (Ugw — v) (8D /0w 4) (DD /&uw)} & (297)
- 1/2
CwACLW
A — 2.98
W 4k (v, — 0)(vga — 0)(0DL/0wy,) (8D 4 /awA)] &w (2.98)
- 1/2
CWwACLA
Ay = . (2.99
A | 4k2(vg — v) (vgw — v)(0Dy /w) (D Dw /aww)} S (2:99)

onde o ponto indica diferenciacao com relacao a varidvel 7 = k(z — vt), v e k sdo

velocidade e vetor de onda arbitrarios, vl = v) /[k(vge — v)] € § = A/[k(vga — v)].

Chian et al. (2000) fizeram um estudo da dinamica caética do sistema de equagdes
2.94-2.96, considerando a onda de Langmuir linearmente instavel ao fixar vj =1 > 0,
e as ondas whistler e Alfvén linearmente amortecidas, com a mesma freqiiéncia de
amortecimento vf;, = v/j = v < 0, simplificando a andlise. A Figura 2.20 mostra o
diagrama de bifurcagao obtido ao variar v no intervalo [5, 35], fixando § = 2. Temos

que, para v = 8.3, a série temporal correspondente a amplitude da onda whistler vai
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FIGURA 2.20 - Diagrama de bifurcacdo para o sistema 2.94-2.96 (Processo L = W + A).
FONTE: Chian et al. (2000)
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se comportar de forma periddica (ver Fig. 2.21 (a)). Para v = 8.6, a periodicidade
é duplicada (periodo-2, visivel nos picos da série temporal na Figura 2.21 (b)). Em
v = 13.2, uma nova duplicacao de periodo acontece, onde a periodicidade da 6rbita

(perfodo-4) também é visivel na série temporal mostrada na Figura 2.21 (c).

Rempel et al. (2003) também apresentaram exemplos de séries temporais intermiten-
tes para o mesmo sistema, usando os mesmos valores dos parametros. A intermiténcia
é um fenomeno distinguivel nas séries temporais cadticas como estouros esporadicos
na série, que interrompem comportamentos quase ordenados ou periddicos (REM-
PEL et al., 2003). A figura 2.22 mostra a repentina mudanca da dindmica da série
temporal de periodo-2 quando v = 29.57 (Fig. 2.22(a)) para uma serie caética (Fig.
2.22(b)), e a ocorréncia de intermiténcia representada por oscilagoes de grande va-
riabilidade que interrompem periodos de baixa variabilidade, comumente referidos

como fases laminares.
2.5.4 Processo de quatro ondas L = LT 4+ L™ 4+ 5*

Russell e Ott (1981) apresentaram um modelo que pode ser considerado de quatro
ondas, embora as amplitudes de somente trés ondas estejam envolvidas nas equacoes.
O modelo ¢ derivado da equacao nao linear de Schrédinger, que por sua vez, é deri-
vada fazendo-se uma aproximagao estatica ou adiabatica das equagoes de Zakharov
(os detalhes da derivagao deste modelo encontram-se no apéndice A.2). E conveni-
ente reescrever as equacoes de Zakharov eletrostaticas 2.13 e 2.14 na seguinte forma

adimensional:

i0,E+0*E = nE (2.100)
O*n — 0*n = O E|?, (2.101)

onde as novas varidveis adimensionais sao:

7= ()G (e
n/) \Me 8noKpTe
- BEE
4 men ng )’
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FIGURA 2.21 - Séries temporais da amplitude da onda whistler para diferentes valores do parametro
de controle (processo L = W + A). (a) v = 8.3, periodo-1. (b) v = 8.6, periodo-2.
(c) v = 13.2, periodo-4.
FONTE: Chian et al. (2000)

8O T T T 150
v=29.57 (a)
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| 100
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1 50
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200 210 T 220 230 o 200 400 600

FIGURA 2.22 - Séries temporais para diferentes valores do pardmetro de controle (Processo L =
W + A). (a) v = 29.57, periodo-2. (b) v = 29.56, serie temporal cadtica, com a
presenca de estouros esporadicos correspondentes a intermiténcia.

FONTE: Rempel et al. (2003)
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e os operadores diferenciais sao:

onde n = (v KpT. + v KgT;)/(KgT.), Kp representa a constante de Boltzmann, e

os simbolos primos foram omitidos em 2.100 e 2.101.

Considerando a velocidade de fase da onda ion-acistica menor do que a velocidade
do som, ou seja (ROBINSON et al., 2002):

lws| < kscs,

entao a perturbacao na densidade vai variar lentamente no tempo, sendo estacionaria
num referencial deslocando-se com a velocidade de grupo da onda de Langmuir;
neste caso, a derivada temporal em 2.101 pode ser ignorada. Integrando duas vezes

e escolhendo as constantes de integragao iguais a zero obtemos:

n=—|E? (2.102)

Substituindo 2.102 em 2.100:

i0.E +0.E + |E|’E =0 (2.103)

A equacgao 2.103 é conhecida como a equagao nao linear de Schrodinger, devido a
sua semelhanca com a equacao de Schrodinger (NICHOLSON, 1983). Russell e Ott

(1981) acrescentaram mais um termo que representa a freqiiéncia de crescimento ou
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amortecimento das ondas:

i(,F +4E) + 0°E + |E’E =0 (2.104)

Onde a notacao foi mudada usando x e ¢. Russell e Ott (1981) fizeram uma aproxima-

¢ao da equagao 2.104 usando uma solucao que consiste em trés ondas propagantes:

E(z,t) = Ey(t) exp[—i(kox—wot)|+FE1(t) exp|—i(kiz—wit)]+Fa(t) exp[—i(kex—wyt)],
(2.105)

onde Ej representa o campo elétrico da onda de Langmuir indutora (L), E; repre-
senta o campo da onda de Langmuir em modo Stokes(L ™), e Ey 0 campo da onda de

Langmuir anti-Stokes (L ™), interagindo através do processo puramente eletrostatico:

Lo=L"+L +5%,

onde S* representa a onda ion-acistica no limite sub-sonico. As ondas de Langmuir

estao relacionadas através das seguintes condicoes de ressonancia:

2k = ki + ko

Wio —Wy = 012,

e a dispersao linear:

we=4k> o0=0,1,2

Introduzindo 2.105 em 2.104 obtém-se um conjunto de equacoes diferenciais ordi-
narias em termos de varidveis complexas, que podem ser transformadas em reais
usando a representagdo F, = a,(t)explio,(t)] (c = 0,1,2), onde a, é a amplitude

real, e ¢, a fase real. Assim, pode-se obter o seguinte conjunto de equacdes com
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FIGURA 2.23 - Interacdo entre as ondas de Langmuir e as perturbacdes na densidade num plasma.
A perturbacdo de densidade fica “presa” devido a forca ponderomotiva gerada pelo
gradiente da intensidade do campo elétrico, e as ondas de Langmuir sdo refratadas

em direcdo as regides de baixa densidade.
FONTE: Chen (1984)

variaveis reais:

do = TYoQg + 2(10@1&2 sin 6
. = —via) — CL%CLQ sin 6
(e = —7Yolg — agal sin 6
0 = —20+a’+a—2a+ [4@1612—@3 <%+%
1 2

)] cos b, 2.109

2.106
2.107

(2.106)
(2.107)
(2.108)
(2.109)

onde 8 = ZQSO — ¢1¢2 — 25t7 o= (51 +52)/2, Yo = —7(]50)7 T,2 = ’)/(]CLQ). Este modelo

de quatro ondas serd analisado no capitulo 5. Russell e Ott (1981) consideraram

Yo = 1, e reduziram o nimero de equagoes de quatro para trés supondo v, = vy, = 7,

e as amplitudes a; = ao, obtendo o seguinte sistema:

g = ag+ 2a0a% sin 6
a, = —vyay — agal sin 0
0 = —20+2(a® - a?) +2(2a% — a2) cos b

(2.110)
(2.111)
(2.112)

A interpretacao fisica do limite estatico usado para simplificar as equacoes de Zakha-
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FIGURA 2.24 - Resumo dos possiveis comportamentos assintéticos do sistema 2.110-2.112, onde o
simbolo “|" indica a regido que apresenta comportamento cadtico, e “°" indica regides
onde o sistema converge num ciclo limite.

FONTE: Russell e Ott (1981)

rov na equac¢ao nao linear de Schrodinger é a seguinte: a Figura 2.23 mostra uma
onda de Langmuir propagando-se no plasma e pequenas ondulacoes no envoltério
da onda, devido a flutuacoes aleatoérias. Estas ondulagoes produzem um gradiente
na intensidade da onda, criando uma forca (a for¢a ponderomotiva Fyy,) que desloca
os elétrons e ions na dire¢cao onde a intensidade seja minima, e o acimulo de parti-
culas vai formar um aumento na densidade do plasma nessa regiao. Note-se que as
ondas de Langmuir ficarao presas nas regioes de baixa densidade, ja que a relacao

de dispersao 2.5:

3
2 _ 2 2 1.2
(.L)L — wpe + §vthkL

permite as ondas que possuam numeros de onda grandes existirem s6 nas regioes
onde wy, seja pequeno, ou seja, regioes de baixa densidade. O actimulo de ondas
com k grande produz um aumento da ondulagao no envoltério da onda, o que por
sua vez produz um aumento na forca ponderomotiva, que confina a densidade de
plasma nas regioes onde a intensidade da onda seja minima. No referencial da onda
de Langmuir, a perturbacao da densidade permanece praticamente estatica, o que

permite ignorar a derivada temporal de n na equacao 2.101.

Russell e Ott (1981) estudaram o sistema 2.110-2.112 de forma analitica e numérica.

O diagrama da Figura 2.24 resume os possiveis estados do sistema para diferentes
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valores dos parametros de controle v e 4.

A Figura 2.25 mostra séries temporais de a; para diferentes valores de -, fixando
d = —6.0 (marcada na Figura 2.24 com uma linha tracejada). Para v = 5.6 se tém
uma série temporal cadtica (Fig. 2.25(a)). Em v = 5.0 a dérbita converge num ciclo
limite, refletido na série temporal como sendo periddica de periodo 1 (Fig. 2.25(b)).
Na figura 2.25(c) observa-se a série temporal convergindo num ponto estaciondrio
estavel. Finalmente, a figura 2.25(d) mostra a convergéncia de uma drbita cadtica

transiente para um ponto estaciondrio estavel.
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FIGURA 2.25 - Séries temporais de a,(t), para o modelo simplificado do processo modulacional sub-
sonico. (a) v = 5.6, serie cadtica. (b) v = 7.5, ciclo limite (periodo-1). (c) v = 5.0,
convergencia num ponto estaciondrio estdvel. (d) v = 5.5, onde a serie temporal
apresenta comportamento transiente cadtico, convergindo num ponto estaciondrio

estdvel.
FONTE: Russell e Ott (1981)
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CAPITULO 3

OBSERVACAO DE FENOMENOS DE INTERACAO ONDA-ONDA
NO SISTEMA SOLAR

3.1 Introdugao

Uma grande quantidade de observacoes e experimentos realizados em plasmas espa-
ciais envolvem a deteccao de emissoes de radio. Algumas possiveis fontes de geracao
destas emissoes sao apresentadas na Figura 3.1, que esquematiza 0s processos que
levam a interacoes onda-onda, e geragao de emissoes eletromagnéticas detectadas
nos dados observacionais. A injecao de um feixe de elétrons num plasma magneti-
zado gera instabilidades de tipo feixe-plasma, ou dois feixes, que levam a excitagao
de oscilagoes eletronicas na freqiiéncia do plasma (ondas de Langmuir) as quais, en-
quanto se propagam pelo plasma, podem acoplar-se com oscilacoes na densidade dos
fons (ondas ion-acisticas) para gerar emissoes de radio (ondas eletromagnéticas). Da
mesma forma, as ondas de Langmuir podem acoplar-se com turbuléncias no campo

magnético (ondas de Alfvén) para a geracdo de ondas eletromagnéticas.

Nas proximas secoes serao apresentadas evidéncias observacionais de interagoes
onda-onda em trés regioes do espago interplanetario: na coroa solar, no vento so-

lar e na magnetopausa terrestre.
3.2 Emissoes de radio provenientes de explosoes solares

Nas regioes ativas da coroa solar podem ocorrer interagoes onda-onda devido a ex-
citacao de ondas de Langmuir por feixes de elétrons, acelerados pelas reconexoes
das linhas de campo magnético da coroa. A Figura 3.2 mostra um esquema destas
reconexoes, prévio a uma explosao solar, onde um feixe de elétrons propagando-se
em direcao 4 base da coroa cria uma regiao turbulenta que pode atuar como fonte

de geragao de ondas de Langmuir.

Karlicky e Bérta (2004) fizeram comparacoes entre espectros de poténcias obtidos
de dados observacionais, e espectros obtidos a partir de um modelo numérico, onde
as equacoes MHD sao resolvidas em duas dimensoes, e os parametros do plasma
(densidade de plasma, densidade de corrente, temperatura, etc.) sao calculados na

regiao de reconexao.
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FIGURA 3.1 - Gerac3o de emissdes de radio através de instabilidades de feixe-plasma. Um feixe de
elétrons injetado num plasma magnetizado excita ondas de Langmuir na freqiiéncia do
plasma, que podem se acoplar em forma n3o linear com ondas ion-acusticas, ou com
ondas de Alfvén, gerando ondas eletromagnéticas (instabilidades paramétricas) ou com
ondas ion-acusticas e de Alfvén simultaneamente nos processos de quatro ondas, para
gerar ondas eletromagnéticas (instabilidade modulacional).
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FIGURA 3.2 - Fase inicial de uma explosdo solar. O processo de reconexdo de linhas de campo magné-
tico cria uma regido turbulenta embaixo do lugar da reconexdo, que pode excitar ondas
de Langmuir.

FONTE: Karlicky (2004)

Os espectros observacionais (mostrados na Figura 3.5) foram obtidos a partir de um
evento acontecido no dia 12 de abril de 2001, associado a uma explosao solar, e que
envolve a deteccao de um tipo de emissao eletromagnética denominada Estrutura
Lenta Derivante (SDS, pelas siglas do inglés Slow Drifting Structure), as quais sao
detectadas no inicio das explosoes solares e reconhecidas nos radioespectrégrafos
como uma estrutura no intervalo de freqiiéncias 0.6-2.0 GHz decaindo para freqiién-
cias menores. A Figura 3.3 mostra o espectro dinamico (freqiiéncia em funcao do
tempo) no intervalo 40-4500 MHz, obtido dos espectrégrafos Potsdam e Ondfejov,
e a ocorréncia de uma SDS entre as 10:17:20 UT e as 10:22:00 UT, no intervalo
de 450-1500 MHz. Duas freqiiéncias, 610 MHz e 1420 MHz, foram registradas pelo
radiopolarimetro Triestre, usando polarizacao circular a direita e esquerda, com uma
resolugdo de 1 ms no intervalo 10:15:00 - 10:22:00 (Fig. 3.4). Dos dados do Triestre,
foram selecionados trés intervalos, marcados por 1R (1420 MHz, polarizacao circu-
lar & direita), 2R (610 MHz, a direita) e 3L (610 MHz, a esquerda) na Figura 3.4,
dos quais obtiveram-se os espectros de poténcias no espaco de Fourier (Figura 3.5).
Previamente, foi necessaria a subtracao do espectro obtido num intervalo prévio a
estrutura, ou seja, o fluxo de radio do “Sol quieto”. Estes espectros possuem uma lei

de poténcias no intervalo 1.3 - 1.6 (indice espectral).

E interessante notar que o espectro de poténcias obtido nesse trabalho usando o
modelo tedrico apresenta uma lei de poténcias com indice 2. Segundo Karlicky e

Barta (2004), a diferenca entre os indices da lei de poténcias dos dois espectros
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FIGURA 3.3 - Espectro dindmico observado durante o evento do dia 12 de Abril de 2001, pelos ra-
dioespectrégrafos Potsdam e Ondfejov. A estrutura lenta derivante é observada no
intervalo das 10:17:20 UT - 10.22:00 UT, e no intervalo de freqiiéncias 450 - 1500
MHz. A estrutura entre 40-300 MHz corresponde a uma emissdo de radio tipo Il. As

freqiiéncias de observacdo do Triestre (610 e 1420 MHz) s3o marcadas na Figura por
linhas horizontais.

FONTE: Karlicky e Barta (2004)
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FIGURA 3.4 - Dados obtidos pelo radiopolarimetro Triestre para o evento do 12 de Abril de 2001, nas
freqiiéncias 610 MHz e 1420 MHz com polarizac3o circular a esquerda (L) e direita (R).
Os intervalos 1R, 2R e 3L usados para obter os espectros de poténcias observacionais
estdo marcados na Figura.
FONTE: Karlicky e Barta (2004)

pode-se dever a processos nao lineares, como por exemplo a geracao de ondas de
plasmas e sua conversao em ondas eletromagnéticas, e estabelece um limite para

estes processos.
3.3 Observacoes de interacoes onda-onda no vento solar

Tem sido feitas observacgoes de distintos tipos de ondas de plasmas em vérias regioes
do espaco interplanetdrio, onde a maioria dos dados provém da sonda Ulysses, e

foram coletados numa ampla gama de distancias ao Sol, e de latitudes heliosféricas.
3.3.1 Observagoes durante eventos solares de tipo ITI

Atualmente, a teoria mais aceita para a geragao de ondas de radio solares do tipo III
no meio interplanetario é a conversao de ondas de Langmuir para ondas eletromag-

néticas via interacao com ondas de baixa freqiiencia. O processo é esquematizado
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FIGURA 3.5 - Espectros de poténcia observacionais obtidos das emissdes de radio do evento no dia
12 de Abril de 2001.
FONTE: Adaptada de Karlicky e Bérta (2004)
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FIGURA 3.6 - Representacdo esquemdtica da geracdo de ondas de Langmuir e emissdo de radio de
tipo Il no meio interplanetdrio a partir de um feixe de elétrons devido a uma explosdo
solar.

FONTE: Adaptada de Goldman (1984)

na Figura 3.6, onde um feixe de elétrons ¢é inicialmente acelerado devido a uma ex-
plosao solar. As ondas de Langmuir sao amplificadas a freqiiéncia do plasma devido
a interacao entre o feixe e o plasma e decaem em ondas eletromagnéticas parcial
ou totalmente, através de interacoes onda-onda e/ou onda-particula. A freqiiéncia
destas ondas eletromagnéticas decai com a distancia ao Sol, ja que a densidade do

plasma diminui.

Kellogg et al. (1992) reportaram um evento acontecido no dia 14 de Julho de 1991
(fig 3.7), a uma distancia de 3.61 UA do Sol, e perto do plano da ecliptica, a partir
dos dados obtidos pela sonda Ulysses. O evento iniciou-se as 11:00 horas UT, com a
ocorréncia de ondas de Langmuir na freqiiéncia de plasma (painel de acima) junto
com perturbagoes nos sinais da componente do campo magnético B, numa freqiiéncia
de 9.3 Hz, do campo elétrico E, na mesma freqiiéncia e novamente do B, a 5.33
Hz (painéis de cima para baixo). Estas perturbacoes estendem-se para freqiiéncias

mais baixas, mas o ruido na sinal do campo elétrico é grande demais. As ondas
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de Langmuir teriam a sua origem numa emissao solar de tipo III acontecida as
03:45 UT no lado do Sol oposto a sonda Ulysses, considerando a rotacao do Sol
e a propagacao do vento solar de acordo com o modelo da espiral de Arquimides.
Kellogg et al. (1992) estabelecem que a origem das ondas eletromagnéticas de baixa
freqiiéncia (no modo whistler) seriam processos nao lineares envolvendo as ondas de
Langmuir, sendo um deles o decaimento das ondas de Langmuir numa onda whistler

e uma outra onda eletromagnética.
3.3.2 Observagoes em buracos magnéticos

Outra situagao onde tem sido detectados distintos tipos de ondas de plasma no
vento solar é dentro dos buracos magnéticos, que sao quedas repentinas do campo
magnético interplanetario, seja na sua magnitude ou apenas numa componente. A
Figura 3.8 mostra a ocorréncia de um buraco magnético nos dados da sonda Ulysses
numa distancia de 1.2 UA, perto do plano da ecliptica (painel de acima) no dia 26
de novembro de 1990, e associada com ondas de Langmuir (17.9 kHz, levando em
conta que a densidade do plasma é de 2.5 - 3.0/c.c., obtendo a freqiiéncia do plasma
wpe = 14 — 16 kHz), ondas ion-acisticas cujas freqiiéncias foram aumentadas devido
ao efeito Doppler entre o vento solar e a sonda deslocando-se em sentido contrério
(= 1.27 kHz), e ondas eletromagnéticas de baixa freqiiéncia em modo whistler (< 10
Hz).

O mecanismo de excitacao de ondas de Langmuir dentro de buracos magnéticos ainda
nao esta completamente entendido. Pode ser que as ondas de Langmuir detectadas
pela Ulysses dentro destes buracos magnéticos teriam a sua origem em elétrons
fluindo do Sol. Mas, o fato é que os estouros nos sinais acontecem apenas dentro
dos buracos, onde as condicoes do plasma mantem-se quase iguais durante algumas
horas até que a sonda saia do buraco. Logo, o mecanismo de excitacao das ondas de
Langmuir deve ter a sua origem no interior do buraco magnético (MACDOWALL et
al., 2001; MACDOWALL et al., 2003).

Lin et al. (1995) reportaram um aumento no nimero de buracos magnéticos de-
tectados pela Ulysses quando esta alcancou latitudes perto do pdlo sul heliosférico.
A Figura 3.9 mostra os dados coletados pela sonda quando encontrava-se a uma
distancia de 2.29 UA do Sol, e numa latitude heliosférica de —80.2° no dia 14 de
setembro de 1994. Novamente, é possivel observar estouros nos dados cada vez que

um buraco é detectado, correspondentes a ondas de Langmuir (9.31 e 7.16 kHz), on-
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FIGURA 3.7 - Observacdes de ondas de Langmuir e ondas whistler detectadas pela sonda Ulysses
durante o evento de tipo Il no dia 14 de Julho de 1991. O painel de acima mostra a
componente do campo elétrico E, na freqiiéncia do plasma (wy.), os dois painéis no
centro mostram B, e E, em 9.3 Hz (K wy.) e o painel de embaixo B, em 5.3 Hz.
FONTE: Kellogg et al. (1992)
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FIGURA 3.8 - Observacdo de ondas nas regides dos buracos magnéticos no vento solar pela sonda
Ulysses perto do plano ecliptico, no dia 26 de Novembro de 1990. O painel de cima
mostra a magnitude do campo magnético. Os dois painéis do centro mostram o campo
elétrico em duas freqiiéncias: 17.9 MHz ~ wy. apresentando ondas de Langmuir, 1.27
kHz, possivelmente ondas ion-acdsticas, e 0 campo magnético em 5.33 Hz, que apre-
senta ondas no modo whistler. O grafico da magnitude do campo magnético (primeiro
painel) foi sobreposto nos outros painéis, e a ocorréncia de buracos magnéticos foram
marcadas com linhas verticais tracejadas.

FONTE: Lin et al. (1995)
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FIGURA 3.9 - Observacdo de ondas de Langmuir, ion-acisticas e eletromagnéticas em buracos mag-
néticos em altas latitudes heliosféricas (—80.2°), para o dia 14 de Setembro de 1994.
O painel de acima mostra a magnitude do campo magnético. Os seguintes trés pai-
néis mostram o campo elétrico em 9.31 e 7.16 kHz (perto da freqiiéncia do plasma
wpe & 6 —10 kHz) e 749 Hz, freqiiéncia tipica de ondas ion-acdsticas levando em conta
o efeito Doppler. O dltimo painel mostra o campo magnético em 5.33 Hz.
FONTE: Lin et al. (1995)

das ion-acisticas (749 Hz) e ondas whistler (5.33 Hz). Tanto as ondas ion-acusticas
como as ondas em modo whistler sao afetadas pelo efeito Doppler, devido o vento
solar se propagar em dire¢do contraria ao movimento da sonda. Para freqiiéncias
mais baixas, as ondas também sao observadas fora dos buracos magnéticos, porém,

a atividade delas aumenta dentro dos buracos.
3.4 Observagoes de interagoes onda-onda na magnetosfera terrestre
3.4.1 Observacgoes durante eventos LAW aurorais

Uma das mais claras observagoes da ocorréncia simultanea de trés distintos tipos

de ondas em plasmas espaciais foi feita por Boehm et al. (1990), que usando ins-
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trumentos em foguetes na regiao auroral no hemisfério norte detectou a presenca
de ondas de Langmuir, whistler e Shear Alfvén. A Figura 3.10 mostra uma selecao
dos resultados obtidos num dos dois experimentos levado a cabo no Alaska no dia 7
de fevereiro de 1984, na zona auroral pré-meia noite, onde o foguete alcangou uma
altura maxima de 1040 km., e obtiveram-se o espectro de freqiiéncias no intervalo
de 0-2 MHz em funcao do tempo de voo (por sua vez, associado com a altitude
do foguete). A ocorréncia de ondas de Langmuir estd representada pela linha de
emissao quase horizontal, no quarto painel, que flutua entre 0.7-1.0 MHz. Entre
855-900s observa-se a ocorréncia de ondas whistler de banda larga, estendendo-se
até a freqiiéncia do plasma, no mesmo painel. O painel de baixo mostra os desvios
do campo magnético obtido a partir dos dados do magnetometro no foguete, e que

representam ondas de Alfvén.

Um experimento muito parecido foi feito na Groenlandia, em 1985, descrito no
mesmo artigo (BOEHM et al., 1990), onde o foguete foi langado numa trajetéria
dirigida em direcao ao leste magnético, se estendendo desde aproximadamente 7:30
hora local magnética, ao meiodia magnético. Novamente detectou-se a presenca de
ondas de Langmuir, whistler e Alfvén, visiveis no espectrograma e na variacao do

campo magnético na Figura 3.11.
3.4.2 Observagoes durante reconexoes magnéticas na magnetopausa

As Ondas de Langmuir podem ser excitadas em regioes de alta latitude geomagné-
tica, devido a reconexoes entre o campo magnético terrestre e o campo magnético
do vento solar. A Figura 3.12 mostra um esquema desta reconexao, onde feixes de
elétrons sao gerados ao longo das separatrices da reconexao, as quais a sua vez geram

ondas de alta freqiiéncia.

A Figura 3.13 mostra observagoes feitas pelo conjunto de satélites CLUSTER no dia
20 de fevereiro de 2002, e que relacionam diretamente ondas de alta freqiiéncia com
correntes paralelas nas separatrices da reconexao. O painel (a) mostra a componente
do campo magnético "fora do plano” By, e o painel (b) a corrente paralela ao campo.
Note-se que os picos na corrente acontecem nas "bordas externas” da estrutura am-
bipolar de Bj;. O painel (¢) mostra a poténcia do campo elétrico integrado sobre
um amplo intervalo de freqiiéncias que inclui a freqiiéncia do plasma wy.. As regioes
de emissoes mais fortes estao correlacionadas com os picos na corrente paralela .J.

O 1ltimo painel mostra o espectro de poténcias obtido dos dados do satélite C2,
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FIGURA 3.10 - Observacdo simultdnea de ondas de Langmuir, whistler e Shear Alfvén usando instru-
mentacdo abordo de um foguete, lancado em Poker Flat, Alaska. Os dois primeiros
painéis mostram precipitacdo de particulas (ions e elétrons). O terceiro painel mostra
duas componentes do campo elétrico. O quarto painel mostra o espectrograma da
componente paralela do campo elétrico, onde a freqiiéncia ciclotronica dos elétrons
Q. = 1.2 MHz. A emiss&o quase horizontal intermitente (0.7 - 1.0 MHz) s3o devidas a
ondas de Langmuir. As emissdes de mais baixa freqiiéncia representam ondas whistler.
O painel final mostra a variacio do campo magnético em duas componentes.
FONTE: Boehm et al. (1990)
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FIGURA 3.11 - Observacdo de ondas de Langmuir, whistler e Shear Alfvén similar a mostrada na
Figura 3.10, desta vez realizada em Groenlandia o dia 23 de janeiro de 1985. No-
vamente, o primeiro painel mostra precipitagdo de ions, o segundo precipitacdo de
elétrons, o terceiro o campo elétrico decomposto em duas componentes, mostrando a
ocorréncia de emissdes whistler, e o painel final a variacdo do campo magnético em

duas componentes.
FONTE: Boehm et al. (1990)
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FIGURA 3.12 - Esquema do processo de reconexdo entre o campo magnético terrestre e 0 campo mag-
nético interplanetdrio na magnetopausa, e que origina feixes de elétrons que percorrem
as separatrizes da reconex3o, excitando ondas de alta freqiiéncia (ondas Langmuir ou
hibridas superiores).

FONTE: Khotyaintsev et al. (2004)

para a regiao de emissao marcada com um circulo vermelho. O espectro mostra um
pico na freqiiéncia de plasma, o que indica que as ondas sao ondas de Langmuir ou

hibridas superiores.

Khotyaintsev et al. (2004) apresentaram observagoes feitas pelo conjunto de satélites
CLUSTER durante um dos cruzamentos da suas dérbitas com a regiao da cispide
em altas latitudes. A localizacao dos satélites durante as observacoes é mostrada na
Figura 3.14, enquanto os resultados destas observacoes sao mostradas na Figura 3.15,
onde o painel (f) mostra o espectro do campo elétrico no intervalo 2-80 kHz junto com
a freqiiéncia hibrida superior (linha branca), e a Figura 3.15(g) mostra o espectro
para o campo magnético no intervalo 8-4000 Hz, junto com a freqiiéncia ciclotronica
dos elétrons (linha branca). Como a freqiiéncia ciclotrénica dos elétrons é baixa
(Qe = 0.2 —1.0 kHz), a freqiiéncia hibrida superior wys é quase idéntica a freqiiéncia

eletronica do plasma wy..

O espectro da Figura 3.15 (f) mostra estouros de alta freqiiéncia, perto da freqiiéncia
do plasma, que podem ser interpretados como ondas de Langmuir. Alguns desses es-
touros coincidem com picos espectrais na atividade eletromagnética na Figura 3.15
(g). Estas emissdes podem ser identificadas com ondas whistler devido a sua po-
larizacao circular a direita (KHOTYAINTSEV et al., 2004). E interessante notar o
comportamento da intensidade do campo magnético mostrado no painel 3.15 (b),
onde apresenta dois maximos, aproximadamente as 09:38:40 UT e as 09:42:40 UT, os

quais indicam a ocorréncia de eventos de transferéncia de fluxo (FTE, pelas siglas em
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FIGURA 3.13 - Evidéncia de ondas de Langmuir excitadas na regido de correntes paralelas as sepa-
ratrizes da reconexdo. (a) Componente do campo magnético By, "fora do plano” e a
sua estrutura bipolar, (b) corrente paralela ao campo, que apresenta dois picos cor-
relacionados com o By;. (c) Poténcia do campo elétrico integrado num intervalo de
freqiiéncias largo. (d) Espectro de poténcias calculado para o segundo pico do painel
(c). O pico no espectro de poténcias perto da freqiiéncia do plasma wy. ~ 28 kHz
(marcado como f, na Figura) é uma indicacdo da existéncia de ondas de alta freqiién-
cia (Langmuir ou hibridas superiores) e sua associacdo com as correntes alinhadas ao
campo.

FONTE: Vaivads et al. (2004)
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FIGURA 3.14 - Localizagdo do conjunto de satélites CLUSTER na magnetosfera terrestre, marcada
com uma barra de cor preta, no dia 4 de Marco de 2002, as 9:35 UT. Os painéis de
baixo mostram as posicdes individuais de cada um dos quatro satélites projetadas nos
planos X-Z e X-Y em coordenadas GSE.

FONTE: Khotyaintsev et al. (2004)
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FIGURA 3.15 - Observacdo de ondas de Langmuir e ondas whistler feita pelo satélite CLUSTER-3
na regido da reconexdo magnética da magnetopausa, no dia 4 de Marco de 2002.
(a) Densidade de plasma, (b) magnitude do campo magnético, (c) as componentes
do campo, (d) velocidade do fluxo i6nico medida usando dois instrumentos distintos
(linhas sélidas e pontilhadas), (e) o pardmetro 8 do plasma, (f) espectro do campo
elétrico no intervalo de 2-80 kHz e a freqiiéncia hibrida superior w,;, (linha branca), e
(g) espectro do campo magnético no intervalo de 8-4000 Hz, junto com a freqiiéncia
ciclotronica dos elétrons €2, (linha branca). A freqiiéncia hibrida superior w,, é quase

idéntica a freqiiéncia do plasma wy,, devido a que (). é bastante menor.
FONTE: Khotyaintsev et al. (2004)
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inglés Fluz Transfer Fvent) associadas com reconexdes magnéticas. A forma como
a reconexao é feita, e a orientacao dos elementos que participam nela (por exemplo,
a folha de correntes) é muito dificil de descrever (KHOTYAINTSEV et al., 2004),
devido a seu comportamento turbulento, e as dimensoes do sistema serem menores

do que a separacao entre satélites.
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CAPITULO 4

TEORIA DE CAOS PARA INTERACAO NAO LINEAR DE TRES
ONDAS

4.1 Modelo de trés ondas quadratico

O modelo usado para o estudo da interacao nao linear de trés ondas foi apresentado
por Wersinger et al. (1980):

ay = ag+ ajaycos¢ (4.1)
a1 = —UViay — Qgasy COS @ (4.2)
(y = —Usy — Qo COS @ (4.3)

b = —6+ e + agas — 0103 sin ¢, (4.4)

Qo102

onde aq representa a amplitude da onda indutora, a; a amplitude da onda induzida
de alta freqiiéncia, as a amplitude da onda induzida de baixa freqiiéncia, ¢ a de-
fasagem entre as ondas, v representa a taxa de crescimento ou amortecimento das
ondas (onde, para a onda indutora vy = 1 > 0, ou seja, a onda indutora é suposta
linearmente instavel, e para as ondas induzidas v, » possui um sinal negativo, ou seja,
as ondas sao supostas linearmente amortecidas), e § representa o descasamento das
freqiiéncias das ondas. O conjunto de equacoes 4.1-4.4 representa um modelo geral

de interacoes de trés ondas que envolve os processos estudados nas secoes 2.5.1-2.5.3:

L = W+ KAW
L = [I+W
L = W+ A

onde L representa uma onda de Langmuir, W uma onda eletromagnética em modo
whistler, [ uma onda eletromagnética circularmente polarizada a esquerda, A uma
onda de Alfvén, e K AW uma onda de Alfvén cinética. A diferenca com relacao ao

modelo de Chian et al. (2000) é que as taxas de amortecimento das ondas induzidas
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serdo supostas diferentes (v, # 14).
4.2 Diagramas de Bifurcacao

Os resultados numéricos do conjunto de equacoes 4.1-4.4 foram obtidos fixando os
parametros do sistema usando valores parecidos com os de Gibson et al. (1995), ou
seja, A = 2.0, e v; = 2.4, e estabelecendo v, como o parametro de controle. O espaco
de fase foi reduzido de quatro a trés dimensoes definindo um plano de Poincaré em
as = 1.5. Assim, cada vez que a érbita do sistema atravessa este plano num sentido
tal que as > 0, ou seja, no sentido de esquerda para a direita no eixo as, 0 ponto de
interseccao entre o dito plano e a érbita é obtido. No caso do diagrama de bifurcacao
mostrado na Figura 4.1, foram coletados 100 pontos de Poincaré para cada valor do
parametro de controle, usando uma resolucao de 1400 pontos no eixo do parametro

de controle.

A Figura 4.1(a) demonstra que a dindmica do sistema sofre mudancas dramdticas
dependendo do valor do parametro de controle v5. Por exemplo, da esquerda para
a direita, temos que as érbitas convergem para um ciclo limite simples (SLC, do
inglés Simple Limit Cycle), sofrendo uma bifurcacao em v, ~ 3.5, onde a 6rbita
converge para um ciclo de periodo dois, e logo para um ciclo de periodo 4 (v ~ 4.1),
evoluindo até atingir o regime cadtico (v, &~ 4.22)onde o periodo da érbita tende
para o infinito. Eventualmente, o sistema deixa o comportamento cadtico e volta ao

regime periddico (v &2 6.33).

Uma forma de conferir se o sistema encontra-se num regime caético ou peridédico
(ordenado) é através do calculo dos expoentes de Lyapunov, que sdo uma média
da separacao entre duas érbitas arbitrariamente préximas (ALLIGOOD et al., 1996;
WOLF et al., 1985), onde a média é calculada para uma série temporal longa, (ou
seja, com t — 00). Se o maximo expoente de Lyapunov Ayax (que é o logaritmo
natural desta média) for positivo, as drbitas divergem, e o sistema é caédtico. Se for
negativo, as orbitas convergem, e o sistema segue um comportamento ordenado ou
periédico. A Figura 4.1(b) mostra o valor de Ayax em funcdo de v, sendo possivel
observar que, quando Ayax < 0, o sistema se encontra num estado periédico, e se

Amax > 0, o sistema se encontra num estado caédtico.

Dentro do regime cadtico existem pequenos intervalos onde a Orbita interrompe

brevemente o seu comportamento cadtico para um periédico (e o valor de Ayax
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FIGURA 4.1 - (a) Diagrama de bifurcacdo, mostrando a amplitude da onda induzida de alta freqiiéncia
ay para um amplo intervalo de valores para a taxa de amortecimento da onda de baixa
freqiiéncia v5. A seta indica a janela periédica a analisar. (b) Maximo expoente de
Lyapunov Amax em funcdo da taxa de amortecimento vs.
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muda de positivo para negativo), chamados janelas periddicas. Na Figura 4.1(a)
pode-se distinguir duas janelas periddicas, de periodo 3. Uma delas, marcada com

uma seta, foi escolhida para a andlise neste capitulo.

A Figura 4.2(a) mostra uma ampliagdo da janela periddica de periodo 3 esco-
lhida, onde o atrator cadtico desaparece num evento chamado bifurcacdo sela-no
em vy = 4.7641 = vgyp (marcado como SNB na figura, do inglés saddle-node bifur-
cation), criando uma Orbita periédica estdvel (linha continua) e uma instavel (linha
tracejada), e dando inicio a janela periédica. Ao incrementar o valor do parametro
de controle, a érbita periddica estavel (SPO, do inglés Stable Periodic Orbit) sofre
uma cascata de duplicagao de periodo, chegando ao estado de atrator cadtico fraco,
adotando a forma de bandas no diagrama de bifurcagao, onde o nimero de bandas é
igual a periodicidade inicial da 6rbita. Este atrator cadtico colide com a érbita perié-
dica instdvel (UPO, do inglés Unstable Periodic Orbit) criada na bifurcacao sela-nd,
em vy = 4.9150 ~ v, aumentando abruptamente de tamanho num evento conhe-
cido como crise interior. Esta UPO responsavel pela mudancga no sistema recebe o
nome de drbita periddica mediadora (MPO, Mediating Periodic Orbit).

A Figura 4.2(b) mostra o valor de Ayax em fungao do parametro de controle v, para o
mesmo intervalo da Figura 4.2(a). Os valores do maximo expoente de Lyapunov estao
de acordo com o observado no diagrama de bifurcacao, em termos de comportamento
caotico e peridédico. As mudancas abruptas do sistema, na bifurcacao sela-né e na
crise interior, sao refletidas na Figura 4.2(b) como descontinuidades nos valores de
AMAX, € as bifurcagoes de periodo como os pontos onde a curva é tangente com a

reta em Ayax = 0 (linha tracejada).

As selas cadticas sao conjuntos cadticos nao atrativos de importancia fundamental
na caracterizacao da dinamica dos sistemas nao lineares, ao serem responsaveis pelo
comportamento das érbitas transientes (HSU et al., 1988; REMPEL et al., 2004).
Sao formadas por um conjunto cadtico de pontos de sela, onde cada uma delas
possui uma variedade estdvel (ou seja, uma curva que, no limite linear, atrai as
érbitas ao ponto de sela) e uma variedade instavel (ou seja, uma curva em que as
érbitas afastam-se do ponto de sela no limite linear), como foi mostrado na Figura
2.5(b). A Figura 4.3 mostra um esquema de uma sela cadtica, e suas variedades
estavel e instavel. As variedades estdveis e instaveis da sela cadtica sao compostas
pelas respectivas variedades dos pontos de sela que a compoem, e possuem estrutura
fractal semelhante a um conjunto de Cantor (NUSSE; YORKE, 1989).
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FIGURA 4.2 - (a) Diagrama de bifurcagdo mostrando a janela periddica de periodo 3, indicada com
uma seta na Figura 4.1(a). SNB indica a bifurcacdo sela-né, e IC indica a crise interior.
As linhas tracejadas representam a 6rbita instdvel criada na bifurcacdo sela-né. (b)
Méximo expoente de Lyapunov Ayax em funcdo da taxa de amortecimento v,. (c) A
mesma janela periédica mostrando a conversdo do atrator cadtico em bandas (preto)
para a sela cadtica em bandas (cinza), na crise interior. (d) Evolugio da sela cadtica
envolvente ao longo do diagrama de bifurcacao.
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FIGURA 4.3 - Esquema representando uma sela caética como um conjunto cadtico de pontos de sela
(os pontos dentro do retdngulo) e as suas variedades estavel (TW°) e instdvel (WVY),

num espaco de fase bidimensional.
FONTE: Hsu et al. (1988)

Dois tipos de selas cadticas serao estudadas ao longo deste capitulo: a sela cadtica
em bandas, e a sela cadtica envolvente, seguindo a nomenclatura proposta por Szabé
et al. (1996). A Figura 4.2(c) mostra a sela cadtica em bandas (BCS, pelas siglas
do inglés Band Chaotic Saddle) chamada assim porque é criada a partir do atrator
cadtico em bandas pré-crise (15 < vi¢), ocupando apenas a regiao definida por esse
atrator, que é mostrado em preto & esquerda do ponto da crise. A Figura 4.2(d)
mostra a sela cadtica envolvente (SCS, pelas siglas Surrounding Chaotic Saddle),
chamada assim porque reside na regiao intermédia entre as bandas do atrator cadtico
pré-crise. Dentro da janela periédica (vsnp < vo < vic) a SCS é responsavel pela
dinamica das érbitas transientes, enquanto fora dela é responsavel pela dinamica dos
eventos intermitentes observados em séries temporais, que serao apresentadas nas
secoes seguintes. Observa-se que estes conjuntos nao sofrem grandes mudangas ao
longo do diagrama de bifurcacao (por exemplo, a sela cadtica em banda é continua

para vy > Vi, € a forma da sela envolvente muda de maneira continua e suave em

Vy = Vi¢ € Vy = UgNB).
4.3 Bifurcacao sela-né

A janela peridédica tem o seu inicio quando um par de érbitas periédicas, uma esta-
vel (SPO) e uma instdvel (UPO) sdo criadas a partir do conjunto caético prévio. A
Figura 4.4 mostra o comportamento da série temporal representada por pontos de
Poincaré (fig. 4.4(a)-(b)) e da érbita no espaco de fase (fig. 4.4(c)-(d)) antes e depois
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FIGURA 4.4 - (a) Serie temporal de pontos de Poincaré, para a amplitude da onda induzida de alta
freqiiéncia a; em funcdo do tempo, em vy = 4.7640 < vsng, mostrando estouros espo-
radicos (intermiténcia Pomeau-Manneville). (b) Serie temporal de pontos de Poincaré,
para a; em fungdo do tempo, em v = 4.7641 > vsyg. (c) Projecdo do espago de fase
no plano (ag, a1), no regime cadtico. (d) Projecdo do espago de fase no plano (ag, a1)
no regime periédico.

da bifurcacao, para uma pequena mudanca de quatro casas decimais no parametro
de controle. Na série temporal no regime caédtico (fig. 4.4(a), vo = 4.7640 < vsxp)
¢ possivel apreciar a ocorréncia do fenomeno de intermiténcia, representado por
estouros esporadicos seguidos de fases laminares que se assemelham ao comporta-
mento no regime periédico (periodo-3). Este tipo de intermiténcia é chamada de
Pomeau-Manneville do tipo I (POMEAU; MANNEVILLE, 1980), e é caracteristica
da regiao cadtica antes da bifurcacao sela-nd. A série temporal mostrada na fig.
4.4(b) (v = 4.7641 > vgyp) mostra uma orbita periédica de periodo-3. A abrupta
mudanca na dinadmica do sistema é refletida nos diagramas do espaco de fase (Fi-
guras 4.4(c) e 4.4(d)), onde a projecdo da érbita do sistema no plano (ag,a;) é

apresentada.

No plano de Poincaré, estas érbitas periddicas criadas na bifurcacao sela-né serao
representadas por pontos fixos. Especificamente, a SPO serd representada no plano

por um atrator, e a UPO serd representada por um ponto de sela.

Generalizando a definicao de ponto fixo dada na relacao 2.4, dado um plano de
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Poincaré P, X é ponto fixo de periodo k se cumpre:

PF(x) =%, (4.5)

onde P¥(X) representa o k-ésimo corte no plano de Poincaré do fluxo com condigio

inicial X.

A Figura 4.5 mostra um tipo de diagrama chamado de mapa de retorno, que serve
para identificar a existéncia de pontos fixos de um determinado periodo. Para isso,
escolhe-se uma condicao inicial, e o mapa de Poincaré é aplicado k vezes (neste caso,
k = 3). Logo sao representados no grafico a condigao inicial e sua k-ésima iteracao,
usando uma das variaveis de estado. No caso da Figura 4.5 escolheram-se valores para
a; no intervalo [1.75, 2.1], para v, = 4.75 < vgyp (Fig. 4.5(a), antes da bifurcagao),
vy = 4.7640 ~ vsnp (Fig. 4.5(¢), pouco antes da bifurcacdo), e vy = 4.8 > vsp
(Fig. 4.5(e), depois da bifurcacao). Para facilitar a identificacdo de pontos fixos a
reta y = z é mostrada. Na Figura 4.5(a) observa-se que o par de pontos fixos ainda
nao existe, embora a curva corte a reta em a; ~ 1.84 num ponto que representa
uma 6rbita instavel de periodo 1. Na Figura 4.5(c), pouco antes da bifurcacao, a
curva é tangente a reta em trés pontos, em cada um dos quais um par de pontos
fixos estavel-instavel serd criado. Depois da bifurcagao sela-né, é de se esperar que
a curva corte a reta y = x. No caso da Figura 4.5(e), em v, = 4.8, foram plotados
pontos pertencentes a sela cadtica envolvente (pontos verdes), levando em conta que
o atrator cadtico converte-se numa sela caética apds a bifurcacio sela-né (SZABO et
al., 1996). Porém, os cruzamentos entre a curva e a reta nao ficam muito claros ja que
a sela cadtica envolvente apresenta espacos vazios ou “gaps” exatamente nas regioes
onde ocorrem os cruzamentos entre a curva e a reta. Para solucionar este problema
definiu-se uma grade unidimensional de condigoes iniciais ao longo da sela cadtica,
de maneira que estas condigoes “cubram” a sela e seus gaps. Para isto foi calculado
um ajuste cibico da sela cadtica para cada uma das varidveis de estado em funcao
de a;. Assim, ao escolher um valor de a; no intervalo [1.75, 2.1] é possivel obter
valores para as outras variaveis de estado através dos ajustes obtidos e usa-los como
condicoes iniciais. A justificativa de utilizar um ajuste cubico é que a aproximacao
da sela cadtica obtida foi melhor do que a obtida usando um ajuste quadratico.
O resultado desta aproximagao é mostrado na Figura 4.5(e) (curva em preto), e o

detalhe na Figura 4.5(f) sugere a existéncia dos dois pontos fixos nas intersegoes
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FIGURA 4.5 - Mapas de retorno ((a1)n, (a1)n+3) para (a) uma érbita caética em vy = 4.75 < vgng,
e (b) o detalhe na regido retangular, onde aprecia-se um espaco entre a curva e a reta
y = x.(c) Uma drbita cadtica em vy = 4.7640 ~ vsng, e (d) o detalhe num dos trés
pontos de tangéncia entre a curva e a reta y = x, um pouco antes da bifurcacdo sela-
nd; (e) Sela cadtica envolvente em v, = 4.8 > vsng (verde) e a curva obtida usando
um ajuste cibico (preto), onde a curva ultrapassa os trés pontos de tangéncia com a
reta y = x, criando um par de pontos fixos estdvel-instavel nas interseccOes entre a
curva e a reta. (f) Detalhe da figura anterior.

entre esta curva e a reta y = .

A Figura 4.6 mostra a sela cadtica envolvente no regime periédico (o = 4.7641 >
vsng) na cor verde, formada por um conjunto cadtico de pontos de sela, onde cada
um deles possui uma variedade estdvel (azul na Figura) e uma variedade instéavel
(vermelha). A érbita periédica estdvel de periodo 3 é denotada por cruzes. A sela
exibe estrutura fractal na direcdo da sua variedade instavel, seguindo a forma de
um conjunto de Cantor (NUSSE; YORKE, 1989), por isto, ela apresenta buracos ou

“gaps” que sao refletidos na estrutura da sua variedade estavel.

A sela cadtica mostrada na Figura 4.6 foi calculada usando o algoritmo Sprinkler
(HSU et al., 1988). Para explicar o funcionamento deste algoritmo, define-se uma
caixa bidimensional R no plano (ag, a;) que contenha a sela e nenhum atrator (Fig.
4.3). Como as selas cadticas sdo conjuntos nao atrativos, as érbitas que tenham sua
condicao inicial dentro da caixa vao ser atraidas na direcao da variedade estavel,

e logo repelidas na direcao da variedade instavel, eventualmente saindo da caixa,
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FIGURA 4.6 - Sela caética (verde) no espaco de fase (ag, a1) para vo = 4.7641 > vsyg, € suas
variedades estdvel (azul) e instavel (vermelha). A érbita periddica de periodo 3 criada
na bifurcacdo é mostrada como cruzes
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com excecao das drbitas que estejam (em teoria) exatamente em cima da variedade
estavel de um ponto de sela X que pertence a sela cadtica. Neste caso, a érbita vai
convergir para o ponto X apoés infinitas iteracoes, ou seja, vai se manter na caixa
a pesar que o tempo de integragdo tenda ao infinito. O algoritmo Sprinkler divide
a caixa numa grade bidimensional de condic¢oes iniciais, e itera cada uma delas
durante um certo tempo t.. Apds este tempo, se ainda ha érbitas dentro da caixa,
entao as condicoes iniciais dessas érbitas sao uma aproximagao da variedade estével,
os pontos finais aproximam a variedade instavel, e os pontos obtidos num instante
t = &t aproximam a sela cadtica. O Sprinkler precisa de alguns testes para escolher
o tempo t. correto, porém geralmente usa-se a média que leva para cada uma das
condigbes iniciais safrem da caixa, e £ = 1/2 (HSU et al., 1988). Se dentro da caixa
escolhida existe um atrator, deve-se redefinir a regiao de forma tal que o atrator
seja excluido (por exemplo, pode-se “cobrir” o atrator com discos de raio pequeno,
definindo esses discos como sendo regioes fora da caixa). No caso da Figura 4.6,
a caixa foi definida em [4, 8]x[1.7, 2.1], usando uma grade de 1000x1000 pontos, e

cobrindo o atrator de periodo 3 com discos de raio 0.005.

Outro algoritmo utilizado para obter uma aproximacao da sela cadtica no espaco de
fase é chamado procedimento triple PIM (NUSSE; YORKE, 1989). Um triple PIM
(do inglés Proper Interior Mazimum) é um conjunto de pontos (a, ¢, b), onde (a, b)
delimitam o segmento que corta a variedade estével da sela (no limite linear) como
mostra a Figura 4.7, e ¢ é um ponto interior. Dada uma regiao que contenha o triple
PIM, e nenhum atrator, o ponto interior ¢ possuird o maximo tempo de saida, ou
seja, o tempo em que uma Orbita com condicao inicial ¢ sai da regiao definida é
maior do que o tempo de saida dos pontos a e b. Definindo um intervalo inicial L, o

procedimento triple PIM consiste em:

a) Subdividir o intervalo em e partes, até achar um novo intervalo que seja

suficientemente pequeno (por exemplo, 107%), e que também seja triple
PIM.

b) Tterar o intervalo, ou seja, integrar o sistema usando os pontos (a, b) como
condicoes iniciais, registrando um desses pontos, até que o comprimento

do intervalo seja maior que 1073. Se for assim, repetir o passo a).

Tanto o algoritmo Sprinkler como o procedimento triple PIM podem ser usados para
achar selas cadticas. O algoritmo Sprinkler possui as avantagens de ser mais sim-

ples de implementar, permite obter as variedades estdvel e instavel da sela cadtica,
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FIGURA 4.7 - Ponto de sela p com suas variedades estdvel e instdvel, e o segmento (a, b) que corta
a variedade estavel
FONTE: Nusse e Yorke (1989)

e ¢é paralelizavel, ou seja, é possivel implementéd-lo para sistemas de multiplos pro-
cessadores. A sua desvantagem é que precisa de algumas tentativas para obter os
parametros corretos, por exemplo, o tempo médio de integragao t.. O procedimento
triple PIM oferece uma melhor aproximacao a sela cadtica, porém, o algoritmo nao

¢ facilmente paralelizavel.

A Figura 4.8 mostra alguns tipos de conjuntos cadticos que existem na regiao da
bifurcacao sela-né: a sela cadtica envolvente (SCS) e sua variedade instavel (UM,
Unstable Manifold) depois da bifurcagao, e a sela cadtica e o atrator cadtico (CA)
antes da bifurcacao. As selas caoticas foram achadas usando o procedimento triple
PIM. A semelhanca entre as selas antes e depois da bifurcacao é devida a robustez
das UPOs que a formam, e a semelhanca entre a variedade instavel e o atrator cadtico
¢ devido ao fato de que a variedade instavel representa a direcao de expansao do
atrator (REMPEL, 2003).

Na Figura 4.4(a) foi apresentada a ocorréncia de intermiténcia numa série temporal
representada por pontos de Poincaré. A freqiiéncia destes estouros nas séries aumenta
para valores do parametro de controle mais afastados de vsyp no regime cadtico (ou
seja, para vy < vsnp na Figura 4.2), ou dito de outra maneira, o tempo de duracao das
fases laminares que sao aproximadamente periddicas (representado pelo simbolo 7)

diminui. A Figura 4.9 mostra o tempo caracteristico das fases laminares em funcao da
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FIGURA 4.8 - Conjuntos invariantes na bifurcacdo sela-nd, projetados no espaco de fase (ag, a1). (a)

Sela caética envolvente (SCS) para vo = 4.7641 > wsng. A Orbita estdvel de periodo
3 estd representada por cruzes. (b) Variedade instavel da sela cadtica envolvente, para
o mesmo valor de v,. (c) Sela cadtica antes da bifurcacdo v = 4.7640 < vsng. (d)
Atrator cadtico antes da bifurcacio.
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FIGURA 4.9 - Tempo caracteristico 7 entre estouros (quadrados pretos) em fungdo da “distancia”
entre vs e vsyg NO regime cadtico prévio a bifurcacdo sela-nd, junto com o ajuste linear
(linha vermelha) com inclinacdo v ~ —0.62, em escala logaritmica para ambos eixos

“distancia” entre o valor do parametro de controle e do valor onde ocorre a bifurcacao,
em escala logaritmica para ambos eixos. Cada ponto do grafico representa o tempo
médio de duracao das fases laminares obtido de uma série temporal longa. Neste

grafico apresenta-se também um ajuste linear, onde a inclinacao v ~ —0.62.
4.4 Crise interior

Depois da bifurcagao sela-né, a orbita peridédica estavel de periodo 3 bifurca-se cri-
ando uma orbita de periodo 6, conforme aumenta o valor do parametro de controle
na Figura 4.2. Logo bifurca-se para uma orbita de periodo 12, e assim diante numa
cascata de duplicacao de periodo até se transformar num atrator cadtico fraco ou
em bandas, chamado assim porque o valor de A\yax € relativamente pequeno quando

comparado com o valor de Ayax quando vy > ¢ na Figura 4.2 (b).

Estes atratores em bandas podem apresentar outras pequenas janelas periddicas
enquanto as suas larguras aumentam lentamente com o parametro de controle, até
que uma mudanca repentina acontece na dinamica do sistema, onde o tamanho do
atrator aumenta abruptamente, marcando a destruicao da janela periddica. Esta
mudanca abrupta é chamada de crise interior (HILBORN, 1994).

A Figura 4.10 mostra uma secao da série temporal e o diagrama de fase antes e de-
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FIGURA 4.10 - (a) Série temporal de pontos de Poincaré, para a amplitude a; em funcdo do tempo,
em vy = 4.9150 < yic. (b) Série temporal de pontos de Poincaré, para a; em fungdo
do tempo, em v, = 4.9151 > ¢, mostrando estouros esporddicos (intermiténcia
induzida pela crise). (c) Projecdo do espaco de fase no plano (ag, a1), no cendrio
prévio a crise. (d) Projecdo do espago de fase no plano (ag, a1) apds a crise.

pois da crise. Na Figura 4.10(a), antes da crise (vo = 4.9150 < v1), a série temporal
representada por pontos de Poincaré apresenta o comportamento cadtico limitado
a trés regides. Depois da crise (15 > v¢), a série temporal “foge” esporadicamente
destas regioes criando estouros intermitentes, alternando-se com periodos “lamina-
res” que se assemelham ao comportamento do atrator caético pré-crise mostrado na
fig. 4.10(a); este tipo de intermiténcia é conhecido como intermiténcia induzida pela
crise (GREBOGI et al., 1983). As drbitas no espaco de fase (figs. 4.10(c) e 4.10(d))
mostram que, em vy > v, efetivamente a oOrbita escapa da regiao onde estava

confinada na situacao pré-crise.

Este aumento do tamanho do atrator cadtico na crise interior ocorre devido a colisao
entre o atrator caético em bandas e a variedade estavel da 6rbita mediadora MPO. A
Figura 4.11 mostra a sela cadtica (verde) e suas variedades estaveis (azul) e instaveis
(vermelha); a MPO de periodo 3 (cruzes) e o atrator cadtico fraco em preto, em
vy = 4.9150 < yie. A Figura 4.12 mostra o detalhe desta colisdao em cada uma das
bandas, onde o atrator caético toca a variedade estdavel da MPO (representada pelo
contorno da variedade estavel da sela cadtica), marcada como SM (Stable Manifold),

e que define a separagao entre as regioes de banda (BR) e regidao envolvente (SR)
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(SZABO et al., 1996).

A Figura 4.13 mostra alguns conjuntos invariantes antes e depois da crise, da mesma
forma como foi feito na bifurcacdo sela-né na Figura 4.8. O atrator caético (CA)
na Figura 4.13(a) antes da crise esta confinado a regido de bandas, e a sela cadtica
envolvente (SCS) fora dela. O limite entre estas duas regioes é dada pela variedade
estavel da MPO (cruzes). A sela cadtica envolvente nao sofre maiores modificacoes
depois da crise (fig. 4.13(c)), novamente devido a robustez das UPOs que a compdem.
A incursao das orbitas na regiao envolvente no cenario pds-crise faz com que o
atrator cadtico depois da crise se assemelhe com a variedade instavel da sela cadtica
(Figuras 4.13(b) e 4.13(d)).

No diagrama de bifurcagdo mostrado na Figura 4.2(c) observa-se que a sela de ban-
das BCS apresenta espacos “vazios” que ampliam-se a medida que o parametro de
controle 5 aumenta. Estes espacos sao densamente preenchidos por um tipo especial
de UPOs criadas no momento da crise, que vao unir as regioes em banda e envol-
vente, ou seja, a orbita destas UPOs atravessa as duas regioes, sendo representadas
na secio de Poincaré por pontos localizados em ambas regides (SZABO et al., 1996;
REMPEL, 2003). A presenca destas UPOs acopladoras faz com que uma 6rbita sobre
o atrator caotico “fuja” da regiao de banda para a regiao envolvente seguindo a vari-
edade instavel da UPO, e depois retorne a regiao de banda, criando a intermiténcia

observada na série temporal apresentada na Figura 4.10.

Logo apos a crise, as UPOs acopladoras possuem periodos muito longos, tendendo
ao infinito quando vy — v (SZABO et al., 1996). Conforme 1, aumenta, sio criadas
orbitas de menor periodo, a medida que os espagos ou “gaps” na sela cadtica de
banda vao se ampliando. A Figura 4.14 mostra a coexisténcia entre o atrator caético
em vy = 4.93 > ¢ (Fig. 4.14(a)), as selas em bandas e envolvente (Fig. 4.14(b))
referidas como o “esqueleto geométrico” do atrator por Szabd e Tel (1994), e uma
orbita acopladora de periodo 14 no espago de fase, onde apenas um dos pontos
de Poincaré se encontra na regiao de bandas, e os demais encontram-se na regiao

envolvente.

Da mesma forma que na bifurcacao sela-né, é possivel calcular o tempo caracteristico
entre estouros produzidos pela intermiténcia induzida pela crise numa série temporal
para um valor do pardmetro de controle no regime caético (o > vi¢). A Figura 4.15

mostra o tempo 7 ja definido na secao 4.3 em funcao da distancia entre vy e vic.
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FIGURA 4.12 - Detalhe da colisdo entre o atrator cadtico (CA) e o contorno da variedade estavel da
6rbita mediadora (SM), prévio a crise interior (2 = 4.9150 < v¢), para (a) a banda
na esquerda, (b) no centro, (c) e na direita do eixo ag. BR indica a regido de banda e
SR indica a regido envolvente, projetadas no plano (ag, a1). A colisdo ocorre nas trés
bandas do atrator cadtico simultaneamente
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FIGURA 4.13 - Conjuntos invariantes na crise interior, no espaco de fase (ag, a1). (a) Sela cadtica
envolvente (SCS) para v, = 4.9150 < yc. O atrator cadtico fraco estd representado
pelas trés bandas em preto, e a UPO mediadora de periodo trés por x. (b) Variedade
instavel da sela caética envolvente, para o mesmo valor de v5. (c) Sela cadtica apds a
crise, 2 = 4.9151 > yi¢, junto com a UPO mediadora. (d) Atrator cadtico pds-crise.
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FIGURA 4.14 - Orbita acopladora no atrator cadtico pés-crise (v, = 4.93). (a) O atrator cadtico
(CA) e a 6rbita mediadora representada por cruzes. (b) Selas cadticas de banda BCS
(preto) e envolvente SCS (verde), e a variedade estdvel da MPO que separa as regides
de banda e envolvente (c) Orbita acopladora de periodo 14, possuindo um ponto

dentro da regido de banda, e os demais fora dela.
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FIGURA 4.15 - Tempo caracteristico 7 entre estouros em funcdo da "distdncia” entre v, e yc no
regime cadtico pds-crise, junto com o ajuste linear com inclinacdo v ~ —0.60, em
escala logaritmica para ambos eixos

Além disso, foi calculado um ajuste linear, onde obteve-se v ~ —0.60.
4.5 Determinacao de variedades para sistemas de 4 dimensoes

As Figuras 4.6 e 4.11 mostram as variedades estavel e instavel das selas cadticas,
achadas usando o algoritmo Sprinkler. A descricao original deste algoritmo, feita por
Hsu et al. (1988), considera apenas sistemas discretos bidimensionais, por exemplo,
o resultante de aplicar um plano de Poincaré a um sistema tridimensional, como por
exemplo as equacoes de Rossler 2.1-2.3. Assim, as dimensoes do sistema reduziriam-
se de trés para dois, e a definicao de uma grade de condicoes iniciais seria feita de
forma direta no plano de Poincaré. Este nao é o caso do sistema 4.1-4.4, onde o

“plano” de Poincaré reduz o sistema de quatro dimensoes (ag, a1, a2, ¢) para trés

(%7 ay, ¢)-

A primeira tentativa de implementar o método de Sprinkler consistiu em definir a
grade bidimensional de condigoes iniciais usando ¢ = cte., mas um plano escolhido
dessa forma resulta inadequado como demonstra a Figura 4.16, ja que a sela cadtica
envolvente SCS possui uma curvatura caracteristica no espaco de fase tridimensional.
Foi necessario definir um plano expressando ¢ em termos de ag, que contenha a sela
caotica fazendo uso de uma regressao linear com ajuste ctibico de ¢ em termos de

ag, calculado a partir dos pontos da mesma sela cadtica previamente achada usando
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FIGURA 4.16 - Sela caética envolvente no espaco de fase tridimensional (ag,a1, ¢) (verde), e suas
projecdes nos planos ¢ = cte., e a; = cte. (preto), para vo = 4.7641

o algoritmo PIM triple (NUSSE; YORKE, 1989). A equagao foi obtida usando o pro-
grama XMGrace (disponivel em http://plasma-gate.weizmann.ac.il/Grace/).
A Figura 4.17 mostra a sela cadtica e a curva obtida do ajuste. Como a curva obtida
representa uma boa aproximacao a sela, a equacao foi finalmente usada para obter a
componente ¢ da grade de condigoes iniciais necessarias para o algoritmo Sprinkler
(Figura 4.18).

O procedimento descrito é valido pelo menos para sistemas cujas selas cadticas pos-
suam geometria simples no plano de Poincaré, como é o caso do modelo estudado
neste capitulo, onde a SCS (mostrada na Figura 4.16) possui uma forma semelhante

a uma curva.
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FIGURA 4.18 - Grade de condi¢des iniciais no espago de fase (ag, a;, ¢) usando trés perspectivas
distintas.
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CAPITULO 5

TEORIA DE CAOS PARA INTERACAO NAO LINEAR DE
QUATRO ONDAS

5.1 Modelo de quatro ondas cibico

O modelo a ser estudado neste capitulo foi proposto por Russell e Ott (1981):

ay = ag+ 2apaiassin ¢ (5.1)
G, = —uvia; — ajaysing (5.2)
Gy = —loGy — aiaysing (5.3)
¢ = —204d+a—2d2+ [4@1@ —ag (Z—j + Z—;)} Cos ¢, (5.4)

onde os parametros sao similares aos pertencentes ao sistema 4.1-4.4, com a diferenca
que as amplitudes a; » representam as ondas induzidas de alta freqiiéncia nos modos
Stokes e anti-Stokes. O conjunto de equacoes 5.1-5.4 descreve a dinamica nao linear
da interagdo de trés ondas (uma indutora e duas induzidas) levando em conta que a
onda de baixa freqiiéncia fica presa pela forca ponderomotiva devido ao gradiente na
intensidade da onda como discutido na secao 2.5.4. Para que isto ocorra é necessario
que tanto a velocidade de fase da onda ion-actstica (baixa freqiiéncia) como as
velocidades relacionadas com as mudancas no envoltoério da onda de Langmuir sejam
menores do que a velocidade do som (ROBINSON et al., 2002; ROBINSON, 1997).
Este mecanismo de interacao é conhecido como processo modulacional sub-sonico.

Exemplos de processos modulacionais sao:

= L +L"+5"
= T +L" 45"
= L +T17+45"
= T~ 4+T"+5%,

t~ o~
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onde L representa uma onda de Langmuir, T uma onda eletromagnética, e S uma
onda ion-acustica. O superindice * indica que a onda encontra-se em modo Stokes,
o superindice ~ em modo anti-Stokes e o simbolo * indica que a onda encontra-se no
limite sub-sonico, neste caso, a onda ion-actstica. O detalhe da obtencao do sistema

5.1-5.4 das equacoes de Zakharov encontra-se no apéndice A.2.
5.2 Andlise nao linear do modelo simplificado (v; = 1)

Russell e Ott (1981) fizeram uma simplificacao do sistema de equacoes 5.1-5.4, con-
siderando as amplitudes a; = ao, e as taxas de amortecimento v; = v = v. Desta

forma o sistema ¢ reduzido de quatro equacoes para trés:

ap = ag+ 2apa’sin ¢ (5.5)
4, = —va; — aga, sin¢ (5.6)
¢ = —20+2(a% —a2) +2(2d> — a?) cos p (5.7)

Em Miranda et al. (2005) foi feita uma andlise da dindmica cadtica do sistema 5.5-5.7
fixando 6 = —6, e enfocando a atencao na janela de periodo-3 mostrada na Figura
5.1(a). O plano de Poincaré foi definido em a; = 1, e registraram-se os pontos onde
a orbita corta o plano com a; > 0, ou seja, da “esquerda” para a “direita” no eixo
a;. Analisando o diagrama de bifurcacao da direita para a esquerda, temos que uma
mudanga abrupta na dinamica do sistema ocorre na bifurcacio sela-ndé (marcado
como SNB, do inglés saddle-node bifurcation), onde a janela periddica tem o seu
inicio. Apds uma série de bifurcacoes de duplicacao de periodo o atrator atinge o
estado de atrator cadtico fraco, ou em bandas, até que uma nova mudanca faz que o
atrator cadtico aumente o seu tamanho, num evento conhecido como crise interior,

marcado como IC (do inglés interior crisis) na Figura 5.1(a).

A figura 5.1(b) mostra o valor do maximo expoente de Lyapunov Ayax calculado
para cada valor do parametro de controle v na Fig. 5.1(a). Observa-se que quando
Amax > 0, a dinamica é cadtica, e quando Ayax < 0, a dinamica é periddica. Podem-
se apreciar descontinuidades que ocorrem cada vez que o sistema sofre uma mudanca

abrupta, ou seja, na bifurcacao sela-né (SNB) e na crise interior (IC).

Na Figura 5.2 sao mostradas trés séries temporais representadas por pontos de Poin-
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FIGURA 5.1 - (a)Diagrama de bifurcacdo para a amplitude ag em fun¢do da freqiiéncia de amorteci-
mento das ondas induzidas v; SNB indica a bifurcagdo sela-né e IC a crise interior. (b)
Expoente maximo de Lyapunov Ayax em fungdo do parametro de controle v.
FONTE: Miranda et al. (2005)
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caré, para v = 6.7547 < vgnp (Figura 5.2(a), periodo-3), v = 6.7548 > vy (Figura
5.2(b), cadtico) e v = 6.755 > vgyp (Figura 5.2(c), cadtico). Nesta figura é possivel
observar que a freqiiéncia dos estouros aumenta enquanto o valor do parametro de
controle se afasta do valor em que ocorre a bifurcacao sela-né. A mesma situagao
acontece na crise interior, como mostra a Figura 5.3. Para v = 6.7469 > ¢ (Figura
5.3(a)), as érbitas ainda estao confinadas na regiao do espaco de fase ocupada pelo
atrator cadtico de bandas mostrado na Figura 5.3(d). Para v = 6.7468 a série tem-
poral apresenta interrupgoes esporadicas, sendo a freqiiéncia da intermiténcia maior
em v = 6.7467. As figuras 5.3(e) e 5.3(f) demonstram que as drbitas “fogem” da

regiao de bandas.
5.3 Anadlise nao linear com v; # v,
5.3.1 Diagramas de bifurcacao

Para a andlise do sistema 5.1-5.4 fixou-se v, = 6.75 e vy foi escolhido como o pa-
rametro de controle. O plano de Poincaré foi definido em ay, = 1, com o mesmo
sentido de corte do que na andlise anterior (a; > 0), e 6 = —6. Note-se que, para
o modelo simplificado 5.5-5.7, em v = 6.75 o sistema possui comportamento perio-
dico (periodo 3), visivel na Figura 5.1. A Figura 5.4 mostra a evolugao do sistema
ao variar v, no intervalo [6.2, 7]. Da esquerda para a direita o sistema inicialmente
apresenta comportamento periédico (ciclo limite simples) sofrendo uma bifurcacao
de duplicagao de periodo em 15 = 6.35. Eventualmente o sistema atinge o estado de
atrator cadtico em vy &~ 6.45. Este atrator cadtico sofre uma cascata inversa de du-
plicacao de periodo, para voltar ao ciclo limite em 5 &~ 6.83. O célculo dos expoentes
de Lyapunov mostrado na Figura 5.4(b) confirma as mudangas do comportamento
periédico para caodtico. Durante a evolucao do atrator cadtico é possivel distinguir
duas janelas periédicas, sendo uma delas de periodo 3 (marcada com uma seta). A
existéncia desta janela é confirmada pela queda no valor do maximo expoente de

Lyapunov (mostrado na Figura 5.4(b) com uma seta).

A janela de periodo 3 é muito parecida com a janela estudada no capitulo anterior,
no sentido de que é criada numa bifurcagao sela-né em vy = 6.4845 = vgyp (marcado
como SNB na Figura 5.5(a)), onde sdo criadas duas érbitas periddicas, uma estavel
e uma instavel. A orbita periddica estdavel sofre uma série de duplicacoes de periodo
enquanto aumenta o parametro de controle, chegando ao estado de atrator cadtico

fraco, onde o méximo expoente de Lyapunov possui valor positivo (Figura 5.5(b)).
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FIGURA 5.4 - (a) Diagrama de bifurcacdo do sistema 5.1-5.4 usando a varidvel de estado a; em

funcdo do v no intervalo [6.2, 7]. (b) Méximo expoente de Lyapunov em funcdo de v
para o mesmo intervalo. A janela periddica de interesse estd marcada com uma seta.
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FIGURA 5.5 - (a) Diagrama de bifurcacdo mostrando a janela periédica e a érbita mediadora criada
na bifurcacdo sela-né. SNB indica a bifurcacdo sela-né, e IC indica a crise interior. (b)
Méximo expoente de Lyapunov Amax- (c) Sela cadtica em bandas (cinza) criada a partir
do atrator cadtico fraco antes da crise. (d) Sela cadtica envolvente.

Em vy, = 6.5075 = vi¢ a érbita periddica instavel colide com o atrator caético fraco
produzindo uma crise interior, onde o tamanho do atrator caético aumenta, e o valor

do maximo expoente de Lyapunov sofre uma descontinuidade.

Depois da crise, o atrator cadtico em bandas converte-se numa sela cadtica em
bandas (BCS), cuja evolugao é mostrada na Figura 5.5(c). Observa-se que ela possui
espacos ou “gaps” que aumentam de tamanho com o parametro de controle vy. A
sela cadtica envolvente (Figura 5.5(d)) existe em todo o diagrama de bifurcagao,

variando de forma continua e suave.
5.3.2 Bifurcacao sela-né

No diagrama de bifurcagdo mostrado na Figura 5.5 observa-se que a bifurcacao sela-
no ocorre aproximadamente em v = 6.4845. Neste tipo de bifurcacao um par de
orbitas estavel e instavel sao criadas a partir do conjunto cadtico prévio a bifurcacao.
A criacao destas Orbitas periddicas (representadas por pontos fixos no plano de

Poincaré) pode ser visualizada no mapa de retorno mostrado na Figura 5.6, onde
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uma condicao inicial e a sua terceira iteracdo no mapa sao plotados. Os pontos fixos
serao identificados como os pontos de interseccao entre a curva resultante e a reta
y = x, ja que, dado um plano de Poincaré P, um ponto fixo de periodo 3 deve

satisfazer:

Pz =z

A Figura 5.6(a) mostra o mapa de retorno em v, = 6.48, onde a curva corta a reta
1y = T apenas num ponto, que representa uma orbita periddica instavel de periodo
1 que nao é relevante. A figura 5.6(c) mostra que, para v, = 6.4844 ~ vgyp, a curva
é tangente em forma simultdnea em trés pontos da reta (um deles é mostrado em
detalhe na Figura 5.6(d)), em cada um dos quais um par de érbitas estdvel e instavel
serd criado. A Figura 5.6(e), e o detalhe em 5.6(f), mostram que a curva em vy = 6.49
ultrapassa a reta nos trés pontos de tangéncia, criando um ponto fixo estavel e um
ponto instavel. Estes graficos foram obtidos usando as técnicas descritas no capitulo
4.

Antes da bifurcacao sela-né, é possivel observar nas séries temporais a intermiténcia
Pomeau-Manneville do tipo I, como é o caso da Figura 5.7(a) para vo = 6.4844 <
vsnB, onde a série temporal estd representada por pontos de Poincaré. Esta inter-
miténcia caracteriza-se por fases laminares aproximadamente periédicas que sao in-
terrompidas aleatoriamente por estouros caéticos (POMEAU; MANNEVILLE, 1980).
A Figura 5.7(c) mostra a trajetéria para o mesmo valor do parametro de controle,
projetada no plano (ag, a;). Para vy, = 6.4845 > vsyp (0 que representa uma mu-
danga na quarta casa decimal), a série temporal apresenta comportamento periddico
(periodo 3), e a 6rbita no espaco de fase converge para o ciclo limite cuja projecao

no plano (ag, a;) é mostrada na Figura 5.7(d).

A freqiiéncia da intermiténcia Pomeau-Manneville do tipo I observada nas séries
temporais aumenta de forma exponencial a medida que o valor no parametro de
controle se afasta do valor onde ocorre a bifurcagio (SZABO et al., 1996). A Figura
5.8 mostra o tempo médio de duracao das fases laminares nas séries temporais,
em funcao da diferenca entre o valor do parametro de controle e o momento da
bifurcacao. Ambos os eixos estao em escala logaritmica. Na mesma figura mostra-se

um ajuste linear, onde a inclinagao é v ~ —0.36.
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FIGURA 5.6 - Mapas de retorno mostrando |a; |, com relacdo a terceira iteracdo no plano de Poincaré
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(e) vo = 6.49 > vsnp, e (f) o detalhe da intersecdo entre a curva obtida através de
um ajuste clbico da sela cadtica, e a reta. A curva obtida diretamente da sela cadtica
€ mostrada em verde.
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FIGURA 5.8 - Tempo caracteristico T de duracdo das fases laminares nas séries temporais em funcio

da “distancia” entre o valor do pardmetro de controle e 0 momento da bifurcacdo sela-
né, e um ajuste linear (linha vermelha) onde a inclinacdo 7 ~ —0.36. Ambos eixos
estdo em escala logaritmica.
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5.3.3 Crise interior

Na Figura 5.5 é possivel observar que a crise interior ocorre quando a érbita medi-
adora (que foi criada na bifurcagao sela-né, em vy & 6.4845) colide com o atrator
cadtico em bandas, que aumenta de tamanho abruptamente em 1, =~ 6.5075. A Fi-
gura 5.9 mostra as mudancas sofridas pela série temporal, e pela 6rbita no espaco de
fase, devido a crise. Em vy = 6.5074 < v¢, a série temporal representada por pontos
de Poincaré na Figura 5.9(a) apresenta um comportamento cadtico, porém confinado
em trés bandas. No espaco de fase, as orbitas sao atraidas para o atrator cadtico
fraco cuja projecao no plano (ag, a;) é mostrada na Figura 5.9(b). Depois da crise
(ry = 6.5075), a série temporal mostra a ocorréncia esporadica de estouros que inter-
rompem o comportamento anterior de maneira intermitente (chamada intermiténcia
induzida pela crise interior), como mostra a Figura 5.9(c) para vs = 6.5075 > ¢,
fazendo que as oOrbitas fujam para outras regioes no espaco de fase, mostrado na

Figura 5.9(d) para o mesmo valor do parametro de controle.

A crise interior ocorre pela colisao entre o atrator cadtico em bandas e a variedade
estavel da orbita mediadora. A Figura 5.10 mostra o atrator cadtico em bandas
(preto), a sela cadtica envolvente (verde), e as suas variedades estével (azul) e instavel
(vermelho). A 6rbita mediadora também é mostrada (cruzes). Observa-se que as trés
bandas colidem simultaneamente com a variedade estavel da orbita mediadora, que

fica no contorno da variedade estavel da sela cadtica.

A intermiténcia induzida pela crise mostrada na Figura 5.9(b) é devido a existéncia
de 6rbitas acopladoras, as quais percorrem o espago de fase unindo as regides de
banda e envolvente, e preenchem densamente os espacos ou “gaps” das selas cadticas
depois da crise. No plano de Poincaré estas érbitas estao representadas por pontos
fixos existentes em ambas as regides. A Figura 5.11(a) mostra o atrator cadtico em
vy = 6.515 > vy, as selas de banda e envolvente (o “esqueleto” do atrator) junto
com a 6rbita mediadora na Figura 5.11(b), e uma drbita acopladora de periodo 10
na Figura 5.11(c).

Finalmente, foi calculado o tempo caracteristico da duragao das fases laminares (ou
seja, a média do tempo entre eventos intermitentes) observadas nas séries temporais
caoticas pds-crise, para diferentes valores do parametro de controle v,. A figura 5.12
mostra a média do tempo obtido, em funcao da “distancia” entre o valor atual do

parametro de controle, e o valor vy = 6.5075 =~ vi¢. Foi calculado também um ajuste
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FIGURA 5.9 - Séries temporais representadas por pontos de Poincaré para (a) v» = 6.5074 < yc,
onde a 6rbita mantém-se em trés regiGes bem definidas, e (b) v = 6.5075 > vy,
mostrando intermiténcia induzida pela crise interior. (c) Trajetéria projetada no espaco
de fase (ag, a1) para vy = 6.5074 < yc. (d) Trajetdria projetada no mesmo espago de
fase, para vo = 6.5075 > v, com a drbita “fugindo” esporadicamente das regides de
bandas.
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FIGURA 5.10 - Sela caética envolvente (verde) e as suas variedades estdvel (azul) e instdvel (verme-
Iho), com o atrator cadtico em bandas (preto), e a érbita mediadora (cruzes) para
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dora (que define o contorno da variedade estével da sela cadtica) em forma simultinea
nas trés bandas.
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FIGURA 5.11 - Coexisténcia do atrator cadtico, selas cadticas e érbitas acopladoras no espaco de fase,
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linear (linha vermelha) onde a inclinagdo é v ~ —0.62.
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CAPITULO 6
CONCLUSAO

A aplicacao da Teoria de Caos em modelos de interacao onda-onda nao lineares feita
durante o desenvolvimento deste trabalho demonstra que a dinamica nao-linear das
ondas de plasma, tanto para o processo de decaimento (trés ondas) como para o
processo modulacional sub-sonico (quatro ondas), pode chegar a ser muito complexa
dependendo da escolha dos valores para os parametros. Foi demonstrada também
a existéncia de conjuntos cadticos nao atrativos (selas cadticas) no espaco de fase,
e a evolucao delas ao longo do diagrama de bifurcacao. Para cada modelo, dois
tipos de intermiténcia foram estudadas: intermiténcia Pomeau-Manneville de tipo
I, e intermiténcia induzida pela crise interior. Neste tdltimo caso a ocorréncia dos
eventos intermitentes foi atribuida a existéncia de orbitas acopladoras identificadas
no espaco de fase, que acoplam duas selas cadticas. A analise destes modelos pode
contribuir para o controle e a previsao de interacoes onda-onda nao lineares em
plasmas espaciais (LOPES; CHIAN, 1996b).

Nos diagramas de bifurcacao e séries temporais apresentados nos capitulos 4 e 5
escolheu-se usar a variavel a; para o eixo vertical. A justificativa de usar esta varia-
vel é que, em muitos exemplos de interagoes onda-onda (como os apresentados no
capitulo 2) a onda induzida é do tipo eletromagnética, comumente detectada atra-
vés de instrumentos na Terra, como no exemplo dado na secao 3.2, onde emissoes
solares de radio de tipo II foram detectadas pelos radioespectrégrafos em Potsdam
e Ondfejov, enquanto outros tipos de ondas de plasma somente poderiam ser de-
tectadas “in-situ” no espaco usando instrumentos em espagonaves, ja que apenas as
ondas eletromagnéticas podem se propagar até o observador (KIVELSON; RUSSELL,
1995).

A andlise numérica feita nos capitulos 4 e 5 demonstra que a estrutura dos conjun-
tos cadticos achados nos modelos propostos por Wersinger et al. (1980) e Russell
e Ott (1981) sdo muito parecidos (compare-se por exemplo, as selas cadticas de
banda e envolvente mostradas nas Figuras 4.14 e 5.11). Numericamente, os dois sis-
temas comportaram-se de maneira instavel ao tentar realizar a integracao em tempo
reverso (ou seja, a execugao de codigo falhava). Como o algoritmo que calcula a
variedade estavel de um ponto de sela depende deste tipo de integracao, nao foi

possivel determinar diretamente a variedade estavel da érbita mediadora, e optou-se
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por representa-la através do contorno da variedade estavel da sela cadtica envolvente
(Figura 4.12).

Além dos exemplos enumerados no capitulo 3, existe também a possibilidade futura
de deteccao de planetas extrasolares magnetizados através de emissoes de radio
(STEVENS, 2005). E de se esperar que os planetas fora do sistema solar detectados
até hoje usando técnicas indiretas (por exemplo, pequenas variacoes na posicao de
uma estrela pela influéncia gravitacional do planeta) possuam muitas caracteristicas
comuns com o planeta Jupiter, entre elas, a existéncia de uma magnetosfera. No
sistema solar, os planetas que possuem campos magnéticos sao fonte de emissoes
ciclotronicas de radio coerentes, onde a intensidade das emissoes é proporcional a
intensidade do campo magnético, sendo Jipiter o maior emissor no nosso sistema
(FAREWELL et al., 2004), o que d4 suporte a idéia de detectar exoplanetas através
de emissoes de radio. Em contraste com as atuais técnicas, a deteccao de exoplanetas
através de emissoes de radio oferece uma maior quantidade de informacao do planeta,
por exemplo, a magnitude e complexidade do campo magnético, o periodo de rotagao

do planeta, e a presenca de luas magnetizadas dentro da magnetosfera planetaria.

Recentemente tém sido feitas algumas tentativas na deteccao de planetas extraso-
lares através de emissoes de radio sem resultados positivos. Por exemplo, Bastian
et al. (2000) procuraram emissdes em oito planetas extrasolares conhecidos, através
de trés freqiiéncias (74 MHz, 333 MHz e 1465 MHz) usando o radiotelescépio Very
Large Array (VLA). Nesse trabalho sdo enumeradas uma série de possiveis razoes da
falta de fontes de radio, uma delas sendo a falta de sensibilidade do radiotelescopio.
Segundo Bastian et al. (2000), seria necessério aumentar em duas ou trés vezes a
sensibilidade do VLA para detectar as emissoes de radio do tipo-Jupiter desde dis-
tancias tipicas de planetas extrasolares. Este problema deveria ser resolvido com o
funcionamento do projeto LOFAR (do inglés Low Frequency Array), que serd capaz
de detectar freqiiéncias no intervalo de 10 a 240 MHz, e o projeto SKA (Square
Kilometre Array) cujo limiar de sensibilidade serd tal que permitira detectar sinais

andlogas as transmissoes de televisao terrestres em exoplanetas (LAZIO et al., 2004).

Os processos de interacao onda-onda nao lineares estudados neste trabalho podem
providenciar mecanismos alternativos as emissoes ciclotronicas de maser para expli-
car a geracao de emissoes de radio planetarias do sistema solar e extrasolares (WU et
al., 1983; LOPES; CHIAN, 1996). Os resultados apresentados mostram que os sinais

de emissoes de radio planetdrias podem ser tanto periddicas como caoticas. Os sinais
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cadticos apresentam padroes intermitentes em séries temporais.

Embora a aplicacao deste trabalho esteja orientada para plasmas espaciais, as téc-
nicas utilizadas podem servir para o estudo e controle de plasmas de fusao em la-
boratérios. Nesta drea, o projeto ITER (International Thermonuclear Ezperimental
Reactor) representa o principal esforco internacional para recriar os processos de fu-
sao termonuclear existentes no interior das estrelas numa maquina de tipo tokamalk,
e depois de 20 anos de planejamentos atraiu novamente a atencao da comunidade
de pesquisa em plasmas, em junho deste ano, ao decidir o local de construcao do
projeto em Cadarache, ao sul da Franca (CLERY; NORMILE, 2005).

Em resumo, o estudo da dinamica nao-linear de interagao onda-onda pode contri-
buir para o progresso tanto da fisica de plasma espacial como da fisica de fusao

termonuclear controlada.
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APENDICE A

EQUACOES DE ZAKHAROV E SCHRODINGER NAO LINEAR

A.1 Derivacao das equacgoes de Zakharov

As equagoes de Zakharov podem ser obtidas a partir das seguintes equacoes:

oV, q
. = —(E B) — o
5 +(Va- V) m( +V,xB)—v,V
on
= : aVa -
5 + V- (naVa) 0
0B
VxE = ——
% ot
1 OE
— J+
vxB Ho +028t
V.-E = a
€0
V:-B = 0

’YaKBTavna

NaMq

(A.1)

Onde (A.1) é a equagao de movimento, (A.2) representa a equagao da continuidade,

e (A.3) - (A.6) sao as equacoes de Maxwell.

Se derivamos (A.4) com relagao a t:

N 1 O’E
ot ¢ ot?

0 0
—B = py=—J
V x a1 Ho

Aplicando o rotacional em (A.3) tem-se:

VxVxE:—an—B
ot

E, substituindo (A.8) em (A.7) obtém-se:

dJ 1 0°E

VXVXE:_MOE_C_Qﬁ
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(A.8)
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O que representa a equacao de onda eletromagnética na presenca de correntes.

Considerando duas escalas de tempo, e supondo a quase-neutralidade do plasma,

podemos definir as seguintes aproximacoes para a linearizacao:

Ne = No+n+ny,
n, = Mg+ ny
V. = V,+V,

J = 3+

E = E+E,

Onde o subindice 0 representa o valor nao perturbado da varidvel, o subindice [
indica termos de baixa freqiiéncia (escala lenta) e h termos de alta freqiiéncia (escala

rapida).

Inserindo as varidaveis linearizadas em (A.2) e mantendo os termos de alta freqiiéncia

obtém-se:

0
%‘F(HQ—FTLZ)V'V}L:O

No caso da equagao de movimento (A.1) para os elétrons obtém-se:

0 KgT.
2V, = —iEh — i(Vh x B) — 1, V), — RLUIRWTS

Al
ot Me Me (no + np)me (A.10)

Onde os termos de baixa freqiiéncia, e os harmonicos das perturbagoes foram igno-

rados.

Linearizando a equacgao da onda eletromagnética (A.9):

0 1 0?
V xV x (El —|—Eh) = —Z/Oa(.]l —|—Jh) — C_Qﬁ(El + Eh)
1 2
VXxVXxE, = —Z/OQJ 0 (A.11)

ot o
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Temos que a densidade de corrente:

J=e(n;V; —n.V,),

e que considerando apenas os termos na escala rapida (alta freqiiéncia):

Jh = —e(ng + TLZ)Vh (A.12)

Ao substituir A.12 em A.11 é possivel obter:

1 9 oV,
gﬁEh +V xV x Eh = Moe(no + nl)w (Al?))
Linearizando a equacdo de Maxwell-Gauss (A.5), e mantendo os termos de alta

freqiiéncia tem-se:

v.E, —
€0
—%)V . Eh = Ny
(A.14)
Aplicando o gradiente obtém-se:

€o
——V(V . Eh) = Vﬂh (A15)

e

Substituindo (A.15) em (A.10), e considerando que o efeito das ondas de Langmuir
eletrostdticas sobre o campo magnético é nulo, o termo V, X B, na equagao (A.10)

pode ser ignorado.

th € ’)/KBT680V (V : Eh)
ot Me eme(ng + np)

(A.16)
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Aplicando A.16 na equagao A.13:

1 0’°E,, oe?
- VXV XxE
¢z 0t? + ht Me

(no 4+ 1) Ep + povee(no +ny) Vi,
_ Moﬁo’)/eKBTeV(v . Eh)

Me

= 0(A17)

Lembrando que a freqiiéncia de plasma e a velocidade térmica dos elétrons sao dadas

por:

, noe’
Wpe =
EgMMe
2 KBTe
Ut =
me

De (A.17) obtém-se a seguinte relagao:

O°Ey, 2 2 HoVe 2
12 4+ ¢°V x V x Eh + wpeEh + o 6(710 + nl)Vh — /Yevthv(v . Eh)
2 T
= —wi,— A.18
GE (ALY

Mas, da lei de Ampere, considerando que V x (B; + B,) < O(E; + E,)/0t:

1 OEy,
_ V, = -
woe(ng + 1)V, 2
OE
V, = c0 h (A.19)

poe(ng +ny) Ot

Levando (A.19) em (A.18):
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O*E), 2 2 OE}, 2 o Tu

572 + VXV X E, +w, By + yeW — Y03 V(V -Ep) = _wpen_OEh
> + ¢V x (V) + w2, + 1/82 — Y ViV(V)| By = —w?, Mg, (A.20)
o012 pe ot peno

A equacao A.20 descreve a evolucdo nao linear de uma onda de Langmuir
propagando-se no sentido paralelo ao campo magnético ambiental, e é a primeira

das equacoes generalizadas de Zakharov.

E possivel analisar também a parte lenta das nossas equacoes iniciais. Na equacao

de movimento (A.1) para os elétrons temos:

oV, e e
—_— V,-V)V VvV, V)V —E —{(V B
5 +(Vi-V)Vi+ (V- V)V + . l+me< n % B)
KgT.
'}’eB—eVm+erl:0 (A.21)
ToMe
Mas
th € meavh
9V ° g, s R, = edVn A.22
ot Me h = e Ot ( )

Substituindo A.22 na equacao de Faraday A.3, e considerando os termos de escala

rapida, obtemos:

B, = %v <V, (A.23)

Usando A.23 podemos escrever os termos da equacao (A.21) da seguinte maneira:

(Vi V)V + (Vi xB) = (Vi V)V, +VyxVxV,) (A24)

Me

E usando a identidade vetorial:
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V(A-B)=(B-V)A+(A- V) B+B x (VxA)+ A x (V xB)

Tem-se que A.24 é equivalente a:

(Vi VIVi) + - (Vi x Ba) = 59(Vi - Vi)

e

De A.23 tem-se que:

oVy,

Me—— = —cB&
€ 8t h
Mas, supondo-se que a velocidade Vj, oc e %"t obtém-se 9/0t = —iw,, e
—1eE
vV, = b
Wyl

Substituindo A.26 no resultado obtido em A.25 obtemos:

e2

1 1
§V(Vh~Vh) = 3 V(Eh>
E substituindo (A.27) em (A.21):
A e Ve KpT. V1, 1 €2
—+(V,- V)V, + —E, + ——— V) + Er) =
ot +(Vi-V) l+me L No1Me TreVi 2 w2m? V< h) =0

No caso dos fons, a equacao de movimento é da forma:

oV, e Y KgT;Vny 1 €? 9
4+ (V- V)V, — —E, + 2 2 4L yV, + = V(E;) =0
ot (Vi-V)Vi Me : nom; s 2 wm? < h>

152

(A.25)

(A.26)

(A.27)

(A.28)

(A.29)



Na equagao (A.27) podemos por em evidéncia o termo E;:

2

M oV, Ve KpT,Vn 1 e 9
El = o ot (Vl V)Vl o VeVl 2w%mgv <Eh> (A30)

Assim, pode-se substituir (A.30) em (A.29) para obter-se:

a\/—l ’VeTe + ’szrz KBVTLZ + Mele + m;v;

L (V- V)V \%
ot + (V- V)Vi+ me + m; ng me + my :
— E:y=0 A.31

Da equacao de continuidade linearizada na escala lenta:

on
8—tl+n0v-vl = 0
1 8nl
i .V A.32
un ot v : ( )

Ao aplicar o operador V na equacao (A.31), e logo inserindo a expressao achada em

(A.32) (desprezando termos de segunda ordem), obtém-se:

?ny T, + T Mele + myv; Ony L &g
_ ele TRV, — ¢ i L A VARG A.33
ot? N Me+m; . me +m; Ot 2m; (&) ( )

Levando em conta que a velocidade ion-acustica é:

eTe+ iTe
’U? = %, m; > Me

E que:

Mele + m;v;
—_— A

Me + My
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A equagao (A.33) pode ser escrita da seguinte maneira:

02 5, le
gr WV v = g5, V) (234

A equacao A.34 representa a evolucao nao linear de uma onda ion-acustica repre-

sentada por uma perturbacao de baixa freqiiéncia na densidade.

Num plasma nao magnetizado (B = 0) as equagoes de Zakharov A.20 A.34 reduzem-

se as seguintes equacoes:

w?

(07 + vedy — yevp, V + wo ) E = — npenE (A.35)
0
(02 + 130, — v2V?)n Qf?‘lw (E?) (A.36)

As equacoes A.35-A.36 sao conhecidas como as equacdes eletrostdaticas de Zakharov.
O termo na direita da equagao (A.35) representa o efeito da corrente nao linear
no plasma, e o termo na direita da equagdo (A.36) representa o efeito da forca

ponderomotiva.

A.2 Derivacao da equagao Schrédinger nao linear, e seu formalismo de
interacoes onda-onda

Considerando uma cole¢ao de ondas Langmuir em uma dimensao, onde o campo

elétrico pode ser representado por:

En(z,t) = —F(z,t) exp(—iwyt) + c.c., (A.37)

DN | —

Onde c.c. representa o complexo conjugado, e E(x,t) representa a amplitude da

onda que varia lentamente no espaco e no tempo, ou seja:
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O*F OF
W < wpeﬁ (A38)
O2E 10F
2| < |kos (4-39)

Substituindo A.37 em A.35, levando em conta apenas os termos proporcionais a
exp(—iwpet) (ou seja, ignorando os termos que provém do termo complexo conjugado

em A.35) e desprezando alguns termos ao levar em conta as condigoes A.38 e A.39

obtém-se:
o . 1 - OE Nl .
— twpe E exp(—iwyet) — Evfh exp(—zwpet)w = _wpen_oﬁE exp(—iwpet)
21 02 9°F 1 ng -~
—iF— Sy = % F A.40
! 27 Wpe Ox? pr ng ( )

No caso da equagdo (A.36):

82nel 2827165 1 €0 62 s . 2
o Vs o2 2 m; 0x? <Eexp(—2wpet)>

Mas, <E exp(—iwpet)> = |E

Assim,

aQTLel 2827161 1 o 82
— —_ -
ot? 5 022 2 m; 0x?

BP? (A.41)

Neste caso, tém-se que (A.40) e (A.41) sdo equagdes que acoplam a amplitude E

complexa do campo elétrico com a perturbacao da densidade de baixa freqiiéncia n;.

Definindo as seguintes varidveis adimensionais no sistema MKS:
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YeK BT, + v KpT;
KgT,

- () (=) ()
P () ()

De forma tal que os operadores:

0 . A\ 0
5 = (3) (ﬂ) AD 5
0 Ve m; 1 9
== () o

E também as variaveis adimensionais para a amplitude e densidade:

1\ (mi\"? [ veeo 2 i
E = - el _fe=0
(77> (me> 8no KT,
(’Ye) ( my ) (nel>
n = [|[— —
4 meT) o

Pode-se achar expressoes normalizadas das equagoes (A.40) e (A.41) em termos

destas varidveis. Para isso, é necessario reescrever as equagoes, como por exemplo

na equacao A.40:

1 v} §%F 1 ol - . S\ 1
i Ly, OE __wpe@E/. (%) (m )
2 wpe Ox 2 " ng 2 NMe ) Wpe

OF 1 v M 0? 1 M e
92 () (e E o= (zwe) () 2E  (A42)
or 2 " wpe 2nMewpe ) 012 2 2NMeWpe ) Mo

Lembrando que a velocidade térmica no sistema MKS é dada por:
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v prng
th m.
E que a freqiiéncia do plasma:
w2 - KBTe
pe 2
ADTe

2 /2 _ 2
Portanto, v}, /w,, = Ap.

Substituindo em (A.42):

OF YeN2 [ mi \ o O (e m; el
Zﬁ;*(?)(ﬁ@)M@;E-—(z? wme ) \no ) ©
OF  0?

No caso da equagao (A.41), lembrando que a velocidade actstica é dada por:

KT, + vEKsTi  nKsT,

my; my;

E seguindo uma seqiiéncia similar de passos, pode-se chegar a seguinte equacao

adimensional:

on  n 0 2

o 0202 (4.45)

No limite estatico, tém-se que a perturbacao na densidade se desloca auto-
consistentemente com o envoltério da onda de Langmuir. O termo 9n /0T na equagao

(A.45) é zero, logo tem-se:

32n N 82 |2

S92 922

Integrando duas vezes, e fazendo as constantes de integracao iguais a zero obtém-se:
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n=—|E

E, substituindo em (A.43):

i—+ = +|E*E =0 (A.46)
T z

A equagdo (A.46) é conhecida como a equacdo ndo linear de Schrédinger (NLS),
j& que tem a estrutura da equacdao de Schrédinger da mecanica quantica. Nesta
equacao a onda ion-acustica estd implicita no termo nao linear. Russell e Ott (1981)
acrescentam um termo que representa o crescimento ou amortecimento linear das

ondas:

(OFE O*E 2 N
(G +98) + 5 + (BE - 1BR)E =0 (A.47)

onde voltamos a utilizar as varidveis x e t, seguindo a notacao utilizada por Russell

e Ott (1981). O termpo |E|2 representa a media espacial de |E|%.

Considere-se a seguinte solu¢ao aproximada de (A.47), que consiste em trés ondas

propagantes:

E(z,t) = FEy(t) exp[—i(kox — wot)]+
E;(t) exp[—i(k1x — wit)] + Eo(t) exp[—i(kax — wot)] (A.48)

Agora sera feita a substituicao de A.48 em A.47 supondo a condi¢ao de ressonancia

2ko = k1 + k2, a relacdo de dispersdo w, = —k2 (0 =0,1,2), e wy o = wy = d1.0.

e O primeiro termo a esquerda de A.47:
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oF

0 . :
5% = B {Ey exp[—i(kor — wot)] + By exp[—i(k1z — wit)]

+ By exp|—i(kox — wot)]}
= Fexp[—i(kox — wot)] + iweFq exp[—i(kox — wot)]
+ B exp[—i(kyx — wit)] + iwy By exp[—i(kiz — wyt)]
+E exp[—i(kox — wat)] + iws By exp[—i(kox — wot)] (A.49)

e O termo da segunda derivada espacial em A.47:

0°E

axQ = % {(—Zk())E() exp[—i(kox — u}()t)] + (—Zlfl)El exp[—i(klx — wlt)]

+(—Zl€2)E2 exp[—i(k:gx — C«JQt)]}
= —kjEgexp|—i(kor — wot)] — k?E; exp[—i(kix — wit)]
—k3 By exp[—i(kox — wot)] (A.50)

Substituindo (A.49) e (A.50) em (A.47):

Ey exp[—i(kox — wot)] + Ey exp[—i(kiz — wit)]
+ By exp|—i(kow — wot)] = —YE + i|E]*E (A.51)

Agora expandiré-se o termo nao linear (ciibico) da equacao A.47. Lembrando que a

amplitude do campo elétrico é uma variavel complexa, tém-se:

|E|°E = E*E (A.52)

Para simplificar a visualizacao durante a expansao, vamos definir os seguintes sim-

bolos:
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eo = exp[—i(kor — wot)]
er = exp[—i(k1z — wit)]

ey = exp[—i(kor — wst)]

Do termo nao linear, e fazendo uso de (A.52) obtém-se:

(1E£]* = [E]5) £

(Egeo + Erey + Eyey)*(Eoeq + Erey + Eaey)

EjEejer + EjEsepes

+EyEjege] + E? Eyeles

+EyEjéges + B Fe el

+EyEoFEiepépe, + EoE1Erege 8, + 2EyEy Faege 15
+EyEoFEsegéoes + 2FgFy Esegérey + EyEyFaegeses
+2EyE  Fyégereq + B\ By Eyei€1ey + B EyFoee085(A53)

Analisando cada um dos 18 termos em forma separada:

Eg E() egé()

EfEle%él

E22 E2 egég

E}Eqexp[—i(kox — wot)]? expli(kox — wot)]
E3Eyexp|—i(kor — wot)] (A.54)

EiE exp|—i(kix — wit))? expli(k1x — wit)]
E2E) exp[—i(kiz — wit)] (A.55)

E3 By exp[—i(kox — wat)]? expli(kax — wot)]
E3Fy exp|—i(kyr — wot)] (A.56)
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EoE?ege] = FEoE? expli(kox — wot)] exp[—2i(kox — wot)]
= E()E% exp{—z[(2k1 — ko)l‘ — (2(,01 — wo)t]}

ElE\eie, = EJE, exp[—2i(koxr — wot)] expli(kix — wit)]

(

= EjEyexp{—i[(2ko — k1)7 — (2wo — wi)t]}

= EjE, exp{—i[(

= FEIE) exp{—ilkyr — wat — (wo — w1 + wo — wo)t]}
= FE2E) exp|—i(kyx — wot)] exp[—i(d] + &2)1]

= EZE) exp|—i(kyr — wot)] exp[—2idt]

EiFyeie, = FE2Fyexp[—i(kiz — wit)] exp[—2idt]

EEyele, = E2Eexp[—2i(kix — wit)] expli(kyr — wot]
= E?Ejexp{—i[(2k; — ky)z — (2w; — wo)t]}
= FEiFyexp{—i[(2k; — 2ko + K1)z — (2w, — wo)t]}
= FEIFyexp{—i[(3k; — 2ko)z — (2w; — wo)t]}

EyE2ege: = EoE3 expli(koxr — wot)] exp[—2i(kyx — wot)]
= E()E; exp{—z[(2k2 — k())llf — (20«)2 — C«J())t]}

EgElegél = E22E2 exp{—z[(3k2 — Qko)l' — (2&)2 — wl)t]}

E()E()Eleoéoel = EOEOE1 exp[—i(klx - wlt)]
= |E0|2E1 exp[—i(klx — wlt)]

EoElEleoélel = EOE1E1 exp[—i(kox — CU()t)]
= |EPEyexp[—i(kox — wot)]
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(A.57)

(A.58)

(A.59)

(A.60)

(A.61)

(A.62)

(A.63)

(A.64)



2By Eyeperes = 2EoE By exp[—i(kor — wot)] exp[—i(kix — wit)] expli(kez — wot)]
= 2F B Fyexp{—i[(ko + k1 — ka)z — (wo + w1 — w2)t)]}
= 2ByE By exp{—i[(ko + k1 — 2ko + k1) — (wo +wi — w)t)]}
= 2EyE) By exp{—i[(2k, — ko)x — (wo + wy — wy)t)]} (A.65)

E()E()Egeoéoeg = EOEOE2 exp[—i(kgx — u}gt)]
= |E0|2E2 exp[—i(k:gx - C«JQt)] (A66)

2EOE2E1€06261 = 2EOE2E1 eXp{—Z[(QkQ — ko)ilf — (Cd() —wi + CUQ)t)]}(A67)

E0E2E2606262 = EOE2E2 exp[—i(kox — u)()t)]
= |E2|2E0 exp[—i(kox - C«J()t)] (A68)

2E0E  Exoeres = EoE By expli(kox — wot)] exp[—i(k1a — wit)] exp[—i(kox — wot)]
= 2E5F\ Eyexp{i[(—ko + k1 + ko)z — (—wp + w1 + wa)t]}
= 2FoE) By exp{—i[(—ko + 2ko)x — (—wo + w1 + ws + wo — wo)t]}
= 2EyE) By exp{—i[(kox — wot — (w1 — wo + wy — wo)t]}
= 2EyE) By exp|—i(kox — wot)] exp[i(d; + &2)1]
= 2EyE By exp[—i(kor — wot)] exp[2idt] (A.69)

ElElEgeléleg = E1E1E2 exp[—i(kgx — CUQt)]
= ‘E1|2E2 exp[—i(kﬂ — wgt)] (A?O)

E1E2E2€16262 = E1E2E2 exp[—i(klx — wlt)]
= |E2|2E1 exp[—i(lﬁx - L«Jlt)] (A?l)

Desprezando os termos (A.57), (A.60), (A.61), (A.62), (A.65), (A.67) por serem

componentes de amplitude pequena (fortemente amortecidos) e substituindo em
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(A.51) obtém-se:

Ey exp[—i(koxr — wol)] + Ey exp[—i(kiz — wit)] + Faexp[—i(kyx — wyt)] =
—4E 4 i[| Eo|? By exp[—i(kox — wot)] + | EL|* By exp|—i(kix — wit)]
+|Ey|? By exp[—i(kox — wot)]
+E2E) exp|—i(kor — wot)] exp[—2idt]
+E} By expl—i(kix — wit)] exp[—2idt]

z(k‘la: — wit)

]
]
]
]
+2EyE) By exp|—i(kox — wyt)] exp|[2idt]

+|E1|? By exp[—i(kow — wot)]
+’E2‘2E1 exp[—é(k‘la: — wlt)] (A72)

Separando em componentes:

Ey = —vy(ko)Eo+i[|E1|’Ey + |E2*Eq

+2E4E\ By exp(2i6t)] (A.73)
B, = —y(k)E; +i[|Eo|* B\ + |E:’Ey

+E3 By exp(—2idt)] (A.74)
Ey = —~(ko) By +i[|Eo*Ey + | By By

+E3E,) exp(—2idt)] (A.75)

Introduzindo as seguintes varidveis na amplitude e fase:

B, = ay(t) exp(ith,(t)) 0 =0,1,2 (A.76)
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Onde a, e 1, sao reais, na equagao (A.73) obtém-se:

E,
% [ag exp(ithy)]

ao exp(i)o) + Z'w'oao exp(it)g)

ao + ity

—v(ko)Fo + i[|E1|* Eo + | E2| B + 2EoFEy Ey exp(2idt)]
—v(ko)ag exp(ity) + i[E1Ey Ey + By By Ey

125, By By exp(2idt)

—(ko)ag exp(ithy) + iafag exp(ithy) + iazag exp(ith)
+2iagayas exp(i(—o + U1 + ¥y + 25t)]

—v(ko)ag + iatag + iasag

+2iagaiag expli(—21y + U1 + 1o + 20t)] (A.77)

Definindo 6 = 2¢g — 1 — 1hy — 20, v(ko) = —o:

ao + z’% = —Yao + z’a%ao + éa%ao + 2iapaias cos O + 2agaiazsin - (A.78)

Da parte real de A.78 obtém-se:

d() = YoQgp + 2&0&1@2 sin 0 (A79)

Ao substituir A.76 em A.74, e seguindo uma seqiiéncia similar de passos obtém-se:

ar + MLl = —v(k)a; +iada, + iasa; +iajas cosf — alagsinf)  (A.80)

Fazendo (k1) = 71, da parte real obtém-se:

41 = —y1a1 — agas sin 0 (A.81)
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No caso da equagao (A.74), seguindo o mesmo procedimento pode-se obter:

Gy + i)y = —v(ka)ag + iaias + iatay + iaja; cos @ — ajay sin 0) (A.82)

E da parte real:

Gy = —Yaoay — aga; sin 0 (A.83)

Reunindo as partes imagindrias de (A.78), (A.80) e (A.82):

oag = a%ao + agao + 2agaias cosd
j _ 2 2 2
Par = agar + ayay + agas cos
Yoay; = a%ag + CZ%CLQ + a%al cos
o2 2
Yo = aj+ay+ 2aya9cost
2
; anAa9o
Yy = ai+ai+ 2= cosb
ai
2
i (0251
Yy = aj+al+ 0" cos b
a9

Lembrando 8 = 2¢py — 1 — 1 — 26¢, de forma que 6 = 2y — by — 1y — 26:

2 2

. aga

0 = 2a%+2a§+4a1a26050—a3—a§—aOaQCOSH—ag—a%— 071 cosf — 26
a1 az

' 2 2,

0 = —25+ai+a;—2a;+ [4@1@2 - D% M} cos 0

aq a9

: as @

0 = —25+a’+a)—2a+ [4a1a2 —al (—2 + —1” cos 6 (A.84)
ap  Gg
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Reescrevendo as equacoes A.79, A.81, A.83 e A.84 através da notacao usada nesta

monografia;
éLO = ag+ 2@0&1&2 sin QS (A85)
G, = —uvia; — ajaysing (A.86)
Gy = —loay — asaysing (A.87)
¢ = —204d+a—2a2+ {4%@2 —aj (ﬁ + ﬂ)} cosp,  (A.88)
ai a9

Este modelo representado por um sistema de equacoes diferenciais nao-lineares aco-
pladas descreve a interacao nao linear de trés ondas no processo modulacional sub-
sonico. Se vy = 1, entdo o modo 0 torna-se linearmente instavel. Supondo as taxas
de amortecimento das ondas induzidas 11 = 1, e as amplitudes destas ondas a; = ao,

as equacoes A.85-A.88 reduzem-se para trés equacoes:

ap = ag+ 2apa; sin ¢ (A.89)
4, = —va; — aga, sin¢ (A.90)
¢ = —20+2(a% —a2)+2(2d> — a?) cos p (A.91)

166



	CAPA

	VERSO

	FOLHA
 DE ROSTO
	FICHA CATALOGRÁFICA
	FOLHA DE APROVAÇÃO
	EPÍGRAFE
	DEDICATÓRIA
	AGRADECIMENTOS
	RESUMO
	ABSTRACT
	SUMÁRIO
	LISTA DE FIGURAS
	LISTA DE SIGLAS E ABREVIATURAS
	LISTA DE SÍMBOLOS
	1 INTRODUÇÃO
	2 CONCEITOS FUNDAMENTAIS DE CAOS, ONDAS, INSTABILIDADES E INTERAÇÕES ONDA-ONDA
	2.1 Introdução à teoria de Caos
	2.1.1 Revisão histórica
	2.1.2 Sistemas dinâmicos
	2.1.3 Plano de Poincaré e pontos fixos
	2.1.4 Ordem e caos
	2.1.5 Diagramas de bifurcação

	2.2 Relações de dispersão lineares de ondas em plasmas
	2.2.1 Ondas de Langmuir
	2.2.2 Ondas ion-acústicas
	2.2.3 Ondas eletromagnéticas

	2.3 Mecanismos de excitação e amortecimento de ondas em plasmas
	2.3.1 Relação de dispersão para ondas eletrostáticas instáveis

	2.4 Conceitos de interação onda-onda
	2.4.1 Teoria linear
	2.4.2 Teoria não linear

	2.5 Exemplos de interações onda-onda
	2.5.1 Processo de três ondas L W + KAW na coroa solar
	2.5.2 Processo de três ondas L l + W no vento solar
	2.5.3 Processo de três ondas L W + A na magnetosfera terrestre
	2.5.4 Processo de quatro ondas L L+ + L- + S*


	3 OBSERVAÇÃO DE FENÔMENOS DE INTERAÇÃO ONDA-ONDA NO SISTEMA SOLAR
	3.1 Introdução
	3.2 Emissões de rádio provenientes de explosões solares
	3.3 Observações de interações onda-onda no vento solar
	3.3.1 Observações durante eventos solares de tipo III
	3.3.2 Observações em buracos magnéticos

	3.4 Observações de interações onda-onda na magnetosfera terrestre
	3.4.1 Observações durante eventos LAW aurorais
	3.4.2 Observações durante reconexões magnéticas na magnetopausa


	4 TEORIA DE CAOS PARA INTERAÇÃO NÃO LINEAR DE TRÊS ONDAS
	4.1 Modelo de três ondas quadrático
	4.2 Diagramas de Bifurcação
	4.3 Bifurcação sela-nó
	4.4 Crise interior
	4.5 Determinação de variedades para sistemas de 4 dimensões

	5 TEORIA DE CAOS PARA INTERAÇÃO NÃO LINEAR DE QUATRO ONDAS
	5.1 Modelo de quatro ondas cúbico
	5.2 Análise não linear do modelo simplificado (1 = 2)
	5.3 Análise não linear com 1 = 2
	5.3.1 Diagramas de bifurcação
	5.3.2 Bifurcação sela-nó
	5.3.3 Crise interior


	6 CONCLUSÃO
	REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS
	A EQUAÇÕES DE ZAKHAROV E SCHRÖDINGER NÃO LINEAR
	A.1 Derivação das equações de Zakharov
	A.2 Derivação da equação Schrödinger não linear, e seu formalismo de interações onda-onda




