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ONDA-ONDA INDUZIDA POR ONDA DE LANGMUIR

NO SISTEMA SOLAR

Rodrigo Andrés Miranda Cerda

Dissertação de Mestrado do Curso de Pós-Graduação em Geof́ısica Espacial,

orientada pelos Drs. Abraham Chian-Long, e Érico Luiz Rempel, aprovada em 23
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RESUMO
Este trabalho tem por objetivo estudar a dinâmica da intera�c~ao onda-onda n~ao linearatrav�es de simula�c~oes num�ericas usando Teoria de Caos. Dois tipos de processos s~aoanalisados: o processo de três ondas n~ao linear, e o processo modulacional sub-sônico de quatro ondas, nos quais a onda indutora �e suposta linearmente inst�avel, eas outras ondas linearmente amortecidas. �E feita uma revis~ao dos conceitos b�asicosda Teoria de Caos, ondas em plasmas, instabilidades e intera�c~ao onda-onda. Umas�erie de evidências observacionais de intera�c~oes onda-onda n~ao-lineares no espa�cointerplanet�ario e em magnetosfera planet�aria, que motivam o presente estudo, s~aoapresentados. A an�alise da dinâmica n~ao-linear dos modelos te�oricos estudados �efeita por meio do estudo de dois tipos de intermitência via bifurca�c~ao sela-n�o e criseinterior observada, que exibem s�eries temporais ca�oticas. Finalmente, discute-se aaplica�c~ao desta an�alise tanto para o estudo de emiss~oes de r�adio em plasmas espaciaiscomo para o estudo e controle de plasmas de fus~ao em laborat�orio.





NUMERICAL SIMULATIONS OF WAVE-WAVE INTERACTIONSINDUCED BY LANGMUIR WAVES IN THE SOLAR SYSTEM

ABSTRACT
The aim of this work is to study the dynamics of nonlinear wave-wave interactions bynumerical simulations using Chaos Theory. Two types of processes are analyzed: thethree-wave process, and the sub-sonic modulational process. In both cases the pumpwave is assumed linearly unstable, and the other waves linearly damped. A briefreview of the concepts of Chaos Theory, plasma waves, instabilities and wave-waveinteractions is presented. Observational evidence of nonlinear wave-wave interactionsin the interplanetary space and in the planetary magnetosphere, which is the mainmotivation of this study, is also presented. The nonlinear dynamics analysis of themodels is performed based on the study of two types of intermittency via the saddle-node bifurcation and the interior crisis, which exhibit chaotic time series. Aplicationsfor radio emissions on space plasmas and the control of fusion plasmas in laboratoryare discussed.
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APÊNDICE A - EQUA�C~OES DE ZAKHAROV E SCHR�ODIN-GER N~AO LINEAR 147A.1 -Deriva�c~ao das equa�c~oes de Zakharov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147A.2 -Deriva�c~ao da equa�c~ao Schr�odinger n~ao linear, e seu formalismo de inte-ra�c~oes onda-onda . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154



LISTA DE FIGURAS
P�ag.

2.1 �Orbita de um corpo de massa pequena, ao redor de outros dois corposmassivos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
2.2 Atrator de R�ossler, com a = b = 0:1 e c = 14 . . . . . . . . . . . . . . . . 34
2.3 Esquema de plano de Poincar�e no espa�co de fase . . . . . . . . . . . . . . 35
2.4 Esquema de plano de Poincar�e no espa�co de fase, e um ciclo limite . . . . 36
2.5 Estabilidade de pontos �xos no plano de Poincar�e . . . . . . . . . . . . . 37
2.6 Evolu�c~ao do atrator de R�ossler para diferentes valores de c . . . . . . . . 38
2.7 Evolu�c~ao de uma esfera unit�aria de condi�c~oes iniciais para uma elips�oideap�os um tempo t . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
2.8 Esquema representando sensibilidade �as condi�c~oes iniciais . . . . . . . . . 41
2.9 Diagrama de bifurca�c~ao do sistema de R�ossler . . . . . . . . . . . . . . . 42
2.10 Introdu�c~ao de uma perturba�c~ao unidimensional num plasma . . . . . . . 43
2.11 Diagramas de dispers~ao para ondas ion-ac�usticas e ondas de Langmuir . 44
2.12 Diagramas de dispers~ao de ondas eletromagn�eticas e ondas de Langmuir 45
2.13 Fun�c~ao de distribui�c~ao Maxwelliana das velocidades das part��culas numplasma n~ao magnetizado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
2.14 Decomposi�c~ao do campo el�etrico de uma onda em componentes circular-mente polarizadas �a esquerda e �a direita . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
2.15 Diagrama de acoplamento de fase do processo L! L0 + S . . . . . . . . 51
2.16 Exemplo de cinem�atica dos vetores de onda kL, kW , e kA para o processoL! W +KAW . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56



2.17 Taxa de crescimento n~ao linear 
NL em fun�c~ao do comprimento de ondanormalizado Z = kLz�D para o decaimento L! W +KAW . . . . . . . 58
2.18 Diagrama de acoplamento de fase para o processo L
 l +W . . . . . . . 60
2.19 Simula�c~oes num�ericas da intera�c~ao n~ao linear de três ondas L
 l +W . 63
2.20 Diagrama de bifurca�c~ao para o sistema 2.94-2.96 (Processo L
 W + A). 68
2.21 S�eries temporais da amplitude da onda whistler para diferentes valoresdo parâmetro de controle (processo L
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4.10 S�eries temporais e �orbitas no espa�co de fase para valores do parâmetrode controle antes e depois da crise interior, para o modelo da intera�c~aon~ao-linear de três ondas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
4.11 Sela ca�otica envolvente no regime pr�evio �a crise, �2 = 4:9150 < �IC, esuas variedades est�avel (azul) e inst�avel (vermelho) . . . . . . . . . . . . 113
4.12 Detalhe da colis~ao entre o atrator ca�otico (CA) e o contorno da variedadeest�avel da �orbita mediadora (SM), pr�evio �a crise interior (�2 = 4:9150 < �IC)114
4.13 Conjuntos invariantes na crise interior, no espa�co de fase (a0, a1) . . . . . 115
4.14 �Orbita acopladora no atrator ca�otico p�os-crise (�2 = 4:93) . . . . . . . . 116
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CAP�ITULO 1
INTRODU�C~AO

O 99% da mat�eria do universo �e composta por plasma (NICHOLSON, 1983). Ointerior das estrelas, as nebulosas de gases, o hidrogênio e o vento solar encontram-se no estado de plasma. Na escala do sistema solar, no interior do Sol, no vento dosistema solar e nos cintur~oes de radia�c~ao de Van Allen podemos achar exemplos dochamado \quarto estado da mat�eria". No nosso dia a dia, os exemplos n~ao s~ao t~aoabundantes quanto ao cen�ario espacial e astrof��sico, por�em, podemos achar plasmana forma de um raio durante uma tempestade el�etrica, e no g�as condutor no interiordas lâmpadas 
uorescentes ou de n�eon.
O plasma �e um g�as ionizado, composto de part��culas carregadas, que cumpre comas condi�c~oes de quase neutralidade de cargas e comportamento coletivo. \Quaseneutralidade" quer dizer que as cargas v~ao tender a cancelar qualquer concentra�c~aolocal de cargas dentro do plasma. O comportamento coletivo representa a in
uênciade uma carga sobre as outras atrav�es das for�cas coulombianas. �E este comportamentoque d�a ao plasma a possibilidade de manter uma grande variedade de tipos de ondas,que podem ser caracterizadas atrav�es de uma rela�c~ao de dispers~ao, que �e uma rela�c~aofuncional em termos da freq�uência da onda ! e seu n�umero de onda k.
Enquanto se propaga pelo plasma, a amplitude de uma onda pode crescer at�e atin-gir uma amplitude limiar, a partir da qual outros modos deixam o n��vel de ru��do ecome�cam a crescer; esta situa�c~ao tem sido bem abordada pelo estudo das instabi-lidades param�etricas, onde uma onda decai em outros modos naturais do plasma.Se a onda indutora �e suposta linearmente inst�avel (ou seja, a sua amplitude crescelinearmente) e o resto dos modos linearmente amortecidos, ent~ao a dinâmica tempo-ral das amplitudes destes modos torna-se muito complexa. Neste cen�ario a aplica�c~aoda teoria de Caos facilita a an�alise num�erica da evolu�c~ao temporal desta intera�c~aoonda-onda.
A teoria de Caos �e uma ferramenta �util para a an�alise de sistemas n~ao-lineares deter-min��sticos capazes de apresentar comportamento aparentemente err�atico e aleat�orio.Exemplos de sistemas de dinâmica complexa podem ser achados nos mais diversos ce-n�arios, por exemplo na natureza (varia�c~oes clim�aticas relacionadas como fenômenode El Ni~no, modelos de popula�c~ao predador-presa (KAPLAN; GLASS, 1995)), na
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economia (evolu�c~ao temporal de modelos econômicos e ciclos de neg�ocios (CHIAN etal., 2005)), na medicina (impulsos el�etricos cerebrais, ritmo do batimento card��aco(GLASS; MACKEY, 1998)), em diversos experimentos de laborat�orio usando tor-neiras gotejantes (SARTORELLI et al., 1994), circuitos el�etricos (ALLIGOOD et al.,1996), e assim por diante. A aplica�c~ao da teoria de Caos nesta �areas tem demons-trado a sua utilidade para a previs~ao e controle dos diversos estados num sistema.
Existem evidências de acoplamentos n~ao lineares de três ondas e ocorrências deeventos intermitentes obtidas durante experimentos com plasmas turbulentos emlaboratorios. Por exemplo, Hidalgo et al. (1993) usaram an�alise biespectral para de-monstrar o alto grau do acoplamento de três ondas nas fronteiras do con�namento doplasma, e a dependencia destes acoplamentos com as condi�c~oes do plasma, por exem-plo, a temperatura dos el�etrons Te. Usando uma combina�c~ao das an�alises biespectrale wavelet, Milligen et al. (1995) mostraram a ocorrência de eventos intermitêntes decurta dura�c~ao nos dados obtidos de sondas Langmuir inseridas no plasma de fu-s~ao. Estes dois estudos foram feitos usando o acelerador ATF (do inglês AdvancedToroidal Facility), no Laboratorio Nacional de Oak Ridge, ubicado em Tennessee,EUA.
A presente disserta�c~ao de Mestrado est�a organizada nos pr�oximos quatro cap��tulosda seguinte forma:
No cap��tulo 2 ser�a apresentada uma breve introdu�c~ao �a Teoria de Caos, e as princi-pais ferramentas utilizadas no estudo de sistemas n~ao lineares. Logo, ser~ao revisadosos conceitos principais de ondas, instabilidades em plasmas, e processos de intera�c~aoonda-onda n~ao lineares. Alguns exemplos de intera�c~oes onda-onda n~ao lineares ser~aoapresentados.
No cap��tulo 3 ser~ao apresentadas evidências observacionais de intera�c~oes onda-ondaobtidas por experimentos em sondas em três regi~oes do sistema solar: na coroa doSol, no vento solar, e na magnetosfera terrestre.
No cap��tulo 4 vai ser estudada a dinâmica n~ao linear de um modelo que representaa dinâmica das amplitudes de três ondas acopladas, supondo uma das ondas line-armente inst�avel, e as outras linearmente amortecidas (WERSINGER et al., 1980).A n~ao-linearidade �e suposta ser su�cientemente fraca para que sejam consideradosapenas termos quadr�aticos. Dois tipos de transi�c~oes de ordem para caos ser~ao apre-
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sentados em detalhe, mostrando o fenômeno de intermitência observado nas seriestemporais obtidas durante as simula�c~oes.
No cap��tulo 5 ser�a estudada a dinâmica n~ao linear de um modelo apresentado porRussell e Ott (1981) que representa a intera�c~ao n~ao linear de quatro ondas no pro-cesso modulacional sub-sônico. Seguendo a an�alise do cap��tulo 4, ser~ao estudadosdois tipos de transi�c~oes de ordem para caos, fazendo a caracteriza�c~ao da intermitên-cia obtida nas s�eries temporais.
Finalmente, no cap��tulo 6 ser~ao discutidos os resultados obtidos, e suas poss��veisaplica�c~oes.
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CAP�ITULO 2
CONCEITOS FUNDAMENTAIS DE CAOS, ONDAS,INSTABILIDADES E INTERA�C~OES ONDA-ONDA

A dinâmica das part��culas num plasma leva �a existência de uma grande quantidadede tipos de ondas. Elas s~ao capazes de transportar energia de uma regi~ao para outra,excitando outras part��culas, oferecendo informa�c~ao aos observadores externos do queest�a ocorrendo dentro do plasma. Podem perder estabilidade ao crescerem enquantose propagam e, no caso dos plasmas obtidos em laborat�orios, atingir amplitudescapazes de romper o con�namento do plasma.
As intera�c~oes onda-onda n~ao lineares podem mudar a forma em que a energia e ainforma�c~ao s~ao propagadas atrav�es do plasma. Uma onda gerada numa regi~ao deinstabilidade pode excitar outros modos que possuem propriedades de dispers~ao epropaga�c~ao diferentes do modo original, e que s~ao capazes de transportar a energiapara distâncias maiores, numa forma totalmente distinta do esperado da onda ori-ginal. A intera�c~ao �e n~ao linear quando o efeito de esgotamento da onda indutora �econsiderado (ou seja, a amplitude dela varia com o tempo).
Na se�c~ao 2.1 ser~ao introduzidos os conceitos b�asicos da teoria de Caos e algumas dasprincipais ferramentas utilizadas neste trabalho de disserta�c~ao. Na se�c~ao 2.2 ser~aoapresentadas as rela�c~oes de dispers~ao para três tipos b�asicos de ondas em plasmas:ondas de Langmuir, ion-ac�usticas e eletromagn�eticas. Os mecanismos de excita�c~ao eamortecimento destas ondas ser~ao descritos na se�c~ao 2.3, enquanto que os conceitosde intera�c~ao onda-onda ser~ao apresentados na se�c~ao 2.4, junto com as equa�c~oes quedescrevem a evolu�c~ao temporal destas intera�c~oes usando as teorias linear e n~ao linear.Finalmente, na se�c~ao 2.5 ser�a feito uma pequena revis~ao de alguns modelos te�oricosde intera�c~oes onda-onda para diferentes condi�c~oes de plasma.
2.1 Introdu�c~ao �a teoria de Caos
2.1.1 Revis~ao hist�orica
Usualmente, a primeira tentativa do estudo de sistemas ca�oticos �e atribu��da a HenriPoincar�e, no ano 1889. Para comemorar o 60o anivers�ario do Rei Oscar II da Su�eciae Noruega, foi organizada uma competi�c~ao cient���ca, para estabelecer se a dinâmicado sistema solar �e est�avel ou n~ao. Isto envolve o estudo do problema de N corpos, que
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FIGURA 2.1 - �Orbita de um corpo de massa pequena, ao redor de outros dois corpos massivos �xosno sistema de referencia. Os dois corpos massivos encontram-se nos extremos da linhahorizontal.FONTE: Alligood et al. (1996)
�e a aplica�c~ao da lei gravitacional de Newton para mais de dois corpos, um problemaque n~ao tem solu�c~ao anal��tica e que �e muito dif��cil de ser analisado.
Fazendo uma s�erie de restri�c~oes (considerando os três corpos movendo-se num plano,a massa e um deles muito menor em compara�c~ao aos outros dois, estabelecendoum sistema de referência que gire junto com os outros dois corpos, de maneiraque permane�cam �xos neste referencial, etc) Poincar�e apresentou um artigo cheiode id�eias novas. Uma delas simpli�cou a an�alise da dinâmica dos três corpos. AFigura 2.1 mostra a trajet�oria do terceiro corpo (que pode representar um aster�oidesob a a�c~ao das for�cas gravitacionais de duas estrelas), sem d�uvida complexa de seranalisada usando as ferramentas dispon��veis no �nal do s�eculo XIX. Mas, Poincar�enotou que a dinâmica da trajet�oria do aster�oide �e re
etida nos pontos em que elacorta a reta entre as duas estrelas, simpli�cando a an�alise de uma complicada �orbitapara um conjunto discreto de pontos. Esta se�c~ao de corte (conhecida como se�c~ao dePoincar�e) tornou-se um dos elementos mais comuns usados no estudo de sistemasca�oticos.
Anos depois (�nais dos anos 50 do s�eculo passado) Edward Lorentz, um meteorolo-gista do MIT, encontrava-se trabalhando num modelo de processos convectivos naatmosfera, destinado para a previs~ao do clima usando um computador LGP-30, umdos mais avan�cados daquela �epoca. Como os resultados eram impressos em papela velocidade de 6 linhas por minuto, Lorentz modi�cou a sa��da do programa para
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mostrar apenas 3 d��gitos signi�cativos (embora os c�alculos fossem feitos com maiorprecis~ao) e depois de obter um intervalo de interesse, usou uma dessas sa��das como ovalor inicial para obter uma s�erie mais detalhada. Os novos resultados obtidos foramtotalmente diferentes da serie original, se bem que a discrepância ocorreu em formagradual, conforme a simula�c~ao avan�cava. Depois de descartar uma falha nos tubosde v�acuo, Lorentz concluiu que a discrepância era devida ao truncamento dos d��gitossigni�cativos, e que o modelo era sens��vel �as condi�c~oes iniciais, ou seja, dois valoresiniciais arbitrariamente pr�oximos evoluem para resultados completamente diferentes,uma das principais caracter��sticas observ�aveis em sistemas dinâmicos (ALLIGOODet al., 1996).
2.1.2 Sistemas dinâmicos
O cientista alem~ao Otto R�ossler apresentou o seguinte conjunto de equa�c~oes dife-renciais ordin�arias (R�OSSLER, 1976):

_x = �y � z (2.1)_y = x� ay (2.2)_z = b+ (x� c)z (2.3)
O sistema de equa�c~oes 2.1-2.3 �e um exemplo de sistema dinâmico onde o estado dosistema num tempo t pode ser obtido de forma determin��stica a partir de um estadoanterior, usando \regras" representadas pelas equa�c~oes. Nessas equa�c~oes o tempo�e uma vari�avel cont��nua e impl��cita, e a evolu�c~ao temporal do sistema �e chamadoindistintamente de trajet�oria, �orbita, ou 
uxo, sendo simbolizado por �t(x0), onde� �e uma fun�c~ao do tempo e do valor inicial do problema. O �t(x0) vai indicar oestado do sistema, ou seja, o valor de x num instante t, dado um x0 inicial. O espa�cocomposto pelas vari�aveis de estado �e chamado espa�co de fase.
O sistema 2.1-2.3 �e um dos mais simples sistemas de equa�c~oes diferenciais ondeatratores ca�oticos podem ser achados (ALLIGOOD et al., 1996), sendo compostoapenas por três vari�aveis de estado (x, y, z), três parâmetros (a, b, c), e com apenasum termo n~ao linear (xz em 2.3). Por exemplo, para a = b = 0:1, e c = 14, existe umatrator ca�otico mostrado na Figura 2.2 usando quatro perspectivas distintas. Pela
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FIGURA 2.2 - Atrator ca�otico obtido do sistema de R�ossler (comumente chamado Atrator de R�ossler),ao escolher os parâmetros a = b = 0:1, c = 14. O atrator �e mostrado desde diferentesperspectivas para facilitar a visualiza�c~ao.FONTE: Alligood et al. (1996)
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FIGURA 2.3 - Plano de Poincar�e S de�nido em x(3) = cte no espa�co de fase. A �orbita C corta oplano nos pontos A e B. O sistema �e reduzido de um sistema continuo no tempo paraum sistema discreto no sentido de que, dado um ponto A, existe uma �unica imagemdeste ponto no plano tal que S(A) = B.FONTE: Alligood et al. (1996)
sua simplicidade este sistema foi escolhido como exemplo para descrever algumasferramentas b�asicas usadas na an�alise de sist�emas ca�oticos.
2.1.3 Plano de Poincar�e e pontos �xos
A an�alise de sistemas compostos por equa�c~oes diferenciais com n vari�aveis de estadopode ser simpli�cada de�nindo um plano (n�1)-dimensional, ou se�c~ao de Poincar�e,que corte a trajet�oria do sistema. A dinâmica do sistema �e re
etida nos pontos deintersec�c~ao entre a �orbita e o plano, o que reduz a an�alise de uma trajet�oria cont��nuapara um conjunto discreto de pontos. Estes pontos s~ao comumente referidos comopontos de Poincar�e. Por exemplo, a Figura 2.3 mostra um esquema de uma trajet�oriaC, e um plano de�nido em x3 = cte. Cada vez que a trajet�oria C corta o plano emdire�c~ao para abaixo, o ponto de corte �e registrado; por exemplo o ponto A, e logoo ponto B mostrados na �gura. Em geral, o uso de uma se�c~ao de Poincar�e reduz aan�alise de um sistema dinâmico de n dimens~oes cont��nuo no tempo, para um sistemadiscreto de n-1 dimens~oes, onde cada ponto de Poincar�e possui uma �unica imagemno plano de Poincar�e (ver Fig. 2.3).
A Figura 2.4 mostra um ciclo limite, uma �orbita convergindo assintoticamente parao ciclo, e seus pontos de corte numa se�c~ao de Poincar�e. Considerando apenas uma
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FIGURA 2.4 - Diagrama da convergência no espa�co de fase de uma trajet�oria para um ciclo limite,e seus pontos de corte na se�c~ao de Poincar�e. A1 representa o ponto de corte do ciclolimite na se�c~ao de Poincar�e quando _x(3) > 0, e A2 o ponto de corte quando _x(3) < 0FONTE: Ott (1993)
das dire�c~oes de corte (por exemplo, quando a �orbita corta de \baixo" para \acima",ou dito de outra maneira, quando _x(3) > 0), ent~ao o ciclo limite �e representadonesse plano como um ponto que \atrai" outros pontos de Poincar�e. Tais pontos s~aochamados atratores e s~ao um exemplo de pontos �xos, que s~ao pontos de equil��briox0 cuja pr�oxima intersec�c~ao entre a �orbita e o plano de Poincar�e P cai novamenteno mesmo ponto x0, ou:

P (x0) = x0 (2.4)
Uma �orbita �e chamada peri�odica, ou de per��odo-n, se ela cruza o plano no mesmoponto ap�os n cortes na se�c~ao. Uma �orbita peri�odica �e chamada est�avel (SPO, pelassiglas em inglês Stable Periodic Orbit) se ela atrai �orbitas vizinhas (Fig. 2.5 (a)).Existem �orbitas peri�odicas que possuem pelo menos uma dire�c~ao que atrai e uma querepele (dependendo do n�umero de dimens~oes do sistema ela pode ter mais dire�c~oesde atra�c~ao ou repuls~ao). Tais �orbitas peri�odicas s~ao chamadas inst�aveis (UPO, doinglês Unstable Periodic Orbit, e s~ao representadas por pontos de sela no plano dePoincar�e (Fig. 2.5 (b)). Uma �orbita que repele outras �orbitas em todas as dire�c~oes�e um caso particular de UPO, onde o ponto de intersec�c~ao no plano de Poincar�e �echamado repulsor (Fig. 2.5 (c)).
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(b)(a) (c)

FIGURA 2.5 - Estabilidade de pontos �xos no plano de Poincar�e. (a) Atrator. (b) Ponto de sela, quepossui uma dire�c~ao que atrai, e uma que repele. (c) Repulsor. As setas indicam a dire�c~aode deslocamento de outros pontos no plano.
Seja o sistema de equa�c~oes diferenciais n~ao lineares dado pela equa�c~ao

_x = f(x);
onde x(t) �e um vetor n-dimensional e f uma fun�c~ao vetorial n-dimensional de x. �Eposs��vel determinar a estabilidade de um ponto �xo �x no plano de Poincar�e (ou seja,se �e atrator, repulsor ou ponto de sela) fazendo uma lineariza�c~ao de f no ponto �x,dada pela matriz Jacobiana de f (REMPEL, 2003):

Dfi;j = @fi@xj
����
�x

A matriz Jacobiana do 
uxo, denotada por �, �e a lineariza�c~ao aplicada ao 
uxo �:
�T (�x) = D�T (�x);

onde T �e o tempo que a trajet�oria iniciada em �x leva para completar um ciclo at�eretornar a �x. Os autovalores m1;m2; :::;mn da matriz Jacobiana de 
uxo calculadanesse ponto �xo v~ao determinar a estabilidade dele. Se todos os autovaloresm1; :::mnde uma �orbita peri�odica s~ao reais e negativos, os pontos de Poincar�e representamn�os atratores; se todos os autovalores s~ao reais e satisfazem m1; :::mn > 0, os pontosde Poincar�e s~ao repulsores; e se pelo menos um autovalor mi > 0 e um autovalormj < 0, os pontos representam pontos de sela, onde no limite linear tem-se umadire�c~ao de atra�c~ao chamada variedade est�avel (geralmente denotada por W S), e
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FIGURA 2.6 - Evolu�c~ao do atrator de R�ossler onde a = b = 0:2, para diferentes valores de c. (a)c = 2:5, ciclo limite. (b) c = 3:5, ciclo de per��odo 2. (c) c = 4, ciclo de per��odo 4. (d)c = 5, atrator ca�otico.FONTE: Strogatz (1994)
uma de repuls~ao chamada variedade inst�avel (geralmente denotada por WU).
2.1.4 Ordem e caos
Fixando os parâmetros a = b = 0:2 e variando o valor de c a trajet�oria do sistema2.1-2.3 pode apresentar diferentes comportamentos. Por exemplo, para c = 2:5 atrajet�oria parte de uma condi�c~ao inicial, e converge para um ciclo limite, mostradona Fig. 2.6(a). Em c = 3:5, o ciclo limite sofre uma duplica�c~ao de per��odo (Fig.2.6(b)), o que acontece novamente em c = 4 (Fig. 2.6(c)). Em c = 5 a periodicidadeda �orbita tende ao in�nito (Fig. 2.6(d)). O ciclo limite inicial transformou-se numatrator ca�otico atrav�es de sucessivas duplica�c~oes de per��odo, evolu�c~ao conhecidacomo cascata de duplica�c~ao de per��odo.
2.1.4.1 Expoentes de Lyapunov
Os expoentes de Lyapunov s~ao uma m�edia da taxa de separa�c~ao entre duas trajet�o-rias bem pr�oximas entre si. Usualmente os expoentes de Lyapunov s~ao representadospela letra grega �, e s~ao chamados assim porque a raz~ao da separa�c~ao entre duas�orbitas �e dada por exp(�) (ALLIGOOD et al., 1996). Ent~ao, se o valor deste expo-
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FIGURA 2.7 - Evolu�c~ao de uma esfera unit�aria de condi�c~oes iniciais para uma elips�oide ap�os um tempot. O primeiro expoente de Lyapunov �1 mede a taxa de separa�c~ao das condi�c~oes iniciaisna dire�c~ao onde seja m�axima, neste caso rt1. O segundo expoente �2 mede a taxa desepara�c~ao na dire�c~ao onde seja m�axima e perpendicular a rt1, ou seja, rt2. O terceiroexpoente mede a taxa na dire�c~ao de rt3.FONTE: Alligood et al. (1996)
ente for positivo, a distância entre as �orbitas aumenta com o tempo (ou seja, elas seafastam) e se for negativo, a distância diminui (se aproximam). Existe um expoentede Lyapunov por dire�c~ao ortonormal no espa�co de fase, sendo a de�ni�c~ao dada por:

�i = limt!1 1t ln jmi(t)j; i = 1; :::; n;
ondemi(t) representa os autovalores da Jacobiana de 
uxo �t(x0), e x0 uma condi�c~aoinicial. Cada um destes expoentes representa a taxa de separa�c~ao das �orbitas aolongo de cada dire�c~ao ortonormal. O primeiro expoente mede a taxa de separa�c~aona dire�c~ao onde a separa�c~ao seja m�axima (ou que a contra�c~ao seja m��nima, no casodos ciclos limites atratores). O segundo expoente mede a taxa na dire�c~ao onde asepara�c~ao seja a segunda maior, e perpendicular �a primeira dire�c~ao, e assim pordiante (ver Figura 2.7). Um dos algoritmos mais conhecidos para a obten�c~ao destesexpoentes foi descrito por Wolf et al. (1985), que pode ser usado para caracterizarcaoticidade em s�eries temporais longas obtidas em simula�c~oes. No caso do atrator deR�ossler mostrado na Figura 2.2, os expoentes de Lyapunov s~ao �1 = 0:072, �2 = 0,e �3 = �13:79. Como um dos expoentes �e positivo, o atrator deve ser ca�otico.
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2.1.4.2 Atratores ca�oticos
Um ponto y �e chamado ponto !-limite de uma condi�c~ao inicial x0 se, para qualquervizinhan�ca U de y, a trajet�oria de x0 entra em U repetidamente quando t ! 1.O conjunto de todos os pontos !-limite de x0 �e chamado conjunto !-limite de x0(PARKER; CHUA, 1989). Um ciclo limite �e um exemplo de conjunto !-limite. Si-milarmente, um conjunto �-limite �e o conjunto de todos os pontos �-limite que s~aoregularmente visitados quando t ! �1, ou seja, considerando o tempo reverso(PARKER; CHUA, 1989).
Uma �orbita �e ca�otica se os seus pontos de Poincar�e satisfazem as seguintes condi�c~oes(ALLIGOOD et al., 1996):

a) A seq�uência de pontos de Poincar�e x1, x2, ... n~ao �e assint�oticamente peri�o-dica, ou seja, n~ao apresenta periodicidade quando t!1.
b) Pelo menos um expoente de Lyapunov �e positivo.

Considere-se um ponto x pertencente a uma �orbita ca�otica. Se x pertence ao seupr�oprio conjunto !-limite !(x), ent~ao o conjunto �e chamado de conjunto ca�otico. Se!(x) for atrator, ent~ao o conjunto �e chamado de atrator ca�otico (ALLIGOOD et al.,1996).
Um conjunto ca�otico V possui as seguintes propriedades:

� V cont�em uma �orbita ca�otica.
� Os pontos peri�odicos formam um conjunto denso em V , ou seja, para cadaponto peri�odico x, existe um ponto y 2 V arbitrariamente pr�oximo a xque tamb�em �e ponto peri�odico.
� V apresenta sensibilidade �as condi�c~oes iniciais (Fig. 2.8).

2.1.5 Diagramas de bifurca�c~ao
Da Figura 2.6 foi poss��vel comprovar que a dinâmica do sistema de R�ossler podemudar muito ao variar o parâmetro c. O diagrama de bifurca�c~ao �e um diagrama queresume os diferentes estados que o sistema pode apresentar ao variar um dos parâ-metros (chamado parâmetro de controle) usando pequenos incrementos, em fun�c~aodos pontos na se�c~ao de Poincar�e. O algoritmo para obter o diagrama de bifurca�c~ao�e bastante simples:
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FIGURA 2.8 - Sensibilidade �as condi�c~oes iniciais. Duas condi�c~oes iniciais separadas por uma distânciaarbitrariamente pequena �x(0) v~ao estar separadas numa distância �x(t)� �x(0), ap�osum tempo t. A raz~ao da separa�c~ao entre as duas �orbitas vai ser dada por e�, onde � �eo expoente de Lyapunov.FONTE: Fiedler-Ferrara e Prado (1994)
a) Escolher um valor para o parâmetro de controle.
b) Escolher valores iniciais para as vari�aveis de estado do sistema de equa�c~oesdiferenciais (ou seja, estabelecer as condi�c~oes iniciais).
c) Integrar o sistema de equa�c~oes diferenciais, a �m de obter diversos pontosna se�c~ao de Poincar�e da trajet�oria. Ignorar os pontos iniciais transientes eregistrar os seguintes. A quantidade de pontos iniciais transientes a ignorardepende da \rapidez" com que as trajet�orias convergem da condi�c~ao inicialao atrator.
d) Incrementar o valor do parâmetro de controle, ajustar novamente as con-di�c~oes iniciais e repetir o passo c.

Por exemplo, a �gura 2.9 mostra o diagrama de bifurca�c~ao para o sistema de R�ossler2.1-2.3, usando a vari�avel de estado x em fun�c~ao do parâmetro de controle c nointervalo [2, 20] com uma resolu�c~ao de 1500 pontos no eixo do parâmetro de controlec, e �xando a = b = 0:1. O plano de Poincar�e foi de�nido em z = 0:1. Para cadavalor de c foram registrados 20 pontos de Poincar�e, ignorando 3000 pontos pr�evioscorrespondentes a pontos transientes.
Atrav�es do diagrama de bifurca�c~ao �e poss��vel apreciar as mudan�cas que sofre adinâmica do sistema conforme aumenta o valor do parâmetro de controle de formarelativamente cont��nua. Da esquerda para a direita temos que o sistema evolui deum ciclo limite para uma �orbita est�avel de per��odo 2 atrav�es de uma bifurca�c~aode duplica�c~ao de per��odo em c � 5:4. Logo bifurca-se novamente numa �orbita deper��odo 4 (c � 8), e assim por diante at�e atingir o estado de atrator ca�otico (c � 9).
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FIGURA 2.9 - Diagrama de bifurca�c~ao do sistema de R�ossler 2.1-2.3, usando x em fun�c~ao do parâ-metro de controle c.
Dentro do regime ca�otico existem breves interrup�c~oes espor�adicas onde a dinâmicavolta a ser peri�odica; estas interrup�c~oes s~ao chamadas janelas peri�odicas. No casoda Figura 2.9, �e poss��vel apreciar uma destas janelas criada aproximadamente emc = 12.
2.2 Rela�c~oes de dispers~ao lineares de ondas em plasmas
Num plasma n~ao magnetizado onde os el�etrons e ��ons possuem distribui�c~oes develocidade perto do equil��brio t�ermico, �e poss��vel achar três tipos de ondas: ondasde Langmuir, ion-ac�usticas e eletromagn�eticas.
Nas pr�oximas subse�c~oes vamos apresentar as rela�c~oes de dispers~ao de cada umadestas ondas no regime linear, ou seja, sem levar em conta efeitos e intera�c~oes n~aolineares.
2.2.1 Ondas de Langmuir
Considere-se um plasma frio com seus el�etrons e ��ons distribu��dos uniformementeno espa�co. Devido a massa dos ��ons ser muito maior do que a dos el�etrons, vamosconsiderar tamb�em que os ��ons permanecem �xos nas suas posi�c~oes no espa�co. Se\puxarmos" uma se�c~ao da distribui�c~ao dos el�etrons (Figura 2.10) haver�a um ex-cesso de cargas negativas numa regi~ao do plasma, o que cria um campo el�etrico

42



FIGURA 2.10 - Introdu�c~ao de uma perturba�c~ao unidimensional num plasma. Os el�etrons s~ao desloca-dos numa pequena distância x, criando um campo el�etrico que vai atuar como for�cade restaura�c~ao, fazendo os el�etrons oscilarem ao redor do ponto de equil��brio.FONTE: Bittencourt (1995)
interno em dire�c~ao �a perturba�c~ao introduzida. Se deixamos o sistema agir livre-mente (ou seja, \soltamos" a se�c~ao) vamos observar que, devido �as for�cas coulombia-nas, a perturba�c~ao na densidade dos el�etrons vai voltar a sua posi�c~ao de equil��brio.Mas, a in�ercia dos el�etrons vai provocar que eles se desloquem um pouco al�em dassuas posi�c~oes de equil��brio, descrevendo um movimento oscilat�orio, com a freq�uência!pe = (n0e2=me"0)1=2, conhecida como a freq�uência de plasma. Estas oscila�c~oes s~aoconhecidas como oscila�c~oes eletrônicas do plasma. Num plasma t�ermico, estas osci-la�c~oes podem se propagar, dando lugar �as ondas de Langmuir, que s~ao um dos tiposmais b�asicos de ondas em plasmas, e que obedecem a seguinte rela�c~ao de dispers~aolinear (CHEN, 1984):

!2L = !2pe + 32v2thk2L (2.5)
onde vth representa a velocidade t�ermica dos el�etrons.
2.2.2 Ondas ion-ac�usticas
S~ao ondas eletrost�aticas de baixa freq�uência onde el�etrons e ��ons oscilam quase emfase, e que correspondem a perturba�c~oes na densidade do plasma. A rela�c~ao de

43



FIGURA 2.11 - Diagramas de dispers~ao para ondas ion-ac�usticas e ondas de Langmuir. Para n�umerosde onda baixos, a onda ion-ac�ustica aproxima-se �a reta de inclina�c~ao cS (comporta-mento ac�ustico), mas para n�umeros de onda maiores, a curva aproxima-se asint�otica-mente �a reta ! = !i.FONTE: Nicholson (1983)
dispers~ao deste tipo de ondas �e (NICHOLSON, 1983):

!2S = c2Sk2S (2.6)
Onde cS = (
me=mi)1=2vth representa a velocidade do som no meio, me �e a massa doel�etron, mi a massa do ion, 
 = 1+3Ti=Te representa a raz~ao dos calores espec���cosdo plasma, Te �e a temperatura n~ao perturbada dos el�etrons, e Ti a temperatura dos��ons. Estes tipos de onda devem seu nome �a similaridade da rela�c~ao de dispers~aocom a rela�c~ao para as ondas de som propagando-se num g�as. A Figura 2.11 mostraos diagramas de dispers~ao das ondas Langmuir e ion-ac�usticas.
2.2.3 Ondas eletromagn�eticas
S~ao ondas de alta freq�uência que obedecem �a rela�c~ao de dispers~ao:

!2T = !2pe + c2k2T (2.7)
Num plasma n~ao magnetizado e sem colis~oes, estas ondas n~ao sofrem amortecimento,porque a velocidade de fase vph = !=k �e sempre maior do que a velocidade da luz,e ent~ao n~ao �e poss��vel que as ondas entrem em ressonância com as part��culas.
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FIGURA 2.12 - Diagramas de dispers~ao de ondas eletromagn�eticas e ondas de Langmuir, num plasman~ao magnetizado. A curva eletromagn�etica aproxima-se asintoticamente �a reta cominclina�c~ao c.FONTE: Nicholson (1983)
A Figura 2.12 mostra os diagramas de dispers~ao de ondas Langmuir e eletromagn�e-ticas.
2.3 Mecanismos de excita�c~ao e amortecimento de ondas em plasmas
Um mecanismo de excita�c~ao de ondas de Langmuir num plasma �e atrav�es de insta-bilidades feixe-plasma, que �e um tipo de instabilidade comum na f��sica dos plasmas(NICHOLSON, 1983), que pode ser criada atrav�es de um feixe de part��culas energ�e-ticas injetado no plasma, ou induzindo uma corrente atrav�es do plasma de maneiraque as diferentes esp�ecies possuam velocidades de deriva diferentes (CHEN, 1984).A energia das part��culas leva ao crescimento exponencial das ondas eletrost�aticas oude Langmuir.
2.3.1 Rela�c~ao de dispers~ao para ondas eletrost�aticas inst�aveis
Considere-se um plasma frio, uniforme e n~ao magnetizado, onde os ��ons sejam estaci-on�arios e os el�etrons com velocidade V0, ou seja, o sistema de referência deslocando-se com o feixe dos ��ons (CHEN, 1984). Sejam as ondas eletrost�aticas do tipo:

E1 = �1ei(kx�!t)x̂ (2.8)
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Considerando as seguintes vari�aveis linearizadas para a velocidade e densidade dos��ons e el�etrons, e o campo el�etrico:

Vi = V1i ; Ve = V0e +V1eni = n0 + n1i ; ne = n0 + n1eE = E1;
onde os sub��ndices 0 e 1 representam os termos sem perturba�c~ao e perturbado respec-tivamente. Inserindo estas vari�aveis nas equa�c~oes de movimento, e de continuidade:

m�n� �@V�@t + (V� � r)V�� = q�n�E@n�@t +r � (n�V�) = 0;
onde � = i; e (i: ��ons, e: el�etrons), e introduzindo os operadores harmônicos espaciaise temporais @t ! �i!, r ! ik, obtemos a seguinte rela�c~ao de dispers~ao para asoscila�c~oes eletrost�aticas:

1 = !2pe �me=mi!2 + 1(! � kv0)2
� (2.9)

Ao multiplicar 2.9 por !2(! � kv0)2 obt�em-se uma equa�c~ao de quarta ordem emtermos de !. Considere-se a representa�c~ao das solu�c~oes na forma complexa:
!j = !Rj + i
j (2.10)

Se a parte imagin�aria �e nula (Im(!j) = 0), ent~ao as ra��zes simplesmente representamcada uma das poss��veis oscila�c~oes, ao substituir 2.10 em 2.8:
E = �ei(kx�!Rj t)x̂

46



FIGURA 2.13 - Fun�c~ao de distribui�c~ao Maxwelliana das velocidades das part��culas, num plasma n~aomagnetizado. A regi~ao hachurada indica as part��culas em ressonância com uma ondacom velocidade de fase vph. O n�umero de part��culas com velocidade menor que vph�e maior do que o n�umero de part��culas com velocidade maior, logo a onda cede maisenergia �as part��culas do que ganha delas, sofrendo o amortecimento conhecido comoamortecimento de LandauFONTE: Tsurutani e Lakhina (1997)
Se Im(!j) 6= 0, as ra��zes existir~ao na forma de pares conjugados, e ao substituir 2.10em 2.8 obt�em-se:

E = �ei(kx�!Rj t)e
jtx̂
Se 
j < 0 (ou seja, Im(!j) < 0) obt�em-se ondas exponencialmente amortecidas,mas se 
j > 0 (Im(!j) > 0) ent~ao as ondas crescem de forma exponencial. Nestasitua�c~ao, diz-se que a onda (ou modo) �e inst�avel. Ao levar em conta a velocidadet�ermica dos el�etrons, teremos que estas ondas podem-se propagar no plasma.
Em plasmas de laborat�orio, instabilidades deste tipo podem ser usadas para aquecerum plasma, ou para gerar microondas em dispositivos klystron (CHEN, 1984) usadosem comunica�c~oes. No espa�co interplanet�ario, as explos~oes solares associadas comeventos de tipo III cont�em el�etrons energ�eticos que s~ao injetados no plasma da coroa,excitando ondas de Langmuir atrav�es de instabilidades feixe-plasma (KELLOGG etal., 1992). A intera�c~ao entre o vento solar e a frente de choque em magnetosferasplanetarias, tamb�em pode criar feixes de el�etrons que excitam ondas de Langmuir(GUEDE, 1995).
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Existem dois mecanismos principais para o amortecimento de ondas em plasmas:o amortecimento de Landau, e o amortecimento ciclotrônico. O amortecimento deLandau ocorre devido ao intercâmbio de energia entre as ondas com velocidade defase vph, e as part��culas com velocidade aproximadamente igual a vph, ou seja, queest~ao em ressonância com a onda. As part��culas com velocidade um pouco menor�a velocidade de fase vph ser~ao aceleradas pelo campo el�etrico da onda, ganhandoenergia da onda, enquanto as part��culas com velocidade um pouco maior a vph ser~aodesaceleradas pelo campo el�etrico, ou seja, cedem energia �a onda. Num plasma n~aocolisional com fun�c~ao de distribui�c~ao das velocidades das part��culas Maxwelliana,observa-se que o n�umero de part��culas com velocidade v<�vph �e maior do que on�umero de part��culas com v>�vph (Fig. 2.13), ou seja, h�a mais part��culas ganhandoenergia da onda do que cedendo �a onda, o que produz o amortecimento da onda.
No amortecimento ciclotrônico a troca de energia ocorre devido �a forma em que apart��cula\percebe"a polariza�c~ao da onda no referencial da part��cula. Considere umaonda com vetor k = kxx̂ + kzẑ, onde kz > 0, na presen�ca de um campo magn�eticoambiente B0 = B0ẑ. O campo el�etrico da onda E? pode ser decomposto em compo-nentes circularmente polarizados �a esquerda e direita, como mostra a Figura 2.14.No caso da polariza�c~ao �a esquerda (Fig. 2.14(a)), um el�etron estacion�ario (ou seja,que n~ao esteja se deslocando ao longo do eixo z) vai \perceber" o campo el�etricona seq�uência C-B-A, j�a que a onda se propaga na dire�c~ao ẑ, e a part��cula n~ao vaientrar em ressonância porque o el�etron gira no sentido da m~ao direita com rela�c~aoao campo magn�etico B0. Mas, no caso de um el�etron com velocidade maior do quea onda na dire�c~ao ẑ, a seq�uência do vetor E? percebida no referencial da part��culavai ser A-B-C, ou seja, vai perceber a onda como sendo circularmente polarizada �adireita, e ent~ao vai sofrer uma acelera�c~ao (ou seja, vai receber energia da onda) se avelocidade da part��cula satisfaz !� kzvz = �
c. A componente circularmente pola-rizada �a direita, por sua vez, vai perder energia devido �as part��culas com velocidademenor �a da onda, os quais v~ao entrar em ressonância ao perceber a onda na seq�uên-cia C-B-A, e ser~ao aceleradas se a velocidade da part��cula satisfaz ! � kzvz = 
c.Finalmente, uma onda pode ser amortecida devido �as part��culas que deslocam-seem qualquer das duas dire�c~oes (no referencial da onda), ou seja, a existência depart��culas ressonantes produz o amortecimento ciclotrônico da onda (CHEN, 1984).
Estes dois mecanismos de amortecimento de ondas s~ao semelhantes no sentido de queenvolvem intera�c~oes onda-part��cula. A principal diferen�ca entre elas �e que no amorte-
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FIGURA 2.14 - Decomposi�c~ao do campo el�etrico de uma onda propagando-se com vetor k = kxx̂+kz ẑ, em componentes circularmente polarizadas (a) �a esquerda, e (b) �a direita.FONTE: Chen (1984)
cimento ciclotrônico o campo el�etrico acelera as part��culas em dire�c~ao perpendicular�a velocidade da part��cula, enquanto no amortecimento de Landau a velocidade e aacelera�c~ao da part��cula s~ao paralelas. A ressonância ciclotrônica n~ao �e afetada pelacaptura de part��culas como no caso do amortecimento de Landau.
2.4 Conceitos de intera�c~ao onda-onda
A dinâmica das ondas de Langmuir, ion-ac�ustica e eletromagn�etica s~ao descritaspelas equa�c~oes generalizadas de Zakharov (ZAKHAROV, 1984):

(@2t + �e@t + c2r� (r�)� 
ev2thr(r�) + !2pe)E = !2pen0 nE (2.11)
(@2t + �i@t � v2Sr2)n = "02mir2 
E2� (2.12)

onde E representa o campo el�etrico da onda que oscila aproximadamente na freq�uên-cia do plasma (alta freq�uência), n a perturba�c~ao na densidade, �e a freq�uência deamortecimento da onda de Langmuir, �i o coe�ciente de amortecimento da ondaion-ac�ustica, c a velocidade da luz, 
e a raz~ao dos calores espec���cos dos el�etrons,vth a velocidade t�ermica dos el�etrons, n0 a densidade dos ��ons n~ao perturbada, vs avelocidade ion-ac�ustica, e mi a massa do ��on. No caso eletrost�atico, as equa�c~oes 2.11
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e 2.12 podem ser simpli�cadas �a seguinte forma:

(@2t + �e@t � 
ev2thr2 + !2pe)E = �!2pen0 nE (2.13)
(@2t + �i@t � v2Sr2)n = "02mir2 
E2� (2.14)

onde a equa�c~ao 2.13 descreve a evolu�c~ao linear do envolt�orio de uma onda de Lang-muir �a esquerda da equa�c~ao, enquanto �a direita tem-se o efeito de uma correnten~ao linear, e a equa�c~ao 2.14 descreve a evolu�c~ao linear de uma onda ion-ac�usticana esquerda, e �a direita tem-se o efeito n~ao linear da for�ca ponderomotiva devida �aonda Langmuir (GIBSON et al., 1995).
Uma onda de amplitude �nita, propagando-se num plasma, vai causar uma modula-�c~ao dos parâmetros que caracterizam os modos naturais do plasma. Se a amplitudedesta onda cresce e excede um certo valor limiar, estes modos come�cam a crescertamb�em a partir do n��vel do ru��do, j�a que a dissipa�c~ao delas �e compensada pelaamplitude da onda indutora. A excita�c~ao destes modos naturais, e o crescimentodas suas amplitudes atrav�es da absor�c~ao de energia e momentum da onda indutora�e chamada instabilidade param�etrica, onde o \parâmetro" refere-se �a amplitude daonda indutora (NICHOLSON, 1983).
O exemplo mais simples de instabilidade param�etrica de três ondas �e de decaimento,quando a onda indutora decai em dois modos naturais do plasma. A instabilidadeparam�etrica �e ressonante (ou seja, a transferência de energia vai ser m�axima) se asseguintes rela�c~oes entre os vetores de onda e entre as freq�uências da onda indutorae os modos naturais induzidos s~ao satisfeitos:

!0 = !1 + !2 k0 = k1 + k2 (2.15)
Onde o sub��ndice 0 representa a onda indutora, e os sub��ndices 1 e 2 os modos natu-rais ou ondas induzidas. As rela�c~oes 2.15 s~ao chamadas condi�c~oes de acoplamento,e requerem que no espa�co (!; k) a adi�c~ao vetorial entre os modos (!0; k0), (!1; k1) e(!2; k2) seja satisfeita. Al�em disso, cada modo deve satisfazer a rela�c~ao de dispers~aocorrespondente �a natureza da onda (por exemplo, a rela�c~ao de dispers~ao das ondas
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FIGURA 2.15 - Diagrama de acoplamento de fase do processo L! L0+S. O vetor (!1; k1) representaa onda indutora de Langmuir, o vetor (!S ; kS) a onda ion-ac�ustica e o vetor (!3; k3)a onda induzida de Langmuir.FONTE: Guede (1995)
de Langmuir, ion-ac�usticas, eletromagn�etica, etc.).
Um dos tipos de decaimento mais conhecidos �e o processo de decaimento eletrost�aticode Langmuir L ! L0 + S, onde uma onda Langmuir de grande amplitude decaipara uma outra onda de Langmuir contrapropagante L0 e uma onda ion-ac�usticaS propagando na dire�c~ao da onda indutora de Langmuir L. A Figura 2.15 mostrao diagrama de acoplamento de fase (tamb�em conhecido como diagrama de Peierls(1955)) onde os vetores no espa�co (!; k) satisfazem as condi�c~oes de acoplamentopara cada modo presente no plasma.
2.4.1 Teoria linear
A teoria linear representa uma primeira aproxima�c~ao no estudo de intera�c~oes onda-onda no est�agio inicial da instabilidade, onda a amplitude da onda indutora ainda�e bem maior do que as amplitudes das ondas induzidas, e sup~oe-se que a amplitudedo envolt�orio da onda indutora �e constante. Neste cen�ario, a taxa de crescimento dainstabilidade �e (CHIAN; ABALDE, 1995):

� = �c02c01!2!pe
�1=2 j�0j2 ; (2.16)

onde o sub��ndice 0 representa a onda indutora de Langmuir, 1 a onda induzidade Langmuir, e o sub��ndice 2 representa a onda ion-ac�ustica, �0 �e a amplitude doenvolt�orio da onda indutora, e os coe�cientes de acoplamento s~ao c02 = ekS=2me
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e c01 = (me=mi)c02. Desta taxa �e poss��vel calcular a condi�c~ao limiar da amplitudeda onda, acima do qual come�ca a instabilidade; na se�c~ao 2.5.3 �e apresentado umexemplo de valor limiar para o processo n~ao linear L
 W + A.
Considerando as ondas como sendo do tipo monocrom�aticas, planas e propagantes,os campos el�etricos podem ser representados pela forma modulacional:

E� = 12��(r; t) exp[i(k� � r� !�t)] + c:c:; � = 0; 1; 2 (2.17)
onde �� representa o envolt�orio (complexo) de cada uma das ondas variando lenta-mente no tempo, satisfazendo j@2r ��j � jk�@r��j e j@2t ��j � j!�@t��j, e k� � r � !�trepresenta a fase que varia rapidamente no tempo. A equa�c~ao 2.17 �e uma gene-raliza�c~ao da forma 2.8 usada para a obten�c~ao da rela�c~ao de dispers~ao de ondaseletrost�aticas geradas pela instabilidade feixe-plasma.
Na teoria linear, sup~oe-se a amplitude da onda indutora constante (@t�0 = 0) e bemmaior do que a amplitude das ondas induzidas (j�0j � j�1j; j�2j). Chian e Abalde(1995) acharam o seguinte sistema de equa�c~oes complexas acopladas para o decai-mento param�etrico eletrost�atico:

(@t + � 01)�1 = �� c022!1
� �0��2 exp(�i�t) (2.18)

(@t + � 02)�2 = �� c012!2
� �0��1 exp(�i�t); (2.19)

onde � 0� = ��!�=@!D� (� = 1; 2), sendo �� �e a taxa de amortecimento da onda, comD0;1 = !20;1 � !2pe � 
ev2thk20;1 + i�1!0;1, D2 = !22 � c2Sk22 + i�2!2, e o desacoplamentode freq�uências � = !0 � !1 � !2.
2.4.2 Teoria n~ao linear
Uma vez que os modos induzidos atingem amplitudes compar�aveis �as amplitudes daonda indutora, faz-se necess�ario levar em conta o efeito de esgotamento da indutora,ou seja, a amplitude do envelope deixa de ser constante. Esta situa�c~ao posterior aoin��cio da instabilidade �e coberta pela teoria n~ao linear.
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O conjunto de equa�c~oes n~ao lineares acopladas que caracterizam o processo de de-caimento eletrost�atico L
 L0+S podem ser obtidas das equa�c~oes eletrost�aticas deZakharov 2.13 e 2.14 (ZAKHAROV, 1972; CHIAN; ABALDE, 1995):

(@2t � �0@t� 
ev2thr2 + !pe)E0 = �!2pen0 nE1 (2.20)
(@2t � �1@t� 
ev2thr2 + !pe)E1 = �!2pen0 nE0 (2.21)

(@2t � �2@t� c2Sr2)n = "02mir2 hE0 � E1i (2.22)
onde E0 representa o campo el�etrico da onda de Langmuir indutora, E1 o campoel�etrico da onda de Langmuir induzida, e n a perturba�c~ao na densidade iônica. Osbrackets representam a m�edia na escala de tempo r�apida.
Usando a representa�c~ao do pacote de onda 2.17 podemos reescrever 2.20-2.22 enfo-cando a dinâmica temporal:

(@t + � 00)�0 = �� c122!0
� �1�2 exp(i�t) (2.23)

(@t + � 01)�1 = �� c022!1
� �0��2 exp(�i�t) (2.24)

(@t + � 02)�2 = �� c012!2
� �0��1 exp(�i�t) (2.25)

Onde os coe�cientes de acoplamento c02 = c12 = ek2=2me. Este sistema envolve ateoria linear j�a que reduz-se �as equa�c~oes 2.18 e 2.19 se @t�0 = 0 e j�0j � j�1j; j�2j.
Para facilitar a an�alise num�erica, pode-se introduzir a representa�c~ao polar �� =��F 1=2� exp(i��), onde F� e �� s~ao vari�aveis reais, e �� s~ao constantes de normaliza-�c~ao complexas. Assim, �e poss��vel obter o seguinte conjunto de equa�c~oes diferenciaisordin�arias (CHIAN; ABALDE, 1995):
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_F0 = 2(F0F1F2)1=2 cos(�)� � 000F0 (2.26)_F1 = �2(F0F1F2)1=2 cos(�)� � 001F1 (2.27)_F2 = �2(F0F1F2)1=2 cos(�)� � 002F2 (2.28)
_� = "�F0F1F2

�1=2 + �F0F2F1
�1=2 � �F2F1F0

�1=2# sin(�) + � (2.29)
Onde o sub��ndice 0 representa a onda de Langmuir indutora, o sub��ndice 1 a onda deLangmuir induzida, e o sub��ndice 2 a onda ion-ac�ustica, � = �0��1��2, � = �=!pe,� 00� = � 0�=!pe. O ponto representa a diferencia�c~ao com rela�c~ao a !pet.
Em resumo, na teoria linear considerou-se a amplitude da onda indutora constante,e das ondas induzidas linearmente amortecidas. Na teoria n~ao linear, a amplitude daonda indutora deixou de ser constante, obtendo-se mais uma equa�c~ao descrevendoa evolu�c~ao espa�co-temporal desta amplitude. Se considerarmos essa onda indutoralinearmente inst�avel (ou seja, �0 > 0) e o resto das ondas linearmente amortecidas(�1;2 < 0), ent~ao dependendo dos parâmetros do sistema a an�alise num�erica podechegar a ser extremadamente complexa e o comportamento do sistema imprevis��vel,sendo a aplica�c~ao da Teoria de Caos uma ferramenta �util para o estudo destasintera�c~oes.
2.5 Exemplos de intera�c~oes onda-onda
Al�em do decaimento eletrost�atico L ! L0 + S, tem-se outras possibilidades depen-dendo dos parâmetros do plasma ambiental.
2.5.1 Processo de três ondas L
 W +KAW na coroa solar
Voitenko et al. (2003) estudaram a instabilidade param�etrica do processo L !W +KAW na coroa solar, onde W representa uma onda eletromagn�etica em modowhistler, e KAW uma onda de Alfv�en cin�etica, ou seja, uma onda de Alfv�en com n�u-meros de onda perpendiculares altos, usando a teoria linear. Este tipo de decaimentopode acontecer em regi~oes da coroa onde a freq�uência ciclotrônica dos el�etrons 
e�e maior do que a freq�uência eletrônica do plasma !pe, ou 
e=!pe >�1. Estas regi~oess~ao observadas na forma de �lamentos magn�eticos de baixa densidade conectadasmagneticamente com regi~oes frias da base coronal, com uma largura de 1 km na
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base, e estendendo-se radialmente saindo da coroa (WOO, 1996).
Considerando uma onda de Langmuir obl��qua, onde a amplitude do campo el�etrico�e dada por:

EL = (ELxx̂+ ELzẑ) exp[�i(!Lt� kLxx� kLzz)] + c:c:; kLz > 0 (2.30)
propagando-se num plasma magnetizado homogeneamente (B0 = B0ẑ). Sejam asescalas de n~ao-homogeneidades do plasma bem maiores do que os comprimentos dasondas estudadas, e os vetores de onda:

kL = [kLx; 0; kLz]kW = [0; 0; kWz]kA = [kAx; 0; kAz]; kAx � kAz
para as ondas de Langmuir (L), whistler (W) e Alfv�en cin�etica (A) respectivamente,e suas freq�uências !L, !W e !A. As condi�c~oes de ressonância s~ao:

!L = !W + !A (2.31)kLx = kAx (2.32)kLz = kWz + kAz (2.33)
Escolhendo kLz > 0 obtemos as seguintes duas possibilidades para a onda de Alfv�en:kAz > 0, ou seja, a onda de Alfv�en se propaga em forma paralela ao campo magn�etico(ou seja, se afastando do Sol), ou kAz < 0, onde a propaga�c~ao da onda �e antiparalelaao campo magn�etico. A Figura 2.16 mostra um exemplo de vetores de onda quesatisfazem as condi�c~oes de ressonância 2.32-2.33. Note-se que kWz > 0, j�a que jkAzj <kLz.
Voitenko et al. (2003) acharam a seguinte express~ao para a rela�c~ao de dispers~ao n~ao

55



0 0B  = B ẑ
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FIGURA 2.16 - Exemplo de cinem�atica dos vetores de onda kL, kW , e kA para o processo L !W +KAW
linear de segunda ordem das ondas de Alfv�en cin�eticas:

DAEAx = NA; (2.34)
onde EAx �e a componente x do campo el�etrico da onda de Alfv�en. DA representa adispers~ao linear:

DA = !2A � k2Azv2AK2 (2.35)
e NA �e a seguinte express~ao n~ao linear:

NA = k2Azv2A�1 + �p1 + �e
��mee i!AkAxkAz

��nLen0 vLez
�+ 1 + �e�e kAxkAz

�nLen0 vLex
��

+memp v
2kAv2A (1 + �e)1e

�Fex � i
e!AFey
�� 1e kAxkAz Fez

� ; (2.36)
onde �p = k2Ax�2p e �s = �pTe=Tp s~ao as vari�aveis de dispers~ao, �p �e o raio de giro dospr�otons, nLe �e a perturba�c~ao da densidade dos el�etrons devido �a onda de Langmuir,e vLex, vLez s~ao as componentes da perturba�c~ao da velocidade dos el�etrons devido �aonda de Langmuir.
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Em 2.35 K representa a fun�c~ao de dispers~ao para a onda de Alfv�en cin�etica:
!AkAzvA = K =r1 + �T1 + �e (2.37)

e �T = �p + �s, �e = k2Ax�2e s~ao vari�aveis dispersivas da onda.
No caso da onda eletromagn�etica em modo whistler, a rela�c~ao de dispers~ao �e:

DWEWx = NW ; (2.38)
onde EWx representa a componente x do campo el�etrico da onda whistler. O termodispersivo �e:

DW = !2W � c2k2Wz � !2pe !W!W � 
e
e o termo n~ao linear �e:

NW = 12e!2pe
�1 + 
e!W

� (iFWy � FWx) + 2�e!WnW (VWy + iVWx); (2.39)
onde nW representa a perturba�c~ao na densidade devido �a onda whistler, e VWx,VWy s~ao as componentes das perturba�c~oes da velocidade dos el�etrons devido �a ondawhistler. Em 2.39, na express~ao �a direita da igualdade, o primeiro termo da somarepresenta o campo el�etrico n~ao linear e o segundo a a�c~ao de uma corrente n~ao linear.
De 2.34 e 2.38 obt�em-se a seguinte express~ao para a rela�c~ao de dispers~ao n~ao linearpara a instabilidade de decaimento param�etrico L! W +KAW :

DWD�A = �NW �N�Aj�Lj2; (2.40)
onde o s��mbolo � representa o conjugado complexo. Levando em conta a dissipa�c~aona freq�uência das ondas, !A;W = !A;W + i
NL obt�em-se uma express~ao para a taxa
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FIGURA 2.17 - Taxa de crescimento n~ao linear 
NL em fun�c~ao do comprimento de onda normalizadoZ = kLz�D para o decaimento L ! W + KAW na coroa solar, para os valoresda raz~ao entre a freq�uência ciclotrônica dos el�etrons e a freq�uência do plasma b =
e=!pe = 1:04 (linha s�olida), b = 1:1 (linha tracejada) e b = 1:4 (linha pontilhada).A velocidade t�ermica dos el�etrons VTe=c = 1=70.FONTE: Voitenko et al. (2003)
de crescimento n~ao linear:


2NL = b(z � b)2 �NW �N�Aj�Lj22!A
e(2z(z � b)2 + b) ; (2.41)
onde �L representa o potencial eletromagn�etico devido �a onda Langmuir, e b =
e=!pe. A Figura 2.17 mostra a taxa de crescimento n~ao linear em termos do n�umerode onda normalizado Z = kLz�D paralelo ao campo magn�etico B0, para diferentesvalores de b.
Finalmente, a condi�c~ao de ressonância em termos dos parâmetros das ondas emintera�c~ao �e:

"(z � �A)2 � 1� 1�2Te
�Z � sA vTevAK�A�2# (z � �A � b)� b = 0; (2.42)

onde �2Te = v2Te=c2, �A = !A=!pe, sA = kAz=jkAzj indica a dire�c~ao de propaga�c~aoda onda cin�etica de Alfv�en: sA = 1 se a onda �e propagante (ou seja, na dire�c~ao docampo magn�etico ambiente) e sA = �1 se a onda �e contrapropagante (antiparalelaao campo magn�etico).
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Ao expandir a equa�c~ao 2.41, Voitenko et al. (2003) notaram que a instabilidade daonda de Langmuir indutora depende da dire�c~ao de propaga�c~ao da onda de Alfv�encin�etica. Se a onda for propagante (sA = 1) a instabilidade �e muito fraca, enquantopara o caso antipropagante (sA = �1) a instabilidade �e maior. Logo, as perturba�c~oesna densidade produzidas pelas ondas de Alfv�en cin�eticas que se propagam na dire�c~aodo Sol ser~ao melhor observadas.
2.5.2 Processo de três ondas L
 l +W no vento solar
Chian e Abalde (1999) mostraram que o processo de decaimento n~ao linear L 
l + W , onde L representa uma onda de Langmuir, l uma onda eletromagn�eticapolarizada circularmente �a esquerda e W uma onda whistler, �e poss��vel em regi~oesdo espa�co interplanet�ario onde 
e � !pe, ou seja, a onda whistler �e uma onda debaixa freq�uência quando comparada com a freq�uência da onda de Langmuir indutora,e a freq�uência da onda eletromagn�etica l.
Sejam os campos el�etricos das ondas da forma dada na equa�c~ao 2.17, propagando-seao longo do campo magn�etico ambiente B0 = B0ẑ. Na ausência de acoplamento(teoria linear), a fase de varia�c~ao r�apida k�z�!�t, � = L; l;W satisfaz as seguintesrela�c~oes de dispers~ao:

!2L = 3v2thk2L + !2pe (2.43)
!2l = c2k2l + !2pe!l!l + 
e (2.44)
!2W = c2k2W + !2pe!W!W � 
e (2.45)

As condi�c~oes de acoplamento de fase, necess�arias para a intera�c~ao ressonante s~ao:
!L � !l + !W kL = kl + kW (2.46)

onde um pequeno desacoplamento da freq�uência �e permitido, embora um acopla-mento perfeito dos vetores de onda �e suposto. Al�em das condi�c~oes 2.46, o tripletodeve satisfazer a conserva�c~ao de helicidade da onda. Como a onda Langmuir �e eletros-t�atica (ou seja, sem polariza�c~ao) a polariza�c~ao da onda eletromagn�etica �a esquerda �e
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FIGURA 2.18 - Diagrama de acoplamento de fase para o processo L
 l +W .FONTE: Chian e Abalde (1999)
cancelada pela onda whistler, que possui polariza�c~ao circular �a direita. A Figura 2.18apresenta um exemplo de diagrama de acoplamento que satisfaz as condi�c~oes 2.46.
Na teoria linear, supondo a amplitude da onda indutora constante e maior do quea amplitude das ondas induzidas, pode-se obter a seguinte rela�c~ao de dispers~ao n~aolinear:

DlD�W = E20cLW c�Ll (2.47)
e a taxa de crescimento da instabilidade:

� = E0(cLW c�Ll)1=2 �@Dl@!l @D
�W@!W
��1=2 (2.48)

A diferen�ca deste processo em rela�c~ao ao estudado por Voitenko et al. (2003) �eque Chian e Abalde (1999) consideraram a onda indutora de Langmuir como sendovari�avel no tempo (@t�L 6= 0), ou seja, existe uma transferência de energia entre aonda indutora e as ondas induzidas. Considere-se duas escalas de tempo, uma escalade alta freq�uência, onde os campos el�etricos oscilam perto da freq�uência de plasma!pe, e uma escala lenta onde E� (� = L; l;W ) oscilam em freq�uências menores quea freq�uência ciclotrônica dos el�etrons 
e. Assim, o seguinte sistema de equa�c~oes de
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onda n~ao lineares acopladas foi obtido a partir das equa�c~oes MHD:

DLEL = �iclWElEW ẑ (2.49)DlEl = icLWELE�W (2.50)DWEW = icLlELE�l ; (2.51)
, onde os operadores de dispers~ao s~ao:

DL = �!2L + !2pe + 3v2thk2L � i�L!L (2.52)
Dl = �!2l + c2k2l + !2pe!l!l + 
e � i�l!l (2.53)
DW = �!2W + c2k2W + !2pe!W!W + 
e � i�W!W (2.54)

os coe�cientes de acoplamento s~ao:

clW = �e!2pe2me(!W � 
e)
�kl!l + kW (!W � 
e)!W (!l + 
e)

� (2.55)
cLW = !2l!2L clW (2.56)
cLl = !2W!2L clW (2.57)

e as freq�uências de amortecimento das ondas s~ao:
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�L = !2pe!2L �e (2.58)
�l = �e!2pe(!l + 
e)2 (2.59)
�W = �e!2pe(!W � 
e)2 (2.60)

onde �e �e a freq�uência de amortecimento dos el�etrons. Introduzindo a representa�c~aomodulacional 2.17 e os operadores temporal e espacial r ! ik e @t ! �i! obtêm-seas seguintes express~oes:

(@t + vgL@z + � 0L)�L = � clW2@DL=@!L �l�W exp(i�t) (2.61)
(@t + vgl@z + � 0l)�l = cLW2@Dl=@!l �L��W exp(�i�t) (2.62)

(@t + vgW@z + � 0W )�W = cLl2@DW=@!W �L��l exp(�i�t) (2.63)
onde vg� = @!�=@k� representa a velocidade de grupo, � 0� = ���!�=@!�D�, odesacoplamento das freq�uências � = !L � !l � !W , e

@DL@!L = �2(!pe + 3v2thk2L)1=2 (2.64)
@Dl@!l = �2!pe �1� !pe
e2(!pe + 
e)2

� (2.65)
@DW@!W = �!2pe
e (2.66)

Finalmente, Chian e Abalde (1999) reescrevem as equa�c~oes 2.61-2.63 em termos dasvari�aveis reais F� e �� adotando a representa�c~ao polar:
�� = ��F 1=2� exp(i��) (2.67)
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FIGURA 2.19 - Simula�c~oes num�ericas da intera�c~ao n~ao linear de três ondas L
 l+W . A linha s�olidarepresenta a onda de Langmuir L, a linha tracejada a onda eletromagn�etica l, e alinha pontilhada a onda whistler W . Todas as ondas s~ao linearmente amortecidas.FONTE: Chian e Abalde (1999)
onde �� (� = L; l; r) s~ao parâmetros de normaliza�c~ao. Inserindo 2.67 em 2.61-2.63obtêm-se:

_FL = 2(FLFlFW )1=2 cos(�)� � 00LFL (2.68)_Fl = �2(FLFlFW )1=2 cos(�)� � 00l Fl (2.69)_FW = �2(FLFlFW )1=2 cos(�)� � 00WFW (2.70)
_� = "��FWFlFL

�1=2 + �FLFlFW
�1=2 + �FLFWFl

�1=2# sin(�) + �; (2.71)
onde o ponto indica diferencia�c~ao com rela�c~ao �a vari�avel � = k(z � vt), v e k s~ao avelocidade e o vetor de onda, respectivamente, � = �L��l��W , � 00� = � 0�=[k(vg��v)],e � = �=[k(vgW � v)]. A convers~ao do sistema de equa�c~oes de vari�aveis complexaspara reais facilita estudos anal��ticos e num�ericos. A Figura 2.19 mostra um exemplode simula�c~oes num�ericas usando o conjunto de equa�c~oes 2.68-2.71, com �L = 0:01,�l = �W = 0:05, FL(0) = 0:1, FW (0) = 0:01, e � = 1. Nesta simula�c~ao �e poss��velapreciar a transferência de energia entre as ondas devido �a intera�c~ao n~ao linear detrês ondas. A escolha de freq�uências de amortecimento positivas indica que as ondass~ao linearmente amortecidas, o que �sicamente pode representar o amortecimento
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de Landau (no caso de ondas eletrost�aticas), ou amortecimento ciclotrônico, no casode ondas eletromagn�eticas (CHIAN et al., 2000).
2.5.3 Processo de três ondas L
 W + A na magnetosfera terrestre
A �ultima possibilidade de processo de três ondas a ser tratada nesta se�c~ao ocorrequando uma onda de Langmuir (L) acopla-se com uma onda de Alfv�en (A), emitindoondas eletromagn�eticas no modo whistler (W ), num evento conhecido como eventoLAW (CHIAN et al., 1994; LOPES; CHIAN, 1996). Para que as ondas entrem emressonância, elas devem cumprir as seguintes condi�c~oes de acoplamento (CHIAN etal., 2000):

!L � !W + !A; kL = kW + kA (2.72)
onde um pequeno desacoplamento na freq�uência �e permitido. Al�em disso, as ondasdevem satisfazer a conserva�c~ao de helicidade em L
 W+A. Como a onda Langmuir�e eletrost�atica, e a onda whistler possui polariza�c~ao circular �a direita, para satisfazera conserva�c~ao de helicidade a onda de Alfv�en deve possuir polariza�c~ao circular �aesquerda (ou seja, a onda est�a no modo Alfv�en Shear).
Normalmente, se a propaga�c~ao das ondas �e paralela, o modo whistler est�a limitado aointervalo de freq�uências menores que a freq�uência ciclotrônica dos el�etrons (!W <
e). Como as ondas de Langmuir oscilam ao redor da freq�uência do plasma !pe(!L � !pe), os eventos LAW s�o podem acontecer dentro das regi~oes aurorais onde adensidade do plasma �e baixa o su�ciente para satisfazer !pe < 
e, assim, !W � !pe(CHIAN; ABALDE, 1995). Diferentemente do que ocorre no processo L 
 l +W ,a onda whistler atua como uma onda de alta freq�uência, sendo a onda Alfv�en umaonda de baixa freq�uência (quando comparada com a freq�uência da onda indutora),j�a que !A < 
i.
Na teoria linear, considera-se que a amplitude da onda indutora �e constante e maiordo que as amplitudes das ondas induzidas. A seguinte rela�c~ao de dispers~ao n~ao linearcorresponde ao processo L! W + A (CHIAN, 1995):

DAD�W = c�LAcLW jELj2; (2.73)
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onde os operadores de dispers~ao s~ao:

DW = �!2W + c2k2W + !2pe!W!W � 
e � i�W!W (2.74)
DA = �!2A + c2Ak2A � i�A!A; (2.75)

e os coe�cientes de acoplamento s~ao:

cLA = �!2W!2L
� cWA (2.76)

cLW = �!2Ac2A!2Lc2
� cWA (2.77)

cWA = �e!2pe2me(!W � 
e)
�kA!A + kW (!W � 
e)!W (!A + 
e)

� (2.78)
A taxa de crescimento no regime linear �e:

� = jELj2
�cLAcLWcAk!L

�1=2 �1 + 
e!2pe2!L(!L � 
e)2
��1=2 ; (2.79)

e a condi�c~ao limiar para a amplitude da onda indutora, acima da qual o processoL! W + A ocorre:
jELj2 = 4�W�AcAk!LcLAcLW

�1 + 
e!pe2!L(!L � 
e)2
� (2.80)

Na teoria n~ao linear, e seguindo uma deriva�c~ao similar �a usada na se�c~ao 2.5.2, asequa�c~oes que governam os eventos LAW s~ao:
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DLEL = �icWAEWEAẑ (2.81)DWEW = icLAELE�A (2.82)DAEA = icLWELE�W ; (2.83)
onde o operador de dispers~ao da onda indutora �e:

DL = �!2L + !2pe + 
v2thk2L � i�L!L; (2.84)
e as taxas de crescimento/amortecimento das ondas s~ao:

�L = !2pe!2L �e (2.85)
�W = !2pe�e(!W � 
e)2 (2.86)
�A = !2pec2A�ec2(!A + 
e)2 + !2pic2A�ic2(!A � 
i)2 ; (2.87)

onde cA = B0=(�0�0)1=2 �e a velocidade de Alfv�en, �e �e a freq�uência de amortecimentodos el�etrons, �i �e a freq�uência de amortecimento dos ��ons, e 
 �e a raz~ao dos caloresespec���cos. Usando a representa�c~ao 2.17, e os operadores temporal e espacial @z !ik, @t ! �i!, as seguintes equa�c~oes s~ao obtidas:

(@t + vgL@z + � 0L)EL = � cWA2@DL=@!L �W �A exp(i�t) (2.88)
(@t + vgW@z + � 0W )EW = � cLA2@DW=@!W �L��A exp(�i�t) (2.89)
(@t + vgA@z + � 0A)EA = � cLW2@DA=@!A �L��W exp(�i�t); (2.90)

onde vg� �e a velocidade de grupo da onda, � 0� = ���!�=@!�D�, o desacoplamentode freq�uência � = !L � !W � !A, e
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@DL@!L = �2(!2pe + 
v2thk2L)1=2 (2.91)
@DW@!W = �!2pe
e (2.92)
@DA@!A = �2cAkA (2.93)

O sistema de equa�c~oes 2.88-2.90 pode ser reescrito na forma normalizada:

_AL = � 00LAL + AWAA (2.94)_AW = � 00WAW � ALA�A (2.95)_AA = i�AA + � 00AAA � ALA�W ; (2.96)
onde:

AL = � cLW cLA4k2(vgA � v)(vgW � v)(@DA=@!A)(@DW=@!W )
�1=2 �L (2.97)

AW = � cWAcLW4k2(vgL � v)(vgA � v)(@DL=@!L)(@DA=@!A)
�1=2 �W (2.98)

AA = � cWAcLA4k2(vgL � v)(vgW � v)(@DL=@!L)(@DW=@!W )
�1=2 �A; (2.99)

onde o ponto indica diferencia�c~ao com rela�c~ao �a vari�avel � = k(z � vt), v e k s~aovelocidade e vetor de onda arbitr�arios, v00� = v0�=[k(vg� � v)] e � = �=[k(vgA � v)].
Chian et al. (2000) �zeram um estudo da dinâmica ca�otica do sistema de equa�c~oes2.94-2.96, considerando a onda de Langmuir linearmente inst�avel ao �xar � 00L = 1 > 0,e as ondas whistler e Alfv�en linearmente amortecidas, com a mesma freq�uência deamortecimento � 00W = � 00A = � < 0, simpli�cando a an�alise. A Figura 2.20 mostra odiagrama de bifurca�c~ao obtido ao variar � no intervalo [5, 35], �xando � = 2. Temosque, para � = 8:3, a s�erie temporal correspondente �a amplitude da onda whistler vai
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FIGURA 2.20 - Diagrama de bifurca�c~ao para o sistema 2.94-2.96 (Processo L
W +A).FONTE: Chian et al. (2000)
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se comportar de forma peri�odica (ver Fig. 2.21 (a)). Para � = 8:6, a periodicidade�e duplicada (per��odo-2, vis��vel nos picos da s�erie temporal na Figura 2.21 (b)). Em� = 13:2, uma nova duplica�c~ao de per��odo acontece, onde a periodicidade da �orbita(per��odo-4) tamb�em �e vis��vel na s�erie temporal mostrada na Figura 2.21 (c).
Rempel et al. (2003) tamb�em apresentaram exemplos de s�eries temporais intermiten-tes para o mesmo sistema, usando os mesmos valores dos parâmetros. A intermitência�e um fenômeno distingu��vel nas s�eries temporais ca�oticas como estouros espor�adicosna s�erie, que interrompem comportamentos quase ordenados ou peri�odicos (REM-PEL et al., 2003). A �gura 2.22 mostra a repentina mudan�ca da dinâmica da s�erietemporal de per��odo-2 quando � = 29:57 (Fig. 2.22(a)) para uma serie ca�otica (Fig.2.22(b)), e a ocorrência de intermitência representada por oscila�c~oes de grande va-riabilidade que interrompem per��odos de baixa variabilidade, comumente referidoscomo fases laminares.
2.5.4 Processo de quatro ondas L
 L+ + L� + S�
Russell e Ott (1981) apresentaram um modelo que pode ser considerado de quatroondas, embora as amplitudes de somente três ondas estejam envolvidas nas equa�c~oes.O modelo �e derivado da equa�c~ao n~ao linear de Schr�odinger, que por sua vez, �e deri-vada fazendo-se uma aproxima�c~ao est�atica ou adiab�atica das equa�c~oes de Zakharov(os detalhes da deriva�c~ao deste modelo encontram-se no apêndice A.2). �E conveni-ente reescrever as equa�c~oes de Zakharov eletrost�aticas 2.13 e 2.14 na seguinte formaadimensional:

i@�E + @2zE = nE (2.100)@2�n� @2zn = @2z jEj2; (2.101)
onde as novas vari�aveis adimensionais s~ao:

E 0 = �1�
��mime

�1=2� 
e"0E28n0KBTe
�

n0 = �
e4 �
� mime�

��nen0
� ;
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FIGURA 2.21 - S�eries temporais da amplitude da onda whistler para diferentes valores do parâmetrode controle (processo L 
 W + A). (a) � = 8:3, per��odo-1. (b) � = 8:6, per��odo-2.(c) � = 13:2, per��odo-4.FONTE: Chian et al. (2000)

FIGURA 2.22 - S�eries temporais para diferentes valores do parâmetro de controle (Processo L 
W + A). (a) � = 29:57, per��odo-2. (b) � = 29:56, serie temporal ca�otica, com apresen�ca de estouros espor�adicos correspondentes a intermitência.FONTE: Rempel et al. (2003)
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e os operadores diferenciais s~ao:

@z = �
e2 �
� mi�me

�1=2 �D@x
@� = �
e2 �

� mi�me
�1=2 1!pe@x;

onde � = (
eKBTe + 
iKBTi)=(KBTe), KB representa a constante de Boltzmann, eos s��mbolos primos foram omitidos em 2.100 e 2.101.
Considerando a velocidade de fase da onda ion-ac�ustica menor do que a velocidadedo som, ou seja (ROBINSON et al., 2002):

j!Sj < kScS;
ent~ao a perturba�c~ao na densidade vai variar lentamente no tempo, sendo estacion�arianum referencial deslocando-se com a velocidade de grupo da onda de Langmuir;neste caso, a derivada temporal em 2.101 pode ser ignorada. Integrando duas vezese escolhendo as constantes de integra�c~ao iguais a zero obtemos:

n = �jEj2 (2.102)
Substituindo 2.102 em 2.100:

i@�E + @2zE + jEj2E = 0 (2.103)
A equa�c~ao 2.103 �e conhecida como a equa�c~ao n~ao linear de Schr�odinger, devido asua semelhan�ca com a equa�c~ao de Schr�odinger (NICHOLSON, 1983). Russell e Ott(1981) acrescentaram mais um termo que representa a freq�uência de crescimento ou
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amortecimento das ondas:
i(@tE + 
̂E) + @2xE + jEj2E = 0 (2.104)

Onde a nota�c~ao foi mudada usando x e t. Russell e Ott (1981) �zeram uma aproxima-�c~ao da equa�c~ao 2.104 usando uma solu�c~ao que consiste em três ondas propagantes:

E(x; t) = E0(t) exp[�i(k0x�!0t)]+E1(t) exp[�i(k1x�!1t)]+E2(t) exp[�i(k2x�!2t)];(2.105)
onde E0 representa o campo el�etrico da onda de Langmuir indutora (L), E1 repre-senta o campo da onda de Langmuir em modo Stokes(L�), e E2 o campo da onda deLangmuir anti-Stokes (L+), interagindo atrav�es do processo puramente eletrost�atico:

L0 
 L+ + L� + S�;
onde S� representa a onda ion-ac�ustica no limite sub-sônico. As ondas de Langmuirest~ao relacionadas atrav�es das seguintes condi�c~oes de ressonância:

2k0 = k1 + k2!1;2 � !0 = �1;2;
e a dispers~ao linear:

!� = k2� � = 0; 1; 2
Introduzindo 2.105 em 2.104 obt�em-se um conjunto de equa�c~oes diferenciais ordi-n�arias em termos de vari�aveis complexas, que podem ser transformadas em reaisusando a representa�c~ao E� = a�(t) exp[i��(t)] (� = 0; 1; 2), onde a� �e a amplitudereal, e �� a fase real. Assim, pode-se obter o seguinte conjunto de equa�c~oes com
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FIGURA 2.23 - Intera�c~ao entre as ondas de Langmuir e as perturba�c~oes na densidade num plasma.A perturba�c~ao de densidade �ca \presa" devido �a for�ca ponderomotiva gerada pelogradiente da intensidade do campo el�etrico, e as ondas de Langmuir s~ao refratadasem dire�c~ao �as regi~oes de baixa densidade.FONTE: Chen (1984)
vari�aveis reais:

_a0 = 
0a0 + 2a0a1a2 sin � (2.106)_a1 = �
1a1 � a20a2 sin � (2.107)_a2 = �
2a2 � a20a1 sin � (2.108)_� = �2� + a21 + a22 � 2a20 + �4a1a2 � a20�a2a1 + a1a2
�� cos �; (2.109)

onde � = 2�0��1�2� 2�t, � = (�1+ �2)=2, 
0 = �
(k0), 
1;2 = 
(k1;2). Este modelode quatro ondas ser�a analisado no cap��tulo 5. Russell e Ott (1981) consideraram
0 = 1, e reduziram o n�umero de equa�c~oes de quatro para três supondo 
2 = 
1 = 
,e as amplitudes a1 = a2, obtendo o seguinte sistema:

_a0 = a0 + 2a0a21 sin � (2.110)_a1 = �
a1 � a20a1 sin � (2.111)_� = �2� + 2(a21 � a20) + 2(2a21 � a20) cos � (2.112)
A interpreta�c~ao f��sica do limite est�atico usado para simpli�car as equa�c~oes de Zakha-
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FIGURA 2.24 - Resumo dos poss��veis comportamentos assint�oticos do sistema 2.110-2.112, onde os��mbolo\j" indica a regi~ao que apresenta comportamento ca�otico, e\o" indica regi~oesonde o sistema converge num ciclo limite.FONTE: Russell e Ott (1981)
rov na equa�c~ao n~ao linear de Schr�odinger �e a seguinte: a Figura 2.23 mostra umaonda de Langmuir propagando-se no plasma e pequenas ondula�c~oes no envolt�orioda onda, devido a 
utua�c~oes aleat�orias. Estas ondula�c~oes produzem um gradientena intensidade da onda, criando uma for�ca (a for�ca ponderomotiva FNL) que deslocaos el�etrons e ��ons na dire�c~ao onde a intensidade seja m��nima, e o ac�umulo de part��-culas vai formar um aumento na densidade do plasma nessa regi~ao. Note-se que asondas de Langmuir �car~ao presas nas regi~oes de baixa densidade, j�a que a rela�c~aode dispers~ao 2.5:

!2L = !2pe + 32v2thk2L
permite �as ondas que possuam n�umeros de onda grandes existirem s�o nas regi~oesonde !pe seja pequeno, ou seja, regi~oes de baixa densidade. O ac�umulo de ondascom k grande produz um aumento da ondula�c~ao no envolt�orio da onda, o que porsua vez produz um aumento na for�ca ponderomotiva, que con�na a densidade deplasma nas regi~oes onde a intensidade da onda seja m��nima. No referencial da ondade Langmuir, a perturba�c~ao da densidade permanece praticamente est�atica, o quepermite ignorar a derivada temporal de n na equa�c~ao 2.101.
Russell e Ott (1981) estudaram o sistema 2.110-2.112 de forma anal��tica e num�erica.O diagrama da Figura 2.24 resume os poss��veis estados do sistema para diferentes

74



valores dos parâmetros de controle 
 e �.
A Figura 2.25 mostra s�eries temporais de a1 para diferentes valores de 
, �xando� = �6:0 (marcada na Figura 2.24 com uma linha tracejada). Para 
 = 5:6 se têmuma s�erie temporal ca�otica (Fig. 2.25(a)). Em 
 = 5:0 a �orbita converge num ciclolimite, re
etido na s�erie temporal como sendo peri�odica de per��odo 1 (Fig. 2.25(b)).Na �gura 2.25(c) observa-se a s�erie temporal convergindo num ponto estacion�arioest�avel. Finalmente, a �gura 2.25(d) mostra a convergência de uma �orbita ca�oticatransiente para um ponto estacion�ario est�avel.
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FIGURA 2.25 - S�eries temporais de a1(t), para o modelo simpli�cado do processo modulacional sub-sônico. (a) 
 = 5:6, serie ca�otica. (b) 
 = 7:5, ciclo limite (periodo-1). (c) 
 = 5:0,convergencia num ponto estacion�ario est�avel. (d) 
 = 5:5, onde a serie temporalapresenta comportamento transiente ca�otico, convergindo num ponto estacion�arioest�avel.FONTE: Russell e Ott (1981)
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CAP�ITULO 3
OBSERVA�C~AO DE FENÔMENOS DE INTERA�C~AO ONDA-ONDANO SISTEMA SOLAR

3.1 Introdu�c~ao
Uma grande quantidade de observa�c~oes e experimentos realizados em plasmas espa-ciais envolvem a detec�c~ao de emiss~oes de r�adio. Algumas poss��veis fontes de gera�c~aodestas emiss~oes s~ao apresentadas na Figura 3.1, que esquematiza os processos quelevam a intera�c~oes onda-onda, e gera�c~ao de emiss~oes eletromagn�eticas detectadasnos dados observacionais. A inje�c~ao de um feixe de el�etrons num plasma magneti-zado gera instabilidades de tipo feixe-plasma, ou dois feixes, que levam �a excita�c~aode oscila�c~oes eletrônicas na freq�uência do plasma (ondas de Langmuir) as quais, en-quanto se propagam pelo plasma, podem acoplar-se com oscila�c~oes na densidade dos��ons (ondas ion-ac�usticas) para gerar emiss~oes de r�adio (ondas eletromagn�eticas). Damesma forma, as ondas de Langmuir podem acoplar-se com turbulências no campomagn�etico (ondas de Alfv�en) para a gera�c~ao de ondas eletromagn�eticas.
Nas pr�oximas se�c~oes ser~ao apresentadas evidências observacionais de intera�c~oesonda-onda em três regi~oes do espa�co interplanet�ario: na coroa solar, no vento so-lar e na magnetopausa terrestre.
3.2 Emiss~oes de r�adio provenientes de explos~oes solares
Nas regi~oes ativas da coroa solar podem ocorrer intera�c~oes onda-onda devido �a ex-cita�c~ao de ondas de Langmuir por feixes de el�etrons, acelerados pelas reconex~oesdas linhas de campo magn�etico da coroa. A Figura 3.2 mostra um esquema destasreconex~oes, pr�evio a uma explos~ao solar, onde um feixe de el�etrons propagando-seem dire�c~ao �a base da coroa cria uma regi~ao turbulenta que pode atuar como fontede gera�c~ao de ondas de Langmuir.
Karlick�y e B�arta (2004) �zeram compara�c~oes entre espectros de potências obtidosde dados observacionais, e espectros obtidos a partir de um modelo num�erico, ondeas equa�c~oes MHD s~ao resolvidas em duas dimens~oes, e os parâmetros do plasma(densidade de plasma, densidade de corrente, temperatura, etc.) s~ao calculados naregi~ao de reconex~ao.
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FIGURA 3.1 - Gera�c~ao de emiss~oes de r�adio atrav�es de instabilidades de feixe-plasma. Um feixe deel�etrons injetado num plasma magnetizado excita ondas de Langmuir na freq�uência doplasma, que podem se acoplar em forma n~ao linear com ondas ion-ac�usticas, ou comondas de Alfv�en, gerando ondas eletromagn�eticas (instabilidades param�etricas) ou comondas ion-ac�usticas e de Alfv�en simultaneamente nos processos de quatro ondas, paragerar ondas eletromagn�eticas (instabilidade modulacional).
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FIGURA 3.2 - Fase inicial de uma explos~ao solar. O processo de reconex~ao de linhas de campo magn�e-tico cria uma regi~ao turbulenta embaixo do lugar da reconex~ao, que pode excitar ondasde Langmuir.FONTE: Karlick�y (2004)
Os espectros observacionais (mostrados na Figura 3.5) foram obtidos a partir de umevento acontecido no dia 12 de abril de 2001, associado a uma explos~ao solar, e queenvolve a detec�c~ao de um tipo de emiss~ao eletromagn�etica denominada EstruturaLenta Derivante (SDS, pelas siglas do inglês Slow Drifting Structure), as quais s~aodetectadas no in��cio das explos~oes solares e reconhecidas nos radioespectr�ografoscomo uma estrutura no intervalo de freq�uências 0.6-2.0 GHz decaindo para freq�uên-cias menores. A Figura 3.3 mostra o espectro dinâmico (freq�uência em fun�c~ao dotempo) no intervalo 40-4500 MHz, obtido dos espectr�ografos Potsdam e Ond�rejov,e a ocorrência de uma SDS entre as 10:17:20 UT e as 10:22:00 UT, no intervalode 450-1500 MHz. Duas freq�uências, 610 MHz e 1420 MHz, foram registradas peloradiopolar��metro Triestre, usando polariza�c~ao circular �a direita e esquerda, com umaresolu�c~ao de 1 ms no intervalo 10:15:00 - 10:22:00 (Fig. 3.4). Dos dados do Triestre,foram selecionados três intervalos, marcados por 1R (1420 MHz, polariza�c~ao circu-lar �a direita), 2R (610 MHz, �a direita) e 3L (610 MHz, �a esquerda) na Figura 3.4,dos quais obtiveram-se os espectros de potências no espa�co de Fourier (Figura 3.5).Previamente, foi necess�aria a subtra�c~ao do espectro obtido num intervalo pr�evio �aestrutura, ou seja, o 
uxo de r�adio do \Sol quieto". Estes espectros possuem uma leide potências no intervalo 1.3 - 1.6 (��ndice espectral).
�E interessante notar que o espectro de potências obtido nesse trabalho usando omodelo te�orico apresenta uma lei de potências com ��ndice 2. Segundo Karlick�y eB�arta (2004), a diferen�ca entre os ��ndices da lei de potências dos dois espectros
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FIGURA 3.3 - Espectro dinâmico observado durante o evento do dia 12 de Abril de 2001, pelos ra-dioespectr�ografos Potsdam e Ond�rejov. A estrutura lenta derivante �e observada nointervalo das 10:17:20 UT - 10.22:00 UT, e no intervalo de freq�uências 450 - 1500MHz. A estrutura entre 40-300 MHz corresponde a uma emiss~ao de r�adio tipo II. Asfreq�uências de observa�c~ao do Triestre (610 e 1420 MHz) s~ao marcadas na Figura porlinhas horizontais.FONTE: Karlick�y e B�arta (2004)
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FIGURA 3.4 - Dados obtidos pelo radiopolar��metro Triestre para o evento do 12 de Abril de 2001, nasfreq�uências 610 MHz e 1420 MHz com polariza�c~ao circular �a esquerda (L) e direita (R).Os intervalos 1R, 2R e 3L usados para obter os espectros de potências observacionaisest~ao marcados na Figura.FONTE: Karlick�y e B�arta (2004)
pode-se dever a processos n~ao lineares, como por exemplo a gera�c~ao de ondas deplasmas e sua convers~ao em ondas eletromagn�eticas, e estabelece um limite paraestes processos.
3.3 Observa�c~oes de intera�c~oes onda-onda no vento solar
Tem sido feitas observa�c~oes de distintos tipos de ondas de plasmas em v�arias regi~oesdo espa�co interplanet�ario, onde a maioria dos dados prov�em da sonda Ulysses, eforam coletados numa ampla gama de distâncias ao Sol, e de latitudes heliosf�ericas.
3.3.1 Observa�c~oes durante eventos solares de tipo III
Atualmente, a teoria mais aceita para a gera�c~ao de ondas de r�adio solares do tipo IIIno meio interplanet�ario �e a convers~ao de ondas de Langmuir para ondas eletromag-n�eticas via intera�c~ao com ondas de baixa freq�uência. O processo �e esquematizado
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FIGURA 3.5 - Espectros de potência observacionais obtidos das emiss~oes de r�adio do evento no dia12 de Abril de 2001.FONTE: Adaptada de Karlick�y e B�arta (2004)
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FIGURA 3.6 - Representa�c~ao esquem�atica da gera�c~ao de ondas de Langmuir e emiss~ao de r�adio detipo III no meio interplanet�ario a partir de um feixe de el�etrons devido a uma explos~aosolar.FONTE: Adaptada de Goldman (1984)
na Figura 3.6, onde um feixe de el�etrons �e inicialmente acelerado devido a uma ex-plos~ao solar. As ondas de Langmuir s~ao ampli�cadas �a freq�uência do plasma devido�a intera�c~ao entre o feixe e o plasma e decaem em ondas eletromagn�eticas parcialou totalmente, atrav�es de intera�c~oes onda-onda e/ou onda-part��cula. A freq�uênciadestas ondas eletromagn�eticas decai com a distância ao Sol, j�a que a densidade doplasma diminui.
Kellogg et al. (1992) reportaram um evento acontecido no dia 14 de Julho de 1991(�g 3.7), a uma distância de 3.61 UA do Sol, e perto do plano da ecl��ptica, a partirdos dados obtidos pela sonda Ulysses. O evento iniciou-se �as 11:00 horas UT, com aocorrência de ondas de Langmuir na freq�uência de plasma (painel de acima) juntocom perturba�c~oes nos sinais da componente do campo magn�eticoBy numa freq�uênciade 9.3 Hz, do campo el�etrico Ex na mesma freq�uência e novamente do By �a 5.33Hz (pain�eis de cima para baixo). Estas perturba�c~oes estendem-se para freq�uênciasmais baixas, mas o ruido na sinal do campo el�etrico �e grande demais. As ondas
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de Langmuir teriam a sua origem numa emiss~ao solar de tipo III acontecida �as03:45 UT no lado do Sol oposto �a sonda Ulysses, considerando a rota�c~ao do Sole a propaga�c~ao do vento solar de acordo com o modelo da espiral de Arqu��mides.Kellogg et al. (1992) estabelecem que a origem das ondas eletromagn�eticas de baixafreq�uência (no modo whistler) seriam processos n~ao lineares envolvendo as ondas deLangmuir, sendo um deles o decaimento das ondas de Langmuir numa onda whistlere uma outra onda eletromagn�etica.
3.3.2 Observa�c~oes em buracos magn�eticos
Outra situa�c~ao onde tem sido detectados distintos tipos de ondas de plasma novento solar �e dentro dos buracos magn�eticos, que s~ao quedas repentinas do campomagn�etico interplanet�ario, seja na sua magnitude ou apenas numa componente. AFigura 3.8 mostra a ocorrência de um buraco magn�etico nos dados da sonda Ulyssesnuma distância de 1.2 UA, perto do plano da ecl��ptica (painel de acima) no dia 26de novembro de 1990, e associada com ondas de Langmuir (17.9 kHz, levando emconta que a densidade do plasma �e de 2.5 - 3.0/c.c., obtendo a freq�uência do plasma!pe � 14� 16 kHz), ondas ion-ac�usticas cujas freq�uências foram aumentadas devidoao efeito Doppler entre o vento solar e a sonda deslocando-se em sentido contr�ario(� 1:27 kHz), e ondas eletromagn�eticas de baixa freq�uência em modo whistler (< 10Hz).
O mecanismo de excita�c~ao de ondas de Langmuir dentro de buracos magn�eticos aindan~ao est�a completamente entendido. Pode ser que as ondas de Langmuir detectadaspela Ulysses dentro destes buracos magn�eticos teriam a sua origem em el�etrons
uindo do Sol. Mas, o fato �e que os estouros nos sinais acontecem apenas dentrodos buracos, onde as condi�c~oes do plasma mantem-se quase iguais durante algumashoras at�e que a sonda saia do buraco. Logo, o mecanismo de excita�c~ao das ondas deLangmuir deve ter a sua origem no interior do buraco magn�etico (MACDOWALL etal., 2001; MACDOWALL et al., 2003).
Lin et al. (1995) reportaram um aumento no n�umero de buracos magn�eticos de-tectados pela Ulysses quando esta alcan�cou latitudes perto do p�olo sul heliosf�erico.A Figura 3.9 mostra os dados coletados pela sonda quando encontrava-se a umadistancia de 2.29 UA do Sol, e numa latitude heliosf�erica de �80:2o no dia 14 desetembro de 1994. Novamente, �e poss��vel observar estouros nos dados cada vez queum buraco �e detectado, correspondentes a ondas de Langmuir (9.31 e 7.16 kHz), on-
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FIGURA 3.7 - Observa�c~oes de ondas de Langmuir e ondas whistler detectadas pela sonda Ulyssesdurante o evento de tipo III no dia 14 de Julho de 1991. O painel de acima mostra acomponente do campo el�etrico Ex na freq�uência do plasma (!pe), os dois pain�eis nocentro mostram By e Ex em 9.3 Hz (� !pe) e o painel de embaixo By em 5.3 Hz.FONTE: Kellogg et al. (1992)

85



FIGURA 3.8 - Observa�c~ao de ondas nas regi~oes dos buracos magn�eticos no vento solar pela sondaUlysses perto do plano ecl��ptico, no dia 26 de Novembro de 1990. O painel de cimamostra a magnitude do campo magn�etico. Os dois pain�eis do centro mostram o campoel�etrico em duas freq�uências: 17.9 MHz � !pe apresentando ondas de Langmuir, 1.27kHz, possivelmente ondas ion-ac�usticas, e o campo magn�etico em 5.33 Hz, que apre-senta ondas no modo whistler. O gr�a�co da magnitude do campo magn�etico (primeiropainel) foi sobreposto nos outros pain�eis, e a ocorrência de buracos magn�eticos forammarcadas com linhas verticais tracejadas.FONTE: Lin et al. (1995)
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FIGURA 3.9 - Observa�c~ao de ondas de Langmuir, ion-ac�usticas e eletromagn�eticas em buracos mag-n�eticos em altas latitudes heliosf�ericas (�80:2o), para o dia 14 de Setembro de 1994.O painel de acima mostra a magnitude do campo magn�etico. Os seguintes três pai-n�eis mostram o campo el�etrico em 9.31 e 7.16 kHz (perto da freq�uência do plasma!pe � 6�10 kHz) e 749 Hz, freq�uência t��pica de ondas ion-ac�usticas levando em contao efeito Doppler. O �ultimo painel mostra o campo magn�etico em 5.33 Hz.FONTE: Lin et al. (1995)
das ion-ac�usticas (749 Hz) e ondas whistler (5.33 Hz). Tanto as ondas ion-ac�usticascomo as ondas em modo whistler s~ao afetadas pelo efeito Doppler, devido o ventosolar se propagar em dire�c~ao contr�aria ao movimento da sonda. Para freq�uênciasmais baixas, as ondas tamb�em s~ao observadas fora dos buracos magn�eticos, por�em,a atividade delas aumenta dentro dos buracos.
3.4 Observa�c~oes de intera�c~oes onda-onda na magnetosfera terrestre
3.4.1 Observa�c~oes durante eventos LAW aurorais
Uma das mais claras observa�c~oes da ocorrência simultânea de três distintos tiposde ondas em plasmas espaciais foi feita por Boehm et al. (1990), que usando ins-

87



trumentos em foguetes na regi~ao auroral no hemisf�erio norte detectou a presen�cade ondas de Langmuir, whistler e Shear Alfv�en. A Figura 3.10 mostra uma sele�c~aodos resultados obtidos num dos dois experimentos levado a cabo no Alaska no dia 7de fevereiro de 1984, na zona auroral pr�e-meia noite, onde o foguete alcan�cou umaaltura m�axima de 1040 km., e obtiveram-se o espectro de freq�uências no intervalode 0-2 MHz em fun�c~ao do tempo de vôo (por sua vez, associado com a altitudedo foguete). A ocorrência de ondas de Langmuir est�a representada pela linha deemiss~ao quase horizontal, no quarto painel, que 
utua entre 0.7-1.0 MHz. Entre855-900s observa-se a ocorrência de ondas whistler de banda larga, estendendo-seat�e a freq�uência do plasma, no mesmo painel. O painel de baixo mostra os desviosdo campo magn�etico obtido a partir dos dados do magnetômetro no foguete, e querepresentam ondas de Alfv�en.
Um experimento muito parecido foi feito na Groenlândia, em 1985, descrito nomesmo artigo (BOEHM et al., 1990), onde o foguete foi lan�cado numa trajet�oriadirigida em dire�c~ao ao leste magn�etico, se estendendo desde aproximadamente 7:30hora local magn�etica, ao meiodia magn�etico. Novamente detectou-se a presen�ca deondas de Langmuir, whistler e Alfv�en, vis��veis no espectrograma e na varia�c~ao docampo magn�etico na Figura 3.11.
3.4.2 Observa�c~oes durante reconex~oes magn�eticas na magnetopausa
As Ondas de Langmuir podem ser excitadas em regi~oes de alta latitude geomagn�e-tica, devido �a reconex~oes entre o campo magn�etico terrestre e o campo magn�eticodo vento solar. A Figura 3.12 mostra um esquema desta reconex~ao, onde feixes deel�etrons s~ao gerados ao longo das separatrices da reconex~ao, as quais a sua vez geramondas de alta freq�uência.
A Figura 3.13 mostra observa�c~oes feitas pelo conjunto de sat�elites CLUSTER no dia20 de fevereiro de 2002, e que relacionam diretamente ondas de alta freq�uência comcorrentes paralelas nas separatrices da reconex~ao. O painel (a) mostra a componentedo campo magn�etico "fora do plano"BM , e o painel (b) a corrente paralela ao campo.Note-se que os picos na corrente acontecem nas "bordas externas" da estrutura am-bipolar de BM . O painel (c) mostra a potência do campo el�etrico integrado sobreum amplo intervalo de freq�uências que inclui a freq�uência do plasma !pe. As regi~oesde emiss~oes mais fortes est~ao correlacionadas com os picos na corrente paralela Jk.O �ultimo painel mostra o espectro de potências obtido dos dados do sat�elite C2,
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FIGURA 3.10 - Observa�c~ao simultânea de ondas de Langmuir, whistler e Shear Alfv�en usando instru-menta�c~ao abordo de um foguete, lan�cado em Poker Flat, Alaska. Os dois primeirospain�eis mostram precipita�c~ao de part��culas (��ons e el�etrons). O terceiro painel mostraduas componentes do campo el�etrico. O quarto painel mostra o espectrograma dacomponente paralela do campo el�etrico, onde a freq�uência ciclotrônica dos el�etrons
e � 1:2 MHz. A emiss~ao quase horizontal intermitente (0.7 - 1.0 MHz) s~ao devidas aondas de Langmuir. As emiss~oes de mais baixa freq�uência representam ondas whistler.O painel �nal mostra a varia�c~ao do campo magn�etico em duas componentes.FONTE: Boehm et al. (1990)
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FIGURA 3.11 - Observa�c~ao de ondas de Langmuir, whistler e Shear Alfv�en similar a mostrada naFigura 3.10, desta vez realizada em Groenlândia o dia 23 de janeiro de 1985. No-vamente, o primeiro painel mostra precipita�c~ao de ��ons, o segundo precipita�c~ao deel�etrons, o terceiro o campo el�etrico decomposto em duas componentes, mostrando aocorrência de emiss~oes whistler, e o painel �nal a varia�c~ao do campo magn�etico emduas componentes.FONTE: Boehm et al. (1990)
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FIGURA 3.12 - Esquema do processo de reconex~ao entre o campo magn�etico terrestre e o campo mag-n�etico interplanet�ario na magnetopausa, e que origina feixes de el�etrons que percorremas separatrizes da reconex~ao, excitando ondas de alta freq�uência (ondas Langmuir ouh��bridas superiores).FONTE: Khotyaintsev et al. (2004)
para a regi~ao de emiss~ao marcada com um c��rculo vermelho. O espectro mostra umpico na freq�uência de plasma, o que indica que as ondas s~ao ondas de Langmuir ouh��bridas superiores.
Khotyaintsev et al. (2004) apresentaram observa�c~oes feitas pelo conjunto de sat�elitesCLUSTER durante um dos cruzamentos da suas �orbitas com a regi~ao da c�uspideem altas latitudes. A localiza�c~ao dos sat�elites durante as observa�c~oes �e mostrada naFigura 3.14, enquanto os resultados destas observa�c~oes s~ao mostradas na Figura 3.15,onde o painel (f) mostra o espectro do campo el�etrico no intervalo 2-80 kHz junto coma freq�uência h��brida superior (linha branca), e a Figura 3.15(g) mostra o espectropara o campo magn�etico no intervalo 8-4000 Hz, junto com a freq�uência ciclotrônicados el�etrons (linha branca). Como a freq�uência ciclotrônica dos el�etrons �e baixa(
e � 0:2�1:0 kHz), a freq�uência h��brida superior !hs �e quase idêntica �a freq�uênciaeletrônica do plasma !pe.
O espectro da Figura 3.15 (f) mostra estouros de alta freq�uência, perto da freq�uênciado plasma, que podem ser interpretados como ondas de Langmuir. Alguns desses es-touros coincidem com picos espectrais na atividade eletromagn�etica na Figura 3.15(g). Estas emiss~oes podem ser identi�cadas com ondas whistler devido a sua po-lariza�c~ao circular �a direita (KHOTYAINTSEV et al., 2004). �E interessante notar ocomportamento da intensidade do campo magn�etico mostrado no painel 3.15 (b),onde apresenta dois m�aximos, aproximadamente �as 09:38:40 UT e �as 09:42:40 UT, osquais indicam a ocorrência de eventos de transferência de 
uxo (FTE, pelas siglas em
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FIGURA 3.13 - Evidência de ondas de Langmuir excitadas na regi~ao de correntes paralelas �as sepa-ratrizes da reconex~ao. (a) Componente do campo magn�etico BM "fora do plano"e asua estrutura bipolar, (b) corrente paralela ao campo, que apresenta dois picos cor-relacionados com o BM . (c) Potência do campo el�etrico integrado num intervalo defreq�uências largo. (d) Espectro de potências calculado para o segundo pico do painel(c). O pico no espectro de potências perto da freq�uência do plasma !pe � 28 kHz(marcado como fp na Figura) �e uma indica�c~ao da existência de ondas de alta freq�uên-cia (Langmuir ou h��bridas superiores) e sua associa�c~ao com as correntes alinhadas aocampo.FONTE: Vaivads et al. (2004)
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FIGURA 3.14 - Localiza�c~ao do conjunto de sat�elites CLUSTER na magnetosfera terrestre, marcadacom uma barra de cor preta, no dia 4 de Mar�co de 2002, �as 9:35 UT. Os pain�eis debaixo mostram as posi�c~oes individuais de cada um dos quatro sat�elites projetadas nosplanos X-Z e X-Y em coordenadas GSE.FONTE: Khotyaintsev et al. (2004)
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FIGURA 3.15 - Observa�c~ao de ondas de Langmuir e ondas whistler feita pelo sat�elite CLUSTER-3na regi~ao da reconex~ao magn�etica da magnetopausa, no dia 4 de Mar�co de 2002.(a) Densidade de plasma, (b) magnitude do campo magn�etico, (c) as componentesdo campo, (d) velocidade do 
uxo iônico medida usando dois instrumentos distintos(linhas s�olidas e pontilhadas), (e) o parâmetro � do plasma, (f) espectro do campoel�etrico no intervalo de 2-80 kHz e a freq�uência h��brida superior !uh (linha branca), e(g) espectro do campo magn�etico no intervalo de 8-4000 Hz, junto com a freq�uênciaciclotrônica dos el�etrons 
e (linha branca). A freq�uência h��brida superior !uh �e quaseidêntica �a freq�uência do plasma !pe, devido a que 
e �e bastante menor.FONTE: Khotyaintsev et al. (2004)
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inglês Flux Transfer Event) associadas com reconex~oes magn�eticas. A forma comoa reconex~ao �e feita, e a orienta�c~ao dos elementos que participam nela (por exemplo,a folha de correntes) �e muito dif��cil de descrever (KHOTYAINTSEV et al., 2004),devido a seu comportamento turbulento, e �as dimens~oes do sistema serem menoresdo que a separa�c~ao entre sat�elites.
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CAP�ITULO 4
TEORIA DE CAOS PARA INTERA�C~AO N~AO LINEAR DE TRÊSONDAS

4.1 Modelo de três ondas quadr�atico
O modelo usado para o estudo da intera�c~ao n~ao linear de três ondas foi apresentadopor Wersinger et al. (1980):

_a0 = a0 + a1a2 cos� (4.1)_a1 = ��1a1 � a0a2 cos� (4.2)_a2 = ��2a2 � a0a1 cos� (4.3)_� = �� + a20a21 + a20a22 � a21a22a0a1a2 sin�; (4.4)
onde a0 representa a amplitude da onda indutora, a1 a amplitude da onda induzidade alta freq�uência, a2 a amplitude da onda induzida de baixa freq�uência, � a de-fasagem entre as ondas, � representa a taxa de crescimento ou amortecimento dasondas (onde, para a onda indutora �0 = 1 > 0, ou seja, a onda indutora �e supostalinearmente inst�avel, e para as ondas induzidas �1;2 possui um sinal negativo, ou seja,as ondas s~ao supostas linearmente amortecidas), e � representa o descasamento dasfreq�uências das ondas. O conjunto de equa�c~oes 4.1-4.4 representa um modelo geralde intera�c~oes de três ondas que envolve os processos estudados nas se�c~oes 2.5.1-2.5.3:

L 
 W +KAWL 
 l +WL 
 W + A;
onde L representa uma onda de Langmuir, W uma onda eletromagn�etica em modowhistler, l uma onda eletromagn�etica circularmente polarizada �a esquerda, A umaonda de Alfv�en, e KAW uma onda de Alfv�en cin�etica. A diferen�ca com rela�c~ao aomodelo de Chian et al. (2000) �e que as taxas de amortecimento das ondas induzidas
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ser~ao supostas diferentes (�1 6= �2).
4.2 Diagramas de Bifurca�c~ao
Os resultados num�ericos do conjunto de equa�c~oes 4.1-4.4 foram obtidos �xando osparâmetros do sistema usando valores parecidos com os de Gibson et al. (1995), ouseja, � = 2:0, e �1 = 2:4, e estabelecendo �2 como o parâmetro de controle. O espa�code fase foi reduzido de quatro a três dimens~oes de�nindo um plano de Poincar�e ema2 = 1:5. Assim, cada vez que a �orbita do sistema atravessa este plano num sentidotal que _a2 > 0, ou seja, no sentido de esquerda para a direita no eixo a2, o ponto deintersec�c~ao entre o dito plano e a �orbita �e obtido. No caso do diagrama de bifurca�c~aomostrado na Figura 4.1, foram coletados 100 pontos de Poincar�e para cada valor doparâmetro de controle, usando uma resolu�c~ao de 1400 pontos no eixo do parâmetrode controle.
A Figura 4.1(a) demonstra que a dinâmica do sistema sofre mudan�cas dram�aticasdependendo do valor do parâmetro de controle �2. Por exemplo, da esquerda paraa direita, temos que as �orbitas convergem para um ciclo limite simples (SLC, doinglês Simple Limit Cycle), sofrendo uma bifurca�c~ao em �2 � 3:5, onde a �orbitaconverge para um ciclo de per��odo dois, e logo para um ciclo de per��odo 4 (�2 � 4:1),evoluindo at�e atingir o regime ca�otico (�2 � 4:22)onde o per��odo da �orbita tendepara o in�nito. Eventualmente, o sistema deixa o comportamento ca�otico e volta aoregime peri�odico (�2 � 6:33).
Uma forma de conferir se o sistema encontra-se num regime ca�otico ou peri�odico(ordenado) �e atrav�es do c�alculo dos expoentes de Lyapunov, que s~ao uma m�ediada separa�c~ao entre duas �orbitas arbitrariamente pr�oximas (ALLIGOOD et al., 1996;WOLF et al., 1985), onde a m�edia �e calculada para uma s�erie temporal longa, (ouseja, com t ! 1). Se o m�aximo expoente de Lyapunov �MAX (que �e o logaritmonatural desta m�edia) for positivo, as �orbitas divergem, e o sistema �e ca�otico. Se fornegativo, as �orbitas convergem, e o sistema segue um comportamento ordenado ouperi�odico. A Figura 4.1(b) mostra o valor de �MAX em fun�c~ao de �2, sendo poss��velobservar que, quando �MAX < 0, o sistema se encontra num estado peri�odico, e se�MAX > 0, o sistema se encontra num estado ca�otico.
Dentro do regime ca�otico existem pequenos intervalos onde a �orbita interrompebrevemente o seu comportamento ca�otico para um peri�odico (e o valor de �MAX
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FIGURA 4.1 - (a) Diagrama de bifurca�c~ao, mostrando a amplitude da onda induzida de alta freq�uênciaa1 para um amplo intervalo de valores para a taxa de amortecimento da onda de baixafreq�uência �2. A seta indica a janela peri�odica a analisar. (b) M�aximo expoente deLyapunov �MAX em fun�c~ao da taxa de amortecimento �2.
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muda de positivo para negativo), chamados janelas peri�odicas. Na Figura 4.1(a)pode-se distinguir duas janelas peri�odicas, de per��odo 3. Uma delas, marcada comuma seta, foi escolhida para a an�alise neste cap��tulo.
A Figura 4.2(a) mostra uma amplia�c~ao da janela peri�odica de per��odo 3 esco-lhida, onde o atrator ca�otico desaparece num evento chamado bifurca�c~ao sela-n�oem �2 = 4:7641 � �SNB (marcado como SNB na �gura, do inglês saddle-node bifur-cation), criando uma �orbita peri�odica est�avel (linha cont��nua) e uma inst�avel (linhatracejada), e dando in��cio �a janela peri�odica. Ao incrementar o valor do parâmetrode controle, a �orbita peri�odica est�avel (SPO, do inglês Stable Periodic Orbit) sofreuma cascata de duplica�c~ao de per��odo, chegando ao estado de atrator ca�otico fraco,adotando a forma de bandas no diagrama de bifurca�c~ao, onde o n�umero de bandas �eigual �a periodicidade inicial da �orbita. Este atrator ca�otico colide com a �orbita peri�o-dica inst�avel (UPO, do inglês Unstable Periodic Orbit) criada na bifurca�c~ao sela-n�o,em �2 = 4:9150 � �IC, aumentando abruptamente de tamanho num evento conhe-cido como crise interior. Esta UPO respons�avel pela mudan�ca no sistema recebe onome de �orbita peri�odica mediadora (MPO, Mediating Periodic Orbit).
A Figura 4.2(b) mostra o valor de �MAX em fun�c~ao do parâmetro de controle �2 para omesmo intervalo da Figura 4.2(a). Os valores do m�aximo expoente de Lyapunov est~aode acordo com o observado no diagrama de bifurca�c~ao, em termos de comportamentoca�otico e peri�odico. As mudan�cas abruptas do sistema, na bifurca�c~ao sela-n�o e nacrise interior, s~ao re
etidas na Figura 4.2(b) como descontinuidades nos valores de�MAX, e as bifurca�c~oes de per��odo como os pontos onde a curva �e tangente com areta em �MAX = 0 (linha tracejada).
As selas ca�oticas s~ao conjuntos ca�oticos n~ao atrativos de importância fundamentalna caracteriza�c~ao da dinâmica dos sistemas n~ao lineares, ao serem respons�aveis pelocomportamento das �orbitas transientes (HSU et al., 1988; REMPEL et al., 2004).S~ao formadas por um conjunto ca�otico de pontos de sela, onde cada uma delaspossui uma variedade est�avel (ou seja, uma curva que, no limite linear, atrai as�orbitas ao ponto de sela) e uma variedade inst�avel (ou seja, uma curva em que as�orbitas afastam-se do ponto de sela no limite linear), como foi mostrado na Figura2.5(b). A Figura 4.3 mostra um esquema de uma sela ca�otica, e suas variedadesest�avel e inst�avel. As variedades est�aveis e inst�aveis da sela ca�otica s~ao compostaspelas respectivas variedades dos pontos de sela que a comp~oem, e possuem estruturafractal semelhante a um conjunto de Cantor (NUSSE; YORKE, 1989).
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FIGURA 4.2 - (a) Diagrama de bifurca�c~ao mostrando a janela peri�odica de per��odo 3, indicada comuma seta na Figura 4.1(a). SNB indica a bifurca�c~ao sela-n�o, e IC indica a crise interior.As linhas tracejadas representam a �orbita inst�avel criada na bifurca�c~ao sela-n�o. (b)M�aximo expoente de Lyapunov �MAX em fun�c~ao da taxa de amortecimento �2. (c) Amesma janela peri�odica mostrando a convers~ao do atrator ca�otico em bandas (preto)para a sela ca�otica em bandas (cinza), na crise interior. (d) Evolu�c~ao da sela ca�oticaenvolvente ao longo do diagrama de bifurca�c~ao.
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FIGURA 4.3 - Esquema representando uma sela ca�otica como um conjunto ca�otico de pontos de sela(os pontos dentro do retângulo) e as suas variedades est�avel (WS) e inst�avel (WU ),num espa�co de fase bidimensional.FONTE: Hsu et al. (1988)
Dois tipos de selas ca�oticas ser~ao estudadas ao longo deste cap��tulo: a sela ca�oticaem bandas, e a sela ca�otica envolvente, seguindo a nomenclatura proposta por Szab�oet al. (1996). A Figura 4.2(c) mostra a sela ca�otica em bandas (BCS, pelas siglasdo inglês Band Chaotic Saddle) chamada assim porque �e criada a partir do atratorca�otico em bandas pr�e-crise (�2 < �IC), ocupando apenas a regi~ao de�nida por esseatrator, que �e mostrado em preto �a esquerda do ponto da crise. A Figura 4.2(d)mostra a sela ca�otica envolvente (SCS, pelas siglas Surrounding Chaotic Saddle),chamada assim porque reside na regi~ao interm�edia entre as bandas do atrator ca�oticopr�e-crise. Dentro da janela peri�odica (�SNB < �2 < �IC) a SCS �e respons�avel peladinâmica das �orbitas transientes, enquanto fora dela �e respons�avel pela dinâmica doseventos intermitentes observados em s�eries temporais, que ser~ao apresentadas nasse�c~oes seguintes. Observa-se que estes conjuntos n~ao sofrem grandes mudan�cas aolongo do diagrama de bifurca�c~ao (por exemplo, a sela ca�otica em banda �e cont��nuapara �2 > �IC, e a forma da sela envolvente muda de maneira cont��nua e suave em�2 = �IC e �2 = �SNB).
4.3 Bifurca�c~ao sela-n�o
A janela peri�odica tem o seu in��cio quando um par de �orbitas peri�odicas, uma est�a-vel (SPO) e uma inst�avel (UPO) s~ao criadas a partir do conjunto ca�otico pr�evio. AFigura 4.4 mostra o comportamento da s�erie temporal representada por pontos dePoincar�e (�g. 4.4(a)-(b)) e da �orbita no espa�co de fase (�g. 4.4(c)-(d)) antes e depois
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FIGURA 4.4 - (a) Serie temporal de pontos de Poincar�e, para a amplitude da onda induzida de altafreq�uência a1 em fun�c~ao do tempo, em �2 = 4:7640 < �SNB, mostrando estouros espo-r�adicos (intermitência Pomeau-Manneville). (b) Serie temporal de pontos de Poincar�e,para a1 em fun�c~ao do tempo, em � = 4:7641 > �SNB. (c) Proje�c~ao do espa�co de faseno plano (a0, a1), no regime ca�otico. (d) Proje�c~ao do espa�co de fase no plano (a0, a1)no regime peri�odico.
da bifurca�c~ao, para uma pequena mudan�ca de quatro casas decimais no parâmetrode controle. Na s�erie temporal no regime ca�otico (�g. 4.4(a), �2 = 4:7640 < �SNB)�e poss��vel apreciar a ocorrência do fenômeno de intermitência, representado porestouros espor�adicos seguidos de fases laminares que se assemelham ao comporta-mento no regime peri�odico (per��odo-3). Este tipo de intermitência �e chamada dePomeau-Manneville do tipo I (POMEAU; MANNEVILLE, 1980), e �e caracter��sticada regi~ao ca�otica antes da bifurca�c~ao sela-n�o. A s�erie temporal mostrada na �g.4.4(b) (�2 = 4:7641 > �SNB) mostra uma �orbita peri�odica de per��odo-3. A abruptamudan�ca na dinâmica do sistema �e re
etida nos diagramas do espa�co de fase (Fi-guras 4.4(c) e 4.4(d)), onde a proje�c~ao da �orbita do sistema no plano (a0; a1) �eapresentada.
No plano de Poincar�e, estas �orbitas peri�odicas criadas na bifurca�c~ao sela-n�o ser~aorepresentadas por pontos �xos. Especi�camente, a SPO ser�a representada no planopor um atrator, e a UPO ser�a representada por um ponto de sela.
Generalizando a de�ni�c~ao de ponto �xo dada na rela�c~ao 2.4, dado um plano de
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Poincar�e P , �x �e ponto �xo de per��odo k se cumpre:
P k(�x) = �x; (4.5)

onde P k(�x) representa o k-�esimo corte no plano de Poincar�e do 
uxo com condi�c~aoinicial �x.
A Figura 4.5 mostra um tipo de diagrama chamado de mapa de retorno, que servepara identi�car a existência de pontos �xos de um determinado per��odo. Para isso,escolhe-se uma condi�c~ao inicial, e o mapa de Poincar�e �e aplicado k vezes (neste caso,k = 3). Logo s~ao representados no gr�a�co a condi�c~ao inicial e sua k-�esima itera�c~ao,usando uma das vari�aveis de estado. No caso da Figura 4.5 escolheram-se valores paraa1 no intervalo [1.75, 2.1], para �2 = 4:75 < �SNB (Fig. 4.5(a), antes da bifurca�c~ao),�2 = 4:7640 � �SNB (Fig. 4.5(c), pouco antes da bifurca�c~ao), e �2 = 4:8 > �SNB(Fig. 4.5(e), depois da bifurca�c~ao). Para facilitar a identi�ca�c~ao de pontos �xos areta y = x �e mostrada. Na Figura 4.5(a) observa-se que o par de pontos �xos aindan~ao existe, embora a curva corte a reta em a1 � 1:84 num ponto que representauma �orbita inst�avel de per��odo 1. Na Figura 4.5(c), pouco antes da bifurca�c~ao, acurva �e tangente �a reta em três pontos, em cada um dos quais um par de pontos�xos est�avel-inst�avel ser�a criado. Depois da bifurca�c~ao sela-n�o, �e de se esperar quea curva corte a reta y = x. No caso da Figura 4.5(e), em �2 = 4:8, foram plotadospontos pertencentes �a sela ca�otica envolvente (pontos verdes), levando em conta queo atrator ca�otico converte-se numa sela ca�otica ap�os a bifurca�c~ao sela-n�o (SZAB�O etal., 1996). Por�em, os cruzamentos entre a curva e a reta n~ao �cam muito claros j�a quea sela ca�otica envolvente apresenta espa�cos vazios ou \gaps" exatamente nas regi~oesonde ocorrem os cruzamentos entre a curva e a reta. Para solucionar este problemade�niu-se uma grade unidimensional de condi�c~oes iniciais ao longo da sela ca�otica,de maneira que estas condi�c~oes \cubram" a sela e seus gaps. Para isto foi calculadoum ajuste c�ubico da sela ca�otica para cada uma das vari�aveis de estado em fun�c~aode a1. Assim, ao escolher um valor de a1 no intervalo [1.75, 2.1] �e poss��vel obtervalores para as outras vari�aveis de estado atrav�es dos ajustes obtidos e us�a-los comocondi�c~oes iniciais. A justi�cativa de utilizar um ajuste c�ubico �e que a aproxima�c~aoda sela ca�otica obtida foi melhor do que a obtida usando um ajuste quadr�atico.O resultado desta aproxima�c~ao �e mostrado na Figura 4.5(e) (curva em preto), e odetalhe na Figura 4.5(f) sugere a existência dos dois pontos �xos nas interse�c~oes
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FIGURA 4.5 - Mapas de retorno ((a1)n, (a1)n+3) para (a) uma �orbita ca�otica em �2 = 4:75 < �SNB,e (b) o detalhe na regi~ao retangular, onde aprecia-se um espa�co entre a curva e a retay = x.(c) Uma �orbita ca�otica em �2 = 4:7640 � �SNB, e (d) o detalhe num dos trêspontos de tangência entre a curva e a reta y = x, um pouco antes da bifurca�c~ao sela-n�o; (e) Sela ca�otica envolvente em �2 = 4:8 > �SNB (verde) e a curva obtida usandoum ajuste c�ubico (preto), onde a curva ultrapassa os três pontos de tangência com areta y = x, criando um par de pontos �xos est�avel-inst�avel nas intersec�c~oes entre acurva e a reta. (f) Detalhe da �gura anterior.
entre esta curva e a reta y = x.
A Figura 4.6 mostra a sela ca�otica envolvente no regime peri�odico (�2 = 4:7641 >�SNB) na cor verde, formada por um conjunto ca�otico de pontos de sela, onde cadaum deles possui uma variedade est�avel (azul na Figura) e uma variedade inst�avel(vermelha). A �orbita peri�odica est�avel de per��odo 3 �e denotada por cruzes. A selaexibe estrutura fractal na dire�c~ao da sua variedade inst�avel, seguindo a forma deum conjunto de Cantor (NUSSE; YORKE, 1989), por isto, ela apresenta buracos ou\gaps" que s~ao re
etidos na estrutura da sua variedade est�avel.
A sela ca�otica mostrada na Figura 4.6 foi calculada usando o algoritmo Sprinkler(HSU et al., 1988). Para explicar o funcionamento deste algoritmo, de�ne-se umacaixa bidimensional R no plano (a0, a1) que contenha a sela e nenhum atrator (Fig.4.3). Como as selas ca�oticas s~ao conjuntos n~ao atrativos, as �orbitas que tenham suacondi�c~ao inicial dentro da caixa v~ao ser atra��das na dire�c~ao da variedade est�avel,e logo repelidas na dire�c~ao da variedade inst�avel, eventualmente saindo da caixa,
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FIGURA 4.6 - Sela ca�otica (verde) no espa�co de fase (a0, a1) para �2 = 4:7641 > �SNB, e suasvariedades est�avel (azul) e inst�avel (vermelha). A �orbita peri�odica de per��odo 3 criadana bifurca�c~ao �e mostrada como cruzes

106



com exce�c~ao das �orbitas que estejam (em teoria) exatamente em cima da variedadeest�avel de um ponto de sela �x que pertence �a sela ca�otica. Neste caso, a �orbita vaiconvergir para o ponto �x ap�os in�nitas itera�c~oes, ou seja, vai se manter na caixaa pesar que o tempo de integra�c~ao tenda ao in�nito. O algoritmo Sprinkler dividea caixa numa grade bidimensional de condi�c~oes iniciais, e itera cada uma delasdurante um certo tempo tc. Ap�os este tempo, se ainda h�a �orbitas dentro da caixa,ent~ao as condi�c~oes iniciais dessas �orbitas s~ao uma aproxima�c~ao da variedade est�avel,os pontos �nais aproximam a variedade inst�avel, e os pontos obtidos num instante�t = �tc aproximam a sela ca�otica. O Sprinkler precisa de alguns testes para escolhero tempo tc correto, por�em geralmente usa-se a m�edia que leva para cada uma dascondi�c~oes iniciais sa��rem da caixa, e � = 1=2 (HSU et al., 1988). Se dentro da caixaescolhida existe um atrator, deve-se rede�nir a regi~ao de forma tal que o atratorseja exclu��do (por exemplo, pode-se \cobrir" o atrator com discos de raio pequeno,de�nindo esses discos como sendo regi~oes fora da caixa). No caso da Figura 4.6,a caixa foi de�nida em [4, 8]x[1.7, 2.1], usando uma grade de 1000x1000 pontos, ecobrindo o atrator de per��odo 3 com discos de raio 0.005.
Outro algoritmo utilizado para obter uma aproxima�c~ao da sela ca�otica no espa�co defase �e chamado procedimento triple PIM (NUSSE; YORKE, 1989). Um triple PIM(do inglês Proper Interior Maximum) �e um conjunto de pontos (a, c, b), onde (a, b)delimitam o segmento que corta a variedade est�avel da sela (no limite linear) comomostra a Figura 4.7, e c �e um ponto interior. Dada uma regi~ao que contenha o triplePIM, e nenhum atrator, o ponto interior c possuir�a o m�aximo tempo de sa��da, ouseja, o tempo em que uma �orbita com condi�c~ao inicial c sai da regi~ao de�nida �emaior do que o tempo de sa��da dos pontos a e b. De�nindo um intervalo inicial L, oprocedimento triple PIM consiste em:

a) Subdividir o intervalo em � partes, at�e achar um novo intervalo que sejasu�cientemente pequeno (por exemplo, 10�8), e que tamb�em seja triplePIM.
b) Iterar o intervalo, ou seja, integrar o sistema usando os pontos (a, b) comocondi�c~oes iniciais, registrando um desses pontos, at�e que o comprimentodo intervalo seja maior que 10�8. Se for assim, repetir o passo a).

Tanto o algoritmo Sprinkler como o procedimento triple PIM podem ser usados paraachar selas ca�oticas. O algoritmo Sprinkler possui as avantagens de ser mais sim-ples de implementar, permite obter as variedades est�avel e inst�avel da sela ca�otica,
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FIGURA 4.7 - Ponto de sela p com suas variedades est�avel e inst�avel, e o segmento (a, b) que cortaa variedade est�avelFONTE: Nusse e Yorke (1989)
e �e paraleliz�avel, ou seja, �e poss��vel implement�a-lo para sistemas de m�ultiplos pro-cessadores. A sua desvantagem �e que precisa de algumas tentativas para obter osparâmetros corretos, por exemplo, o tempo m�edio de integra�c~ao tc. O procedimentotriple PIM oferece uma melhor aproxima�c~ao �a sela ca�otica, por�em, o algoritmo n~ao�e facilmente paraleliz�avel.
A Figura 4.8 mostra alguns tipos de conjuntos ca�oticos que existem na regi~ao dabifurca�c~ao sela-n�o: a sela ca�otica envolvente (SCS) e sua variedade inst�avel (UM,Unstable Manifold) depois da bifurca�c~ao, e a sela ca�otica e o atrator ca�otico (CA)antes da bifurca�c~ao. As selas ca�oticas foram achadas usando o procedimento triplePIM. A semelhan�ca entre as selas antes e depois da bifurca�c~ao �e devida �a robustezdas UPOs que a formam, e a semelhan�ca entre a variedade inst�avel e o atrator ca�otico�e devido ao fato de que a variedade inst�avel representa a dire�c~ao de expans~ao doatrator (REMPEL, 2003).
Na Figura 4.4(a) foi apresentada a ocorrência de intermitência numa s�erie temporalrepresentada por pontos de Poincar�e. A freq�uência destes estouros nas s�eries aumentapara valores do parâmetro de controle mais afastados de �SNB no regime ca�otico (ouseja, para �2 < �SNB na Figura 4.2), ou dito de outra maneira, o tempo de dura�c~ao dasfases laminares que s~ao aproximadamente peri�odicas (representado pelo s��mbolo �)diminui. A Figura 4.9 mostra o tempo caracter��stico das fases laminares em fun�c~ao da
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FIGURA 4.8 - Conjuntos invariantes na bifurca�c~ao sela-n�o, projetados no espa�co de fase (a0, a1). (a)Sela ca�otica envolvente (SCS) para �2 = 4:7641 > �SNB. A �orbita est�avel de per��odo3 est�a representada por cruzes. (b) Variedade inst�avel da sela ca�otica envolvente, parao mesmo valor de �2. (c) Sela ca�otica antes da bifurca�c~ao �2 = 4:7640 < �SNB. (d)Atrator ca�otico antes da bifurca�c~ao.
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FIGURA 4.9 - Tempo caracter��stico � entre estouros (quadrados pretos) em fun�c~ao da \distância"entre �2 e �SNB no regime ca�otico pr�evio �a bifurca�c~ao sela-n�o, junto com o ajuste linear(linha vermelha) com inclina�c~ao 
 � �0:62, em escala logar��tmica para ambos eixos
\distância"entre o valor do parâmetro de controle e do valor onde ocorre a bifurca�c~ao,em escala logar��tmica para ambos eixos. Cada ponto do gr�a�co representa o tempom�edio de dura�c~ao das fases laminares obtido de uma s�erie temporal longa. Nestegr�a�co apresenta-se tamb�em um ajuste linear, onde a inclina�c~ao 
 � �0:62.
4.4 Crise interior
Depois da bifurca�c~ao sela-n�o, a �orbita peri�odica est�avel de per��odo 3 bifurca-se cri-ando uma �orbita de per��odo 6, conforme aumenta o valor do parâmetro de controlena Figura 4.2. Logo bifurca-se para uma �orbita de per��odo 12, e assim diante numacascata de duplica�c~ao de per��odo at�e se transformar num atrator ca�otico fraco ouem bandas, chamado assim porque o valor de �MAX �e relativamente pequeno quandocomparado com o valor de �MAX quando �2 > �IC na Figura 4.2 (b).
Estes atratores em bandas podem apresentar outras pequenas janelas peri�odicasenquanto as suas larguras aumentam lentamente com o parâmetro de controle, at�eque uma mudan�ca repentina acontece na dinâmica do sistema, onde o tamanho doatrator aumenta abruptamente, marcando a destrui�c~ao da janela peri�odica. Estamudan�ca abrupta �e chamada de crise interior (HILBORN, 1994).
A Figura 4.10 mostra uma se�c~ao da s�erie temporal e o diagrama de fase antes e de-
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FIGURA 4.10 - (a) S�erie temporal de pontos de Poincar�e, para a amplitude a1 em fun�c~ao do tempo,em �2 = 4:9150 < �IC. (b) S�erie temporal de pontos de Poincar�e, para a1 em fun�c~aodo tempo, em �2 = 4:9151 > �IC, mostrando estouros espor�adicos (intermitênciainduzida pela crise). (c) Proje�c~ao do espa�co de fase no plano (a0, a1), no cen�ariopr�evio �a crise. (d) Proje�c~ao do espa�co de fase no plano (a0, a1) ap�os a crise.
pois da crise. Na Figura 4.10(a), antes da crise (�2 = 4:9150 < �IC), a s�erie temporalrepresentada por pontos de Poincar�e apresenta o comportamento ca�otico limitadoa três regi~oes. Depois da crise (�2 > �IC), a s�erie temporal \foge" esporadicamentedestas regi~oes criando estouros intermitentes, alternando-se com per��odos \lamina-res" que se assemelham ao comportamento do atrator ca�otico pr�e-crise mostrado na�g. 4.10(a); este tipo de intermitência �e conhecido como intermitência induzida pelacrise (GREBOGI et al., 1983). As �orbitas no espa�co de fase (�gs. 4.10(c) e 4.10(d))mostram que, em �2 > �IC, efetivamente a �orbita escapa da regi~ao onde estavacon�nada na situa�c~ao pr�e-crise.
Este aumento do tamanho do atrator ca�otico na crise interior ocorre devido �a colis~aoentre o atrator ca�otico em bandas e a variedade est�avel da �orbita mediadora MPO. AFigura 4.11 mostra a sela ca�otica (verde) e suas variedades est�aveis (azul) e inst�aveis(vermelha); a MPO de per��odo 3 (cruzes) e o atrator ca�otico fraco em preto, em�2 = 4:9150 < �IC. A Figura 4.12 mostra o detalhe desta colis~ao em cada uma dasbandas, onde o atrator ca�otico toca a variedade est�avel da MPO (representada pelocontorno da variedade est�avel da sela ca�otica), marcada como SM (Stable Manifold),e que de�ne a separa�c~ao entre as regi~oes de banda (BR) e regi~ao envolvente (SR)
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(SZAB�O et al., 1996).
A Figura 4.13 mostra alguns conjuntos invariantes antes e depois da crise, da mesmaforma como foi feito na bifurca�c~ao sela-n�o na Figura 4.8. O atrator ca�otico (CA)na Figura 4.13(a) antes da crise est�a con�nado �a regi~ao de bandas, e a sela ca�oticaenvolvente (SCS) fora dela. O limite entre estas duas regi~oes �e dada pela variedadeest�avel da MPO (cruzes). A sela ca�otica envolvente n~ao sofre maiores modi�ca�c~oesdepois da crise (�g. 4.13(c)), novamente devido �a robustez das UPOs que a comp~oem.A incurs~ao das �orbitas na regi~ao envolvente no cen�ario p�os-crise faz com que oatrator ca�otico depois da crise se assemelhe com a variedade inst�avel da sela ca�otica(Figuras 4.13(b) e 4.13(d)).
No diagrama de bifurca�c~ao mostrado na Figura 4.2(c) observa-se que a sela de ban-das BCS apresenta espa�cos \vazios" que ampliam-se �a medida que o parâmetro decontrole �2 aumenta. Estes espa�cos s~ao densamente preenchidos por um tipo especialde UPOs criadas no momento da crise, que v~ao unir as regi~oes em banda e envol-vente, ou seja, a �orbita destas UPOs atravessa as duas regi~oes, sendo representadasna se�c~ao de Poincar�e por pontos localizados em ambas regi~oes (SZAB�O et al., 1996;REMPEL, 2003). A presen�ca destas UPOs acopladoras faz com que uma �orbita sobreo atrator ca�otico \fuja" da regi~ao de banda para a regi~ao envolvente seguindo a vari-edade inst�avel da UPO, e depois retorne �a regi~ao de banda, criando a intermitênciaobservada na s�erie temporal apresentada na Figura 4.10.
Logo ap�os a crise, as UPOs acopladoras possuem per��odos muito longos, tendendoao in�nito quando �2 ! �IC (SZAB�O et al., 1996). Conforme �2 aumenta, s~ao criadas�orbitas de menor per��odo, �a medida que os espa�cos ou \gaps" na sela ca�otica debanda v~ao se ampliando. A Figura 4.14 mostra a coexistência entre o atrator ca�oticoem �2 = 4:93 > �IC (Fig. 4.14(a)), as selas em bandas e envolvente (Fig. 4.14(b))referidas como o \esqueleto geom�etrico" do atrator por Szab�o e Tel (1994), e uma�orbita acopladora de per��odo 14 no espa�co de fase, onde apenas um dos pontosde Poincar�e se encontra na regi~ao de bandas, e os demais encontram-se na regi~aoenvolvente.
Da mesma forma que na bifurca�c~ao sela-n�o, �e poss��vel calcular o tempo caracter��sticoentre estouros produzidos pela intermitência induzida pela crise numa s�erie temporalpara um valor do parâmetro de controle no regime ca�otico (�2 > �IC). A Figura 4.15mostra o tempo � j�a de�nido na se�c~ao 4.3 em fun�c~ao da distância entre �2 e �IC.

112



4 5 6 7 8
1.7

1.8

1.9

2

2.1

a0

a1

FIGURA 4.11 - Sela ca�otica envolvente no regime pr�evio �a crise, �2 = 4:9150 < �IC, e suas variedadesest�avel (azul) e inst�avel (vermelho). O atrator ca�otico em bandas �e representado pelasbandas de cor preta, e a UPO mediadora de per��odo 3 �e marcada com cruzes. Osquadrados pretos indicam as regi~oes detalhadas na Figura 4.12
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FIGURA 4.12 - Detalhe da colis~ao entre o atrator ca�otico (CA) e o contorno da variedade est�avel da�orbita mediadora (SM), pr�evio �a crise interior (�2 = 4:9150 < �IC), para (a) a bandana esquerda, (b) no centro, (c) e na direita do eixo a0. BR indica a regi~ao de banda eSR indica a regi~ao envolvente, projetadas no plano (a0, a1). A colis~ao ocorre nas trêsbandas do atrator ca�otico simultaneamente
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FIGURA 4.13 - Conjuntos invariantes na crise interior, no espa�co de fase (a0, a1). (a) Sela ca�oticaenvolvente (SCS) para �2 = 4:9150 < �IC. O atrator ca�otico fraco est�a representadopelas três bandas em preto, e a UPO mediadora de per��odo três por x. (b) Variedadeinst�avel da sela ca�otica envolvente, para o mesmo valor de �2. (c) Sela ca�otica ap�os acrise, �2 = 4:9151 > �IC, junto com a UPO mediadora. (d) Atrator ca�otico p�os-crise.
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FIGURA 4.14 - �Orbita acopladora no atrator ca�otico p�os-crise (�2 = 4:93). (a) O atrator ca�otico(CA) e a �orbita mediadora representada por cruzes. (b) Selas ca�oticas de banda BCS(preto) e envolvente SCS (verde), e a variedade est�avel da MPO que separa as regi~oesde banda e envolvente (c) �Orbita acopladora de per��odo 14, possuindo um pontodentro da regi~ao de banda, e os demais fora dela.
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FIGURA 4.15 - Tempo caracter��stico � entre estouros em fun�c~ao da "distância" entre �2 e �IC noregime ca�otico p�os-crise, junto com o ajuste linear com inclina�c~ao 
 � �0:60, emescala logar��tmica para ambos eixos
Al�em disso, foi calculado um ajuste linear, onde obteve-se 
 � �0:60.
4.5 Determina�c~ao de variedades para sistemas de 4 dimens~oes
As Figuras 4.6 e 4.11 mostram as variedades est�avel e inst�avel das selas ca�oticas,achadas usando o algoritmo Sprinkler. A descri�c~ao original deste algoritmo, feita porHsu et al. (1988), considera apenas sistemas discretos bidimensionais, por exemplo,o resultante de aplicar um plano de Poincar�e a um sistema tridimensional, como porexemplo as equa�c~oes de R�ossler 2.1-2.3. Assim, as dimens~oes do sistema reduziriam-se de três para dois, e a de�ni�c~ao de uma grade de condi�c~oes iniciais seria feita deforma direta no plano de Poincar�e. Este n~ao �e o caso do sistema 4.1-4.4, onde o\plano" de Poincar�e reduz o sistema de quatro dimens~oes (a0, a1, a2, �) para três(a0, a1, �).
A primeira tentativa de implementar o m�etodo de Sprinkler consistiu em de�nir agrade bidimensional de condi�c~oes iniciais usando � = cte., mas um plano escolhidodessa forma resulta inadequado como demonstra a Figura 4.16, j�a que a sela ca�oticaenvolvente SCS possui uma curvatura caracter��stica no espa�co de fase tridimensional.Foi necess�ario de�nir um plano expressando � em termos de a0, que contenha a selaca�otica fazendo uso de uma regress~ao linear com ajuste c�ubico de � em termos dea0, calculado a partir dos pontos da mesma sela ca�otica previamente achada usando
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FIGURA 4.16 - Sela ca�otica envolvente no espa�co de fase tridimensional (a0,a1, �) (verde), e suasproje�c~oes nos planos � = cte., e a1 = cte. (preto), para �2 = 4:7641
o algoritmo PIM triple (NUSSE; YORKE, 1989). A equa�c~ao foi obtida usando o pro-grama XMGrace (dispon��vel em http://plasma-gate.weizmann.ac.il/Grace/).A Figura 4.17 mostra a sela ca�otica e a curva obtida do ajuste. Como a curva obtidarepresenta uma boa aproxima�c~ao �a sela, a equa�c~ao foi �nalmente usada para obter acomponente � da grade de condi�c~oes iniciais necess�arias para o algoritmo Sprinkler(Figura 4.18).
O procedimento descrito �e valido pelo menos para sistemas cujas selas ca�oticas pos-suam geometria simples no plano de Poincar�e, como �e o caso do modelo estudadoneste cap��tulo, onde a SCS (mostrada na Figura 4.16) possui uma forma semelhantea uma curva.
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FIGURA 4.17 - Sela ca�otica projetada no plano (a0, �) (verde), e a curva obtida da regress~ao c�ubica(vermelho).
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CAP�ITULO 5
TEORIA DE CAOS PARA INTERA�C~AO N~AO LINEAR DEQUATRO ONDAS

5.1 Modelo de quatro ondas c�ubico
O modelo a ser estudado neste cap��tulo foi proposto por Russell e Ott (1981):

_a0 = a0 + 2a0a1a2 sin� (5.1)_a1 = ��1a1 � a20a2 sin� (5.2)_a2 = ��2a2 � a20a1 sin� (5.3)_� = �2� + a21 + a22 � 2a20 + �4a1a2 � a20�a2a1 + a1a2
�� cos�; (5.4)

onde os parâmetros s~ao similares aos pertencentes ao sistema 4.1-4.4, com a diferen�caque as amplitudes a1;2 representam as ondas induzidas de alta freq�uência nos modosStokes e anti-Stokes. O conjunto de equa�c~oes 5.1-5.4 descreve a dinâmica n~ao linearda intera�c~ao de três ondas (uma indutora e duas induzidas) levando em conta que aonda de baixa freq�uência �ca presa pela for�ca ponderomotiva devido ao gradiente naintensidade da onda como discutido na se�c~ao 2.5.4. Para que isto ocorra �e necess�arioque tanto a velocidade de fase da onda ion-ac�ustica (baixa freq�uência) como asvelocidades relacionadas com as mudan�cas no envolt�orio da onda de Langmuir sejammenores do que a velocidade do som (ROBINSON et al., 2002; ROBINSON, 1997).Este mecanismo de intera�c~ao �e conhecido como processo modulacional sub-sônico.Exemplos de processos modulacionais s~ao:

L 
 L� + L+ + S�L 
 T� + L+ + S�L 
 L� + T+ + S�L 
 T� + T+ + S�;
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onde L representa uma onda de Langmuir, T uma onda eletromagn�etica, e S umaonda ion-ac�ustica. O super��ndice + indica que a onda encontra-se em modo Stokes,o super��ndice � em modo anti-Stokes e o s��mbolo � indica que a onda encontra-se nolimite sub-sônico, neste caso, a onda ion-ac�ustica. O detalhe da obten�c~ao do sistema5.1-5.4 das equa�c~oes de Zakharov encontra-se no apêndice A.2.
5.2 An�alise n~ao linear do modelo simpli�cado (�1 = �2)
Russell e Ott (1981) �zeram uma simpli�ca�c~ao do sistema de equa�c~oes 5.1-5.4, con-siderando as amplitudes a1 = a2, e as taxas de amortecimento �1 = �2 = �. Destaforma o sistema �e reduzido de quatro equa�c~oes para três:

_a0 = a0 + 2a0a21 sin� (5.5)_a1 = ��a1 � a20a1 sin� (5.6)_� = �2� + 2(a21 � a20) + 2(2a21 � a20) cos� (5.7)
Em Miranda et al. (2005) foi feita uma an�alise da dinâmica ca�otica do sistema 5.5-5.7�xando � = �6, e enfocando a aten�c~ao na janela de per��odo-3 mostrada na Figura5.1(a). O plano de Poincar�e foi de�nido em a1 = 1, e registraram-se os pontos ondea �orbita corta o plano com _a1 > 0, ou seja, da \esquerda" para a \direita" no eixoa1. Analisando o diagrama de bifurca�c~ao da direita para a esquerda, temos que umamudan�ca abrupta na dinâmica do sistema ocorre na bifurca�c~ao sela-n�o (marcadocomo SNB, do inglês saddle-node bifurcation), onde a janela peri�odica tem o seuin��cio. Ap�os uma s�erie de bifurca�c~oes de duplica�c~ao de per��odo o atrator atinge oestado de atrator ca�otico fraco, ou em bandas, at�e que uma nova mudan�ca faz que oatrator ca�otico aumente o seu tamanho, num evento conhecido como crise interior,marcado como IC (do inglês interior crisis) na Figura 5.1(a).
A �gura 5.1(b) mostra o valor do m�aximo expoente de Lyapunov �MAX calculadopara cada valor do parâmetro de controle � na Fig. 5.1(a). Observa-se que quando�MAX > 0, a dinâmica �e ca�otica, e quando �MAX < 0, a dinâmica �e peri�odica. Podem-se apreciar descontinuidades que ocorrem cada vez que o sistema sofre uma mudan�caabrupta, ou seja, na bifurca�c~ao sela-n�o (SNB) e na crise interior (IC).
Na Figura 5.2 s~ao mostradas três s�eries temporais representadas por pontos de Poin-
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FIGURA 5.1 - (a)Diagrama de bifurca�c~ao para a amplitude a0 em fun�c~ao da freq�uência de amorteci-mento das ondas induzidas �; SNB indica a bifurca�c~ao sela-n�o e IC a crise interior. (b)Expoente m�aximo de Lyapunov �MAX em fun�c~ao do parâmetro de controle �.FONTE: Miranda et al. (2005)
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car�e, para � = 6:7547 < �SNB (Figura 5.2(a), per��odo-3), � = 6:7548 > �SNB (Figura5.2(b), ca�otico) e � = 6:755 > �SNB (Figura 5.2(c), ca�otico). Nesta �gura �e poss��velobservar que a freq�uência dos estouros aumenta enquanto o valor do parâmetro decontrole se afasta do valor em que ocorre a bifurca�c~ao sela-n�o. A mesma situa�c~aoacontece na crise interior, como mostra a Figura 5.3. Para � = 6:7469 > �IC (Figura5.3(a)), as �orbitas ainda est~ao con�nadas na regi~ao do espa�co de fase ocupada peloatrator ca�otico de bandas mostrado na Figura 5.3(d). Para � = 6:7468 a s�erie tem-poral apresenta interrup�c~oes espor�adicas, sendo a freq�uência da intermitência maiorem � = 6:7467. As �guras 5.3(e) e 5.3(f) demonstram que as �orbitas \fogem" daregi~ao de bandas.
5.3 An�alise n~ao linear com �1 6= �2
5.3.1 Diagramas de bifurca�c~ao
Para a an�alise do sistema 5.1-5.4 �xou-se �1 = 6:75 e �2 foi escolhido como o pa-râmetro de controle. O plano de Poincar�e foi de�nido em a2 = 1, com o mesmosentido de corte do que na an�alise anterior ( _a1 > 0), e � = �6. Note-se que, parao modelo simpli�cado 5.5-5.7, em � = 6:75 o sistema possui comportamento peri�o-dico (per��odo 3), vis��vel na Figura 5.1. A Figura 5.4 mostra a evolu�c~ao do sistemaao variar �2 no intervalo [6.2, 7]. Da esquerda para a direita o sistema inicialmenteapresenta comportamento peri�odico (ciclo limite simples) sofrendo uma bifurca�c~aode duplica�c~ao de periodo em �2 � 6:35. Eventualmente o sistema atinge o estado deatrator ca�otico em �2 � 6:45. Este atrator ca�otico sofre uma cascata inversa de du-plica�c~ao de per��odo, para voltar ao ciclo limite em �2 � 6:83. O c�alculo dos expoentesde Lyapunov mostrado na Figura 5.4(b) con�rma as mudan�cas do comportamentoperi�odico para ca�otico. Durante a evolu�c~ao do atrator ca�otico �e poss��vel distinguirduas janelas peri�odicas, sendo uma delas de per��odo 3 (marcada com uma seta). Aexistência desta janela �e con�rmada pela queda no valor do m�aximo expoente deLyapunov (mostrado na Figura 5.4(b) com uma seta).
A janela de per��odo 3 �e muito parecida com a janela estudada no cap��tulo anterior,no sentido de que �e criada numa bifurca�c~ao sela-n�o em �2 = 6:4845 � �SNB (marcadocomo SNB na Figura 5.5(a)), onde s~ao criadas duas �orbitas peri�odicas, uma est�avele uma inst�avel. A �orbita peri�odica est�avel sofre uma s�erie de duplica�c~oes de per��odoenquanto aumenta o parâmetro de controle, chegando ao estado de atrator ca�oticofraco, onde o m�aximo expoente de Lyapunov possui valor positivo (Figura 5.5(b)).
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FIGURA 5.2 - S�eries temporais de a0 mostrando a ocorrência da intermitência Pomeau-Manneville detipo I, em (a) � = 6:7547, (b) � = 6:7548 e (c) � = 6:755.FONTE: Miranda et al. (2005)
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FIGURA 5.3 - S�eries temporais de a0 mostrando intermitência induzida pela crise, em (a) � = 6:7469,(b) � = 6:7468 e (c) � = 6:7467, com as trajet�orias correspondentes no espa�co de fase(a0, a1) em (d), (e) e (f).FONTE: Miranda et al. (2005)
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FIGURA 5.4 - (a) Diagrama de bifurca�c~ao do sistema 5.1-5.4 usando a vari�avel de estado a1 emfun�c~ao do �2 no intervalo [6.2, 7]. (b) M�aximo expoente de Lyapunov em fun�c~ao de �2para o mesmo intervalo. A janela peri�odica de interesse est�a marcada com uma seta.
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FIGURA 5.5 - (a) Diagrama de bifurca�c~ao mostrando a janela peri�odica e a �orbita mediadora criadana bifurca�c~ao sela-n�o. SNB indica a bifurca�c~ao sela-n�o, e IC indica a crise interior. (b)M�aximo expoente de Lyapunov �MAX. (c) Sela ca�otica em bandas (cinza) criada a partirdo atrator ca�otico fraco antes da crise. (d) Sela ca�otica envolvente.
Em �2 = 6:5075 � �IC a �orbita peri�odica inst�avel colide com o atrator ca�otico fracoproduzindo uma crise interior, onde o tamanho do atrator ca�otico aumenta, e o valordo m�aximo expoente de Lyapunov sofre uma descontinuidade.
Depois da crise, o atrator ca�otico em bandas converte-se numa sela ca�otica embandas (BCS), cuja evolu�c~ao �e mostrada na Figura 5.5(c). Observa-se que ela possuiespa�cos ou \gaps" que aumentam de tamanho com o parâmetro de controle �2. Asela ca�otica envolvente (Figura 5.5(d)) existe em todo o diagrama de bifurca�c~ao,variando de forma cont��nua e suave.
5.3.2 Bifurca�c~ao sela-n�o
No diagrama de bifurca�c~ao mostrado na Figura 5.5 observa-se que a bifurca�c~ao sela-n�o ocorre aproximadamente em �2 = 6:4845. Neste tipo de bifurca�c~ao um par de�orbitas est�avel e inst�avel s~ao criadas a partir do conjunto ca�otico pr�evio �a bifurca�c~ao.A cria�c~ao destas �orbitas peri�odicas (representadas por pontos �xos no plano dePoincar�e) pode ser visualizada no mapa de retorno mostrado na Figura 5.6, onde
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uma condi�c~ao inicial e a sua terceira itera�c~ao no mapa s~ao plotados. Os pontos �xosser~ao identi�cados como os pontos de intersec�c~ao entre a curva resultante e a retay = x, j�a que, dado um plano de Poincar�e P , um ponto �xo de per��odo 3 devesatisfazer:
P [3](�x) = �x

A Figura 5.6(a) mostra o mapa de retorno em �2 = 6:48, onde a curva corta a retay = x apenas num ponto, que representa uma �orbita peri�odica inst�avel de per��odo1 que n~ao �e relevante. A �gura 5.6(c) mostra que, para �2 = 6:4844 � �SNB, a curva�e tangente em forma simultânea em três pontos da reta (um deles �e mostrado emdetalhe na Figura 5.6(d)), em cada um dos quais um par de �orbitas est�avel e inst�avelser�a criado. A Figura 5.6(e), e o detalhe em 5.6(f), mostram que a curva em �2 = 6:49ultrapassa a reta nos três pontos de tangência, criando um ponto �xo est�avel e umponto inst�avel. Estes gr�a�cos foram obtidos usando as t�ecnicas descritas no cap��tulo4.
Antes da bifurca�c~ao sela-n�o, �e poss��vel observar nas s�eries temporais a intermitênciaPomeau-Manneville do tipo I, como �e o caso da Figura 5.7(a) para �2 = 6:4844 <�SNB, onde a s�erie temporal est�a representada por pontos de Poincar�e. Esta inter-mitência caracteriza-se por fases laminares aproximadamente peri�odicas que s~ao in-terrompidas aleatoriamente por estouros ca�oticos (POMEAU; MANNEVILLE, 1980).A Figura 5.7(c) mostra a trajet�oria para o mesmo valor do parâmetro de controle,projetada no plano (a0, a1). Para �2 = 6:4845 > �SNB (o que representa uma mu-dan�ca na quarta casa decimal), a s�erie temporal apresenta comportamento peri�odico(per��odo 3), e a �orbita no espa�co de fase converge para o ciclo limite cuja proje�c~aono plano (a0, a1) �e mostrada na Figura 5.7(d).
A freq�uência da intermitência Pomeau-Manneville do tipo I observada nas s�eriestemporais aumenta de forma exponencial a medida que o valor no parâmetro decontrole se afasta do valor onde ocorre a bifurca�c~ao (SZAB�O et al., 1996). A Figura5.8 mostra o tempo m�edio de dura�c~ao das fases laminares nas s�eries temporais,em fun�c~ao da diferen�ca entre o valor do parâmetro de controle e o momento dabifurca�c~ao. Ambos os eixos est~ao em escala logar��tmica. Na mesma �gura mostra-seum ajuste linear, onde a inclina�c~ao �e 
 � �0:36.
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ja1jn+3, e a reta y = x para (a) �2 = 6:48 < �SNB, e (b) o detalhe do espa�coentre a curva obtida do atrator ca�otico, e a reta. (c) �2 = 6:4844 � �SNB , e (d) odetalhe de um ponto de tangência entre a curva obtida do atrator ca�otico, e a reta.(e) �2 = 6:49 > �SNB , e (f) o detalhe da interse�c~ao entre a curva obtida atrav�es deum ajuste c�ubico da sela ca�otica, e a reta. A curva obtida diretamente da sela ca�otica�e mostrada em verde.
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FIGURA 5.7 - S�eries temporais representadas por pontos de Poincar�e para (a) �2 = 6:4844 < �SNB,mostrando intermitência Pomeau-Manneville de tipo I, e (b) �2 = 6:4845. mostrandouma s�erie temporal de per��odo 3. (c) Trajet�oria ca�otica projetada no espa�co de fasepara �2 = 6:4844. (d) Ciclo limite de per��odo 3 projetado no espa�co de fase (a0, a1)para �2 = 6:4845.
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5.3.3 Crise interior
Na Figura 5.5 �e poss��vel observar que a crise interior ocorre quando a �orbita medi-adora (que foi criada na bifurca�c~ao sela-n�o, em �2 � 6:4845) colide com o atratorca�otico em bandas, que aumenta de tamanho abruptamente em �2 � 6:5075. A Fi-gura 5.9 mostra as mudan�cas sofridas pela s�erie temporal, e pela �orbita no espa�co defase, devido �a crise. Em �2 = 6:5074 < �IC, a s�erie temporal representada por pontosde Poincar�e na Figura 5.9(a) apresenta um comportamento ca�otico, por�em con�nadoem três bandas. No espa�co de fase, as �orbitas s~ao atra��das para o atrator ca�oticofraco cuja proje�c~ao no plano (a0, a1) �e mostrada na Figura 5.9(b). Depois da crise(�2 = 6:5075), a s�erie temporal mostra a ocorrência espor�adica de estouros que inter-rompem o comportamento anterior de maneira intermitente (chamada intermitênciainduzida pela crise interior), como mostra a Figura 5.9(c) para �2 = 6:5075 > �IC,fazendo que as �orbitas fujam para outras regi~oes no espa�co de fase, mostrado naFigura 5.9(d) para o mesmo valor do parâmetro de controle.
A crise interior ocorre pela colis~ao entre o atrator ca�otico em bandas e a variedadeest�avel da �orbita mediadora. A Figura 5.10 mostra o atrator ca�otico em bandas(preto), a sela ca�otica envolvente (verde), e as suas variedades est�avel (azul) e inst�avel(vermelho). A �orbita mediadora tamb�em �e mostrada (cruzes). Observa-se que as trêsbandas colidem simultaneamente com a variedade est�avel da �orbita mediadora, que�ca no contorno da variedade est�avel da sela ca�otica.
A intermitência induzida pela crise mostrada na Figura 5.9(b) �e devido �a existênciade �orbitas acopladoras, as quais percorrem o espa�co de fase unindo as regi~oes debanda e envolvente, e preenchem densamente os espa�cos ou \gaps" das selas ca�oticasdepois da crise. No plano de Poincar�e estas �orbitas est~ao representadas por pontos�xos existentes em ambas as regi~oes. A Figura 5.11(a) mostra o atrator ca�otico em�2 = 6:515 > �IC, as selas de banda e envolvente (o \esqueleto" do atrator) juntocom a �orbita mediadora na Figura 5.11(b), e uma �orbita acopladora de per��odo 10na Figura 5.11(c).
Finalmente, foi calculado o tempo caracter��stico da dura�c~ao das fases laminares (ouseja, a m�edia do tempo entre eventos intermitentes) observadas nas s�eries temporaisca�oticas p�os-crise, para diferentes valores do parâmetro de controle �2. A �gura 5.12mostra a m�edia do tempo obtido, em fun�c~ao da \distância" entre o valor atual doparâmetro de controle, e o valor �2 = 6:5075 � �IC. Foi calculado tamb�em um ajuste
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FIGURA 5.9 - S�eries temporais representadas por pontos de Poincar�e para (a) �2 = 6:5074 < �IC,onde a �orbita mant�em-se em três regi~oes bem de�nidas, e (b) �2 = 6:5075 > �IC,mostrando intermitência induzida pela crise interior. (c) Trajet�oria projetada no espa�code fase (a0, a1) para �2 = 6:5074 < �IC. (d) Trajet�oria projetada no mesmo espa�co defase, para �2 = 6:5075 > �IC, com a �orbita \fugindo" esporadicamente das regi~oes debandas.
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FIGURA 5.10 - Sela ca�otica envolvente (verde) e as suas variedades est�avel (azul) e inst�avel (verme-lho), com o atrator ca�otico em bandas (preto), e a �orbita mediadora (cruzes) para�2 = 6:5074 < �IC. O atrator ca�otico colide com a variedade est�avel da �orbita media-dora (que de�ne o contorno da variedade est�avel da sela ca�otica) em forma simultâneanas três bandas.
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FIGURA 5.11 - Coexistência do atrator ca�otico, selas ca�oticas e �orbitas acopladoras no espa�co de fase,para �2 = 6:515. (a) Atrator ca�otico. (b) Selas ca�oticas de banda (BCS, em preto) eenvolvente (SCS, verde), e a �orbita mediadora de per��odo 3. (c) �Orbita acopladora deper��odo 10, apresentando pontos nos\gaps"das selas de banda e envolvente.
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CAP�ITULO 6
CONCLUS~AO

A aplica�c~ao da Teoria de Caos em modelos de intera�c~ao onda-onda n~ao lineares feitadurante o desenvolvimento deste trabalho demonstra que a dinâmica n~ao-linear dasondas de plasma, tanto para o processo de decaimento (três ondas) como para oprocesso modulacional sub-sônico (quatro ondas), pode chegar a ser muito complexadependendo da escolha dos valores para os parâmetros. Foi demonstrada tamb�ema existência de conjuntos ca�oticos n~ao atrativos (selas ca�oticas) no espa�co de fase,e a evolu�c~ao delas ao longo do diagrama de bifurca�c~ao. Para cada modelo, doistipos de intermitência foram estudadas: intermitência Pomeau-Manneville de tipoI, e intermitência induzida pela crise interior. Neste �ultimo caso a ocorrência doseventos intermitentes foi atribu��da �a existência de �orbitas acopladoras identi�cadasno espa�co de fase, que acoplam duas selas ca�oticas. A an�alise destes modelos podecontribuir para o controle e a previs~ao de intera�c~oes onda-onda n~ao lineares emplasmas espaciais (LOPES; CHIAN, 1996b).
Nos diagramas de bifurca�c~ao e s�eries temporais apresentados nos cap��tulos 4 e 5escolheu-se usar a vari�avel a1 para o eixo vertical. A justi�cativa de usar esta vari�a-vel �e que, em muitos exemplos de intera�c~oes onda-onda (como os apresentados nocap��tulo 2) a onda induzida �e do tipo eletromagn�etica, comumente detectada atra-v�es de instrumentos na Terra, como no exemplo dado na se�c~ao 3.2, onde emiss~oessolares de r�adio de tipo II foram detectadas pelos radioespectr�ografos em Potsdame Ond�rejov, enquanto outros tipos de ondas de plasma somente poderiam ser de-tectadas \in-situ" no espa�co usando instrumentos em espa�conaves, j�a que apenas asondas eletromagn�eticas podem se propagar at�e o observador (KIVELSON; RUSSELL,1995).
A an�alise num�erica feita nos cap��tulos 4 e 5 demonstra que a estrutura dos conjun-tos ca�oticos achados nos modelos propostos por Wersinger et al. (1980) e Russelle Ott (1981) s~ao muito parecidos (compare-se por exemplo, as selas ca�oticas debanda e envolvente mostradas nas Figuras 4.14 e 5.11). Numericamente, os dois sis-temas comportaram-se de maneira inst�avel ao tentar realizar a integra�c~ao em temporeverso (ou seja, a execu�c~ao de c�odigo falhava). Como o algoritmo que calcula avariedade est�avel de um ponto de sela depende deste tipo de integra�c~ao, n~ao foiposs��vel determinar diretamente a variedade est�avel da �orbita mediadora, e optou-se
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por represent�a-la atrav�es do contorno da variedade est�avel da sela ca�otica envolvente(Figura 4.12).
Al�em dos exemplos enumerados no cap��tulo 3, existe tamb�em a possibilidade futurade detec�c~ao de planetas extrasolares magnetizados atrav�es de emiss~oes de r�adio(STEVENS, 2005). �E de se esperar que os planetas fora do sistema solar detectadosat�e hoje usando t�ecnicas indiretas (por exemplo, pequenas varia�c~oes na posi�c~ao deuma estrela pela in
uência gravitacional do planeta) possuam muitas caracter��sticascomuns com o planeta J�upiter, entre elas, a existência de uma magnetosfera. Nosistema solar, os planetas que possuem campos magn�eticos s~ao fonte de emiss~oesciclotrônicas de r�adio coerentes, onde a intensidade das emiss~oes �e proporcional �aintensidade do campo magn�etico, sendo J�upiter o maior emissor no nosso sistema(FAREWELL et al., 2004), o que d�a suporte �a id�eia de detectar exoplanetas atrav�esde emiss~oes de r�adio. Em contraste com as atuais t�ecnicas, a detec�c~ao de exoplanetasatrav�es de emiss~oes de r�adio oferece uma maior quantidade de informa�c~ao do planeta,por exemplo, a magnitude e complexidade do campo magn�etico, o per��odo de rota�c~aodo planeta, e a presen�ca de luas magnetizadas dentro da magnetosfera planet�aria.
Recentemente têm sido feitas algumas tentativas na detec�c~ao de planetas extraso-lares atrav�es de emiss~oes de r�adio sem resultados positivos. Por exemplo, Bastianet al. (2000) procuraram emiss~oes em oito planetas extrasolares conhecidos, atrav�esde três freq�uências (74 MHz, 333 MHz e 1465 MHz) usando o radiotelesc�opio VeryLarge Array (VLA). Nesse trabalho s~ao enumeradas uma s�erie de poss��veis raz~oes dafalta de fontes de r�adio, uma delas sendo a falta de sensibilidade do radiotelesc�opio.Segundo Bastian et al. (2000), seria necess�ario aumentar em duas ou três vezes asensibilidade do VLA para detectar as emiss~oes de r�adio do tipo-J�upiter desde dis-tâncias t��picas de planetas extrasolares. Este problema deveria ser resolvido com ofuncionamento do projeto LOFAR (do inglês Low Frequency Array), que ser�a capazde detectar freq�uências no intervalo de 10 a 240 MHz, e o projeto SKA (SquareKilometre Array) cujo limiar de sensibilidade ser�a tal que permitir�a detectar sinaisan�alogas �as transmiss~oes de televis~ao terrestres em exoplanetas (LAZIO et al., 2004).
Os processos de intera�c~ao onda-onda n~ao lineares estudados neste trabalho podemprovidenciar mecanismos alternativos �as emiss~oes ciclotrônicas de maser para expli-car a gera�c~ao de emiss~oes de r�adio planet�arias do sistema solar e extrasolares (WU etal., 1983; LOPES; CHIAN, 1996). Os resultados apresentados mostram que os sinaisde emiss~oes de r�adio planet�arias podem ser tanto peri�odicas como ca�oticas. Os sinais
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ca�oticos apresentam padr~oes intermitentes em s�eries temporais.
Embora a aplica�c~ao deste trabalho esteja orientada para plasmas espaciais, as t�ec-nicas utilizadas podem servir para o estudo e controle de plasmas de fus~ao em la-borat�orios. Nesta �area, o projeto ITER (International Thermonuclear ExperimentalReactor) representa o principal esfor�co internacional para recriar os processos de fu-s~ao termonuclear existentes no interior das estrelas numa m�aquina de tipo tokamak,e depois de 20 anos de planejamentos atraiu novamente a aten�c~ao da comunidadede pesquisa em plasmas, em junho deste ano, ao decidir o local de constru�c~ao doprojeto em Cadarache, ao sul da Fran�ca (CLERY; NORMILE, 2005).
Em resumo, o estudo da dinâmica n~ao-linear de intera�c~ao onda-onda pode contri-buir para o progresso tanto da f��sica de plasma espacial como da f��sica de fus~aotermonuclear controlada.
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APÊNDICE A
EQUA�C~OES DE ZAKHAROV E SCHR�ODINGER N~AO LINEAR

A.1 Deriva�c~ao das equa�c~oes de Zakharov
As equa�c~oes de Zakharov podem ser obtidas �a partir das seguintes equa�c~oes:

@V�@t + (V� � r) = qm (E+V� �B)� ��V� � 
�KBT�rn�n�m� (A.1)
@n�@t +r � (n�V�) = 0 (A.2)

r� E = �@B@t (A.3)
r�B = �0J+ 1c2 @E@t (A.4)
r � E = �"0 (A.5)
r �B = 0 (A.6)

Onde (A.1) �e a equa�c~ao de movimento, (A.2) representa a equa�c~ao da continuidade,e (A.3) - (A.6) s~ao as equa�c~oes de Maxwell.
Se derivamos (A.4) com rela�c~ao a t:

r� @@tB = �0 @@tJ+ 1c2 @2E@t2 (A.7)
Aplicando o rotacional em (A.3) tem-se:

r�r� E = �r� @B@t (A.8)
E, substituindo (A.8) em (A.7) obt�em-se:

r�r� E = ��0@J@t � 1c2 @2E@t2 (A.9)
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O que representa a equa�c~ao de onda eletromagn�etica na presen�ca de correntes.
Considerando duas escalas de tempo, e supondo a quase-neutralidade do plasma,podemos de�nir as seguintes aproxima�c~oes para a lineariza�c~ao:

ne = n0 + nl + nhni = n0 + nlVe = Vl +VhJ = Jl + JhE = El + Eh
Onde o sub��ndice 0 representa o valor n~ao perturbado da vari�avel, o sub��ndice lindica termos de baixa freq�uência (escala lenta) e h termos de alta freq�uência (escalar�apida).
Inserindo as vari�aveis linearizadas em (A.2) e mantendo os termos de alta freq�uênciaobt�em-se:

@nh@t + (n0 + nl)r �Vh = 0
No caso da equa�c~ao de movimento (A.1) para os el�etrons obt�em-se:

@@tVh = � emeEh � eme (Vh �B)� �eVh � 
KBTernh(n0 + nh)me (A.10)
Onde os termos de baixa freq�uência, e os harmônicos das perturba�c~oes foram igno-rados.
Linearizando a equa�c~ao da onda eletromagn�etica (A.9):

r�r� (El + Eh) = ��0 @@t(Jl + Jh)� 1c2 @2@t2 (El + Eh)
r�r� Eh = ��0 @@tJh � 1c2 @2@t2Eh (A.11)
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Temos que a densidade de corrente:
J = e(niVi � neVe);

e que considerando apenas os termos na escala r�apida (alta freq�uência):
Jh = �e(n0 + nl)Vh (A.12)

Ao substituir A.12 em A.11 �e poss��vel obter:
1c2 @2@t2Eh +r�r� Eh = �0e(n0 + nl)@Vh@t (A.13)

Linearizando a equa�c~ao de Maxwell-Gauss (A.5), e mantendo os termos de altafreq�uência tem-se:

r � Eh = �enh"0�"0e r � Eh = nh (A.14)
Aplicando o gradiente obt�em-se:

�"0e r(r � Eh) = rnh (A.15)
Substituindo (A.15) em (A.10), e considerando que o efeito das ondas de Langmuireletrost�aticas sobre o campo magn�etico �e nulo, o termo Vh �B, na equa�c~ao (A.10)pode ser ignorado.

@Vh@t = � emeEh � �eEh + 
KBTe"0r (r � Eh)eme(n0 + nh) (A.16)
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Aplicando A.16 na equa�c~ao A.13:
1c2 @2Eh@t2 +r�r� Eh + �0e2me (n0 + nl)Eh + �0�ee(n0 + nl)Vh

��0"0
eKBTer(r � Eh)me = 0 (A.17)
Lembrando que a freq�uência de plasma e a velocidade t�ermica dos el�etrons s~ao dadaspor:

!2pe = n0e2"0mev2th = KBTeme
De (A.17) obt�em-se a seguinte rela�c~ao:

@2Eh@t2 + c2r�r� Eh + !2peEh + �0�e"0 e(n0 + nl)Vh � 
ev2thr(r � Eh)
= �!2pe nln0E (A.18)

Mas, da lei de Amp�ere, considerando que r� (Bl +Bh)� @(El + Eh)=@t:

� �0e(n0 + nl)Vh = � 1c2 @Eh@tVh = "0�0e(n0 + nl) @Eh@t (A.19)
Levando (A.19) em (A.18):
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@2Eh@t2 + c2r�r� Eh + !2peEh + �e@Eh@t � 
ev2thr(r � Eh) = �!2pe nln0Eh� @2@t2 + c2r� (r�) + !2pe + �e @@t � 
eV 2thr(r�)�Eh = �!2pe nln0Eh (A.20)
A equa�c~ao A.20 descreve a evolu�c~ao n~ao linear de uma onda de Langmuirpropagando-se no sentido paralelo ao campo magn�etico ambiental, e �e a primeiradas equa�c~oes generalizadas de Zakharov.
�E poss��vel analisar tamb�em a parte lenta das nossas equa�c~oes iniciais. Na equa�c~aode movimento (A.1) para os el�etrons temos:

@Vl@t + (Vl � r)Vl + h(Vh � r)Vhi + emeEl + eme hVh �Bi
+ 
eKBTernln0me + �eVl = 0 (A.21)

Mas
@Vh@t = � emeEh ) Eh = �mee @Vh@t (A.22)

Substituindo A.22 na equa�c~ao de Faraday A.3, e considerando os termos de escalar�apida, obtemos:

Bh = mee r�Vh (A.23)
Usando A.23 podemos escrever os termos da equa�c~ao (A.21) da seguinte maneira:

h(Vh � r)Vhi+ eme hVh �Bi = h(Vh � r)Vh +Vh �r�Vhi (A.24)
E usando a identidade vetorial:
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r(A �B) = (B � r)A+ (A � r)B+B� (r�A) +A� (r�B)
Tem-se que A.24 �e equivalente a:

h(Vh � r)Vhi+ eme hVh �Bhi = 12r(Vh �Vh) (A.25)
De A.23 tem-se que:

me@Vh@t = �eEh
Mas, supondo-se que a velocidade Vh / e�i!rt, obt�em-se @=@t = �i!r, e

Vh = �ieEh!rme (A.26)
Substituindo A.26 no resultado obtido em A.25 obtemos:

12r(Vh �Vh) = 12 e2!2rm2er 
E2h� (A.27)
E substituindo (A.27) em (A.21):

@Vl@t + (Vl � r)Vl + emeEl + 
eKBTernln0me + �eVl + 12 e2!2rm2er 
E2h� = 0 (A.28)
No caso dos ��ons, a equa�c~ao de movimento �e da forma:

@Vl@t + (Vl � r)Vl � emeEl + 
eKBTirniln0mi + �Vil + 12 e2!2rm2i r 
E2h� = 0 (A.29)
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Na equa�c~ao (A.27) podemos pôr em evidência o termo El:

El = mee
��@Vl@t � (Vl � r)Vl � 
eKBTernln0me � �eVl � 12 e2!2rm2er 
E2h�� (A.30)

Assim, pode-se substituir (A.30) em (A.29) para obter-se:
@Vl@t + (Vl � r)Vl + 
eTe + 
iTime +mi KBrnin0 + me�e +mi�ime +mi Vl

+ 12 "0n0mir 
E2h� = 0 (A.31)
Da equa�c~ao de continuidade linearizada na escala lenta:

@nl@t + n0r �Vl = 0
� 1n0 @nl@t = r �Vl (A.32)

Ao aplicar o operador r na equa�c~ao (A.31), e logo inserindo a express~ao achada em(A.32) (desprezando termos de segunda ordem), obt�em-se:
�@2nl@t2 + 
eTe + 
iTime +mi KBr2nl � me�e +mi�ime +mi @nl@t = �12 "0mir2 
E2h� (A.33)

Levando em conta que a velocidade ion-ac�ustica �e:
v2s = 
eTe + 
iTemi ; mi � me

E que:
me�e +mi�ime +mi � �i
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A equa�c~ao (A.33) pode ser escrita da seguinte maneira:
� @2@t2 � V 2s r2 + �i @@t

�nl = 12 "0mir2 
E2h� (A.34)
A equa�c~ao A.34 representa a evolu�c~ao n~ao linear de uma onda ion-ac�ustica repre-sentada por uma perturba�c~ao de baixa freq�uência na densidade.
Num plasma n~ao magnetizado (B = 0) as equa�c~oes de Zakharov A.20 A.34 reduzem-se �as seguintes equa�c~oes:

(@2t + �e@t � 
ev2thr2 + !2pe)E = �!2pen0 nE (A.35)
(@2t + �i@t � v2Sr2)n = "02mir2 
E2� (A.36)

As equa�c~oes A.35-A.36 s~ao conhecidas como as equa�c~oes eletrost�aticas de Zakharov.O termo na direita da equa�c~ao (A.35) representa o efeito da corrente n~ao linearno plasma, e o termo na direita da equa�c~ao (A.36) representa o efeito da for�caponderomotiva.
A.2 Deriva�c~ao da equa�c~ao Schr�odinger n~ao linear, e seu formalismo deintera�c~oes onda-onda
Considerando uma cole�c~ao de ondas Langmuir em uma dimens~ao, onde o campoel�etrico pode ser representado por:

Eh(x; t) = 12 ~E(x; t) exp(�i!pet) + c:c:; (A.37)
Onde c:c: representa o complexo conjugado, e ~E(x; t) representa a amplitude daonda que varia lentamente no espa�co e no tempo, ou seja:
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�����@2 ~E@t2
����� � �����!pe@ ~E@t

����� (A.38)�����@2 ~E@x2
����� � �����1k @ ~E@x

����� (A.39)
Substituindo A.37 em A.35, levando em conta apenas os termos proporcionais aexp(�i!pet) (ou seja, ignorando os termos que prov�em do termo complexo conjugadoem A.35) e desprezando alguns termos ao levar em conta as condi�c~oes A.38 e A.39obt�em-se:

� i!pe _~E exp(�i!pet)� 12v2th exp(�i!pet)@2 ~E@x2 = �!peneln0 12 ~E exp(�i!pet)
�i _~E � 12
e v2th!pe @2 ~E@x2 = �12!peneln0 ~E (A.40)

No caso da equa�c~ao (A.36):
@2nel@t2 � v2s @2nel@x2 = 12 "0mi @

2@x2 D ~E exp(�i!pet)E2
Mas, D ~E exp(�i!pet)E = ��� ~E���.
Assim,

@2nel@t2 � v2s @2nel@x2 = 12 "0mi @
2@x2 j ~Ej2 (A.41)

Neste caso, têm-se que (A.40) e (A.41) s~ao equa�c~oes que acoplam a amplitude ~Ecomplexa do campo el�etrico com a perturba�c~ao da densidade de baixa freq�uência nl.
De�nindo as seguintes vari�aveis adimensionais no sistema MKS:
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� = 
eKBTe + 
iKBTiKBTe
z = � 2
e

���memi
�1=2� x�D

�
� = � 2
e

���memi
�!pet

De forma tal que os operadores:
@@z = �
e2 �

� mi�me
�1=2 �D @@x@@� = �
e2 �

� mi�me
� 1!pe @@t

E tamb�em as vari�aveis adimensionais para a amplitude e densidade:

E = �1�
��mime

�1=2 
e"0 ~E28n0KBTe
!1=2

n = �
e4 �
� mime�

��neln0
�

Pode-se achar express~oes normalizadas das equa�c~oes (A.40) e (A.41) em termosdestas vari�aveis. Para isso, �e necess�ario reescrever as equa�c~oes, como por exemplona equa�c~ao A.40:

� i _~E � 12
e v2th!pe @2 ~E@x2 = �12!peneln0 ~E���
e2 �
� mi�me

� 1!pe
i@E@� + �12
e v2th!pe

�� 
emi2�me!pe
� @2@x2E = �12!pe

�� 
emi2�me!pe
� neln0 E (A.42)

Lembrando que a velocidade t�ermica no sistema MKS �e dada por:
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v2th = KBTeme
E que a freq�uência do plasma:

!2pe = KBTe�2Dne
Portanto, v2th=!2pe = �2D.
Substituindo em (A.42):

i@E@� + �
e2 �2
� mi�me

��2D @2@x2E = �
e4 �
� mi�me

��neln0
�E

i@E@� + @2@z2E = nE (A.43)
No caso da equa�c~ao (A.41), lembrando que a velocidade ac�ustica �e dada por:

v2s = 
eKBTe + 
iKBTimi = �KBTemi (A.44)
E seguindo uma seq�uência similar de passos, pode-se chegar �a seguinte equa�c~aoadimensional:

@n@� � @2n@z2 = @2@z2 jEj2 (A.45)
No limite est�atico, têm-se que a perturba�c~ao na densidade se desloca auto-consistentemente com o envolt�orio da onda de Langmuir. O termo @n=@� na equa�c~ao(A.45) �e zero, logo tem-se:

�@2n@z2 = @2@z2 jEj2
Integrando duas vezes, e fazendo as constantes de integra�c~ao iguais a zero obt�em-se:
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n = � jEj2
E, substituindo em (A.43):

i@E@� + @2E@z2 + jEj2E = 0 (A.46)
A equa�c~ao (A.46) �e conhecida como a equa�c~ao n~ao linear de Schr�odinger (NLS),j�a que tem a estrutura da equa�c~ao de Schr�odinger da mecânica quântica. Nestaequa�c~ao a onda ion-ac�ustica est�a impl��cita no termo n~ao linear. Russell e Ott (1981)acrescentam um termo que representa o crescimento ou amortecimento linear dasondas:

i�@E@t + 
̂E�+ @2E@x2 + (jEj2 � jEj20)E = 0; (A.47)
onde voltamos a utilizar as vari�aveis x e t, seguindo a nota�c~ao utilizada por Russelle Ott (1981). O termpo jEj20 representa a media espacial de jEj2.
Considere-se a seguinte solu�c~ao aproximada de (A.47), que consiste em três ondaspropagantes:

E(x; t) = E0(t) exp[�i(k0x� !0t)]+E1(t) exp[�i(k1x� !1t)] + E2(t) exp[�i(k2x� !2t)] (A.48)
Agora ser�a feita a substitui�c~ao de A.48 em A.47 supondo a condi�c~ao de ressonância2k0 = k1 + k2, a rela�c~ao de dispers~ao !� = �k2� (� = 0; 1; 2), e !1;2 = !0 = �1;2.

� O primeiro termo �a esquerda de A.47:
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@E@t = @@t fE0 exp[�i(k0x� !0t)] + E1 exp[�i(k1x� !1t)]+E2 exp[�i(k2x� !2t)]g= _E exp[�i(k0x� !0t)] + i!0E0 exp[�i(k0x� !0t)]+ _E exp[�i(k1x� !1t)] + i!1E1 exp[�i(k1x� !1t)]+ _E exp[�i(k2x� !2t)] + i!2E2 exp[�i(k2x� !2t)] (A.49)
� O termo da segunda derivada espacial em A.47:

@2E@x2 = @@x f(�ik0)E0 exp[�i(k0x� !0t)] + (�ik1)E1 exp[�i(k1x� !1t)]+(�ik2)E2 exp[�i(k2x� !2t)]g= �k20E0 exp[�i(k0x� !0t)]� k21E1 exp[�i(k1x� !1t)]�k22E2 exp[�i(k2x� !2t)] (A.50)
Substituindo (A.49) e (A.50) em (A.47):

_E0 exp[�i(k0x� !0t)] + _E1 exp[�i(k1x� !1t)]+ _E2 exp[�i(k2x� !2t)] = �
̂E + ijEj2E (A.51)
Agora expandir�a-se o termo n~ao linear (c�ubico) da equa�c~ao A.47. Lembrando que aamplitude do campo el�etrico �e uma vari�avel complexa, t�em-se:

jEj2E = E2 �E (A.52)
Para simpli�car a visualiza�c~ao durante a expans~ao, vamos de�nir os seguintes s��m-bolos:
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e0 = exp[�i(k0x� !0t)]e1 = exp[�i(k1x� !1t)]e2 = exp[�i(k2x� !2t)]
Do termo n~ao linear, e fazendo uso de (A.52) obt�em-se:

(jEj2 � jEj20)E = (E0e0 + E1e1 + E2e2)2(E0e0 + E1e1 + E2e2)= E20 �E1e20�e1 + E20 �E2e20�e2+ �E0E21�e0e21 + E21 �E2e21�e2+ �E0E22�e0e22 + �E1E22�e1e22+E0 �E0E1e0�e0e1 + E0E1 �E1e0e1�e1 + 2E0E1 �E2e0e1�e2+E0 �E0E2e0�e0e2 + 2E0 �E1E2e0�e1e2 + E0E2 �E2e0e2�e2+2 �E0E1E2�e0e1e2 + E1 �E1E2e1�e1e2 + E1E2 �E2e1e2�e2(A.53)
Analisando cada um dos 18 termos em forma separada:

E20 �E0e20�e0 = E20 �E0 exp[�i(k0x� !0t)]2 exp[i(k0x� !0t)]= E20 �E0 exp[�i(k0x� !0t)] (A.54)
E21 �E1e21�e1 = E21 �E1 exp[�i(k1x� !1t)]2 exp[i(k1x� !1t)]= E21 �E1 exp[�i(k1x� !1t)] (A.55)
E22 �E2e22�e2 = E22 �E2 exp[�i(k2x� !2t)]2 exp[i(k2x� !2t)]= E22 �E2 exp[�i(k2x� !2t)] (A.56)
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�E0E21�e0e21 = �E0E21 exp[i(k0x� !0t)] exp[�2i(k0x� !0t)]= �E0E21 expf�i[(2k1 � k0)x� (2!1 � !0)t]g (A.57)
E20 �E1e20�e1 = E20 �E1 exp[�2i(k0x� !0t)] exp[i(k1x� !1t)]= E20 �E1 expf�i[(2k0 � k1)x� (2!0 � !1)t]g= E20 �E1 expf�i[(k1 + k2 � k1)x� (2!0 � !1 + !2 � !2)t]g= E20 �E1 expf�i[k2x� !2t� (!0 � !1 + !0 � !2)t]g= E20 �E1 exp[�i(k2x� !2t)] exp[�i(�1 + �2)t]= E20 �E1 exp[�i(k2x� !2t)] exp[�2i�t] (A.58)

E20 �E2e20�e2 = E20 �E2 exp[�i(k1x� !1t)] exp[�2i�t] (A.59)
E21 �E0e21�e2 = E21 �E2 exp[�2i(k1x� !1t)] exp[i(k2x� !2t]= E21 �E2 expf�i[(2k1 � k2)x� (2!1 � !2)t]g= E21 �E2 expf�i[(2k1 � 2k0 + k1)x� (2!1 � !2)t]g= E21 �E2 expf�i[(3k1 � 2k0)x� (2!1 � !2)t]g (A.60)

�E0E22�e0e22 = �E0E22 exp[i(k0x� !0t)] exp[�2i(k2x� !2t)]= �E0E22 expf�i[(2k2 � k0)x� (2!2 � !0)t]g (A.61)
E22 �E1e22�e1 = E22 �E2 expf�i[(3k2 � 2k0)x� (2!2 � !1)t]g (A.62)

E0 �E0E1e0�e0e1 = E0 �E0E1 exp[�i(k1x� !1t)]= jE0j2E1 exp[�i(k1x� !1t)] (A.63)
E0 �E1E1e0�e1e1 = E0 �E1E1 exp[�i(k0x� !0t)]= jE1j2E0 exp[�i(k0x� !0t)] (A.64)
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2E0E1 �E2e0e1e2 = 2E0E1 �E2 exp[�i(k0x� !0t)] exp[�i(k1x� !1t)] exp[i(k2x� !2t)]= 2E0E1 �E2 expf�i[(k0 + k1 � k2)x� (!0 + !1 � !2)t)]g= 2E0E1 �E2 expf�i[(k0 + k1 � 2k0 + k1)x� (!0 + !1 � !2)t)]g= 2E0E1 �E2 expf�i[(2k1 � k0)x� (!0 + !1 � !2)t)]g (A.65)

E0 �E0E2e0�e0e2 = E0 �E0E2 exp[�i(k2x� !2t)]= jE0j2E2 exp[�i(k2x� !2t)] (A.66)
2E0E2 �E1e0e2�e1 = 2E0E2 �E1 expf�i[(2k2 � k0)x� (!0 � !1 + !2)t)]g(A.67)

E0 �E2E2e0�e2e2 = E0 �E2E2 exp[�i(k0x� !0t)]= jE2j2E0 exp[�i(k0x� !0t)] (A.68)
2 �E0E1E2�e0e1e2 = �E0E1E2 exp[i(k0x� !0t)] exp[�i(k1x� !1t)] exp[�i(k2x� !2t)]= 2 �E20E1E2 expfi[(�k0 + k1 + k2)x� (�!0 + !1 + !2)t]g= 2 �E0E1E2 expf�i[(�k0 + 2k0)x� (�!0 + !1 + !2 + !0 � !0)t]g= 2 �E0E1E2 expf�i[(k0x� !0t� (!1 � !0 + !2 � !0)t]g= 2 �E0E1E2 exp[�i(k0x� !0t)] exp[i(�1 + �2)t]= 2 �E0E1E2 exp[�i(k0x� !0t)] exp[2i�t] (A.69)

E1 �E1E2e1�e1e2 = E1 �E1E2 exp[�i(k2x� !2t)]= jE1j2E2 exp[�i(k2x� !2t)] (A.70)
E1 �E2E2e1�e2e2 = E1 �E2E2 exp[�i(k1x� !1t)]= jE2j2E1 exp[�i(k1x� !1t)] (A.71)

Desprezando os termos (A.57), (A.60), (A.61), (A.62), (A.65), (A.67) por seremcomponentes de amplitude pequena (fortemente amortecidos) e substituindo em
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(A.51) obt�em-se:

_E0 exp[�i(k0x� !0t)] + _E1 exp[�i(k1x� !1t)] + _E2 exp[�i(k2x� !2t)] =�
̂E + i[jE0j2E0 exp[�i(k0x� !0t)] + jE1j2E1 exp[�i(k1x� !1t)]+jE2j2E2 exp[�i(k2x� !2t)]+E20 �E1 exp[�i(k2x� !2t)] exp[�2i�t]+E20 �E2 exp[�i(k1x� !1t)] exp[�2i�t]+jE0j2E1 exp[�i(k1x� !1t)]+jE1j2E0 exp[�i(k0x� !0t)]+jE0j2E2 exp[�i(k2x� !2t)]+jE2j2E0 exp[�i(k0x� !0t)]+2 �E0E1E2 exp[�i(k0x� !0t)] exp[2i�t]+jE1j2E2 exp[�i(k2x� !2t)]+jE2j2E1 exp[�i(k1x� !1t)] (A.72)
Separando em componentes:

_E0 = �
(k0)E0 + i[jE1j2E0 + jE2j2E0+2 �E0E1E2 exp(2i�t)] (A.73)_E1 = �
(k1)E1 + i[jE0j2E1 + jE2j2E1+E20 �E2 exp(�2i�t)] (A.74)_E2 = �
(k2)E2 + i[jE0j2E2 + jE1j2E2+E20 �E1 exp(�2i�t)] (A.75)
Introduzindo as seguintes vari�aveis na amplitude e fase:

E� = a�(t) exp(i �(t)) � = 0; 1; 2 (A.76)
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Onde a� e  � s~ao reais, na equa�c~ao (A.73) obt�em-se:

_E0 = �
(k0)E0 + i[jE1j2E0 + jE2jE0 + 2 �E0E1E2 exp(2i�t)]@@t [a0 exp(i 0)] = �
(k0)a0 exp(i 0) + i[E1 �E1E0 + E2 �E2E0+2 �E0E1E2 exp(2i�t)_a0 exp(i 0) + i _ 0a0 exp(i 0) = �
(k0)a0 exp(i 0) + ia21a0 exp(i 0) + ia22a0 exp(i 0)+2ia0a1a2 exp(i(� 0 +  1 +  2 + 2�t)]_a0 + i _ 0 = �
(k0)a0 + ia21a0 + ia22a0+2ia0a1a2 exp[i(�2 0 +  1 +  2 + 2�t)] (A.77)
De�nindo � = 2 0 �  1 �  2 � 2�t, 
(k0) = �
0:

_a0 + i _ 0 = �
0a0 + ia21a0 + ia22a0 + 2ia0a1a2 cos � + 2a0a1a2 sin � (A.78)
Da parte real de A.78 obt�em-se:

_a0 = 
0a0 + 2a0a1a2 sin � (A.79)
Ao substituir A.76 em A.74, e seguindo uma seq�uência similar de passos obt�em-se:

_a1 + i _ 1 = �
(k1)a1 + ia20a1 + ia22a1 + ia20a2 cos � � a20a2 sin �) (A.80)
Fazendo 
(k1) = 
1, da parte real obt�em-se:

_a1 = �
1a1 � a20a2 sin � (A.81)
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No caso da equa�c~ao (A.74), seguindo o mesmo procedimento pode-se obter:
_a2 + i _ 2 = �
(k2)a2 + ia20a2 + ia21a2 + ia20a1 cos � � a20a1 sin �) (A.82)

E da parte real:
_a2 = �
2a2 � a20a1 sin � (A.83)

Reunindo as partes imagin�arias de (A.78), (A.80) e (A.82):

_ 0a0 = a21a0 + a22a0 + 2a0a1a2 cos �_ 1a1 = a20a1 + a22a1 + a20a2 cos �_ 2a2 = a20a2 + a21a2 + a20a1 cos �

_ 0 = a21 + a22 + 2a1a2 cos �_ 1 = a20 + a22 + a20a2a1 cos �
_ 2 = a20 + a21 + a20a1a2 cos �

Lembrando � = 2 0 �  1 �  2 � 2�t, de forma que _� = 2 _ 0 � _ 1 � _ 2 � 2�:

_� = 2a21 + 2a22 + 4a1a2 cos � � a20 � a22 � a20a2a1 cos � � a20 � a21 � a20a1a2 cos � � 2�
_� = �2� + a21 + a22 � 2a20 + �4a1a2 � a20a2a1 � a20a2a2

� cos �
_� = �2� + a21 + a22 � 2a20 + �4a1a2 � a20�a2a1 + a1a2

�� cos � (A.84)
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Reescrevendo as equa�c~oes A.79, A.81, A.83 e A.84 atrav�es da nota�c~ao usada nestamonogra�a:

_a0 = a0 + 2a0a1a2 sin� (A.85)_a1 = ��1a1 � a20a2 sin� (A.86)_a2 = ��2a2 � a20a1 sin� (A.87)_� = �2� + a21 + a22 � 2a20 + �4a1a2 � a20�a2a1 + a1a2
�� cos�; (A.88)

Este modelo representado por um sistema de equa�c~oes diferenciais n~ao-lineares aco-pladas descreve a intera�c~ao n~ao linear de três ondas no processo modulacional sub-sônico. Se �0 = 1, ent~ao o modo 0 torna-se linearmente inst�avel. Supondo as taxasde amortecimento das ondas induzidas �1 = �2 e as amplitudes destas ondas a1 = a2,as equa�c~oes A.85-A.88 reduzem-se para três equa�c~oes:

_a0 = a0 + 2a0a21 sin� (A.89)_a1 = ��a1 � a20a1 sin� (A.90)_� = �2� + 2(a21 � a20) + 2(2a21 � a20) cos� (A.91)
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