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"O que havera pelas bandas do futuro? Esta
Interrogacéo, perene no meu espirito, ja se me
tornou em perigosa obsessao; todos 0s meus atos,
sinto-os em funcéo dela, de sorte que vivo num
constante oscilar - do desanimo maior as maiores

esperancgas.”

Euclides da Cunha
escritor brasileiro
1866 — 1909

"By three methods we may learn wisdom: first,
by reflection which is noblest; second, by
imitation, which is the easiest; and third, by

experience, which is the bitterest."

Confucius
chinese ethical teacher, philosopher
551 - 479 B.C.

"Embora ninguém possa voltar atras e
fazer um novo comeco, qualquer um pode

comecar agora e fazer um novo fim".

Chico Xavier
1910 - 2002






Nunca Esmorecas

Alma fraterna, recorda:

Os momentos infelizes
parecem noites de crises
Em que o céu lembra um vulcéo;
Ribombam trovGes no espaco,
Coriscos falam da morte,
Passa irado o vento forte,
Tombando troncos no chéo...
Os animais pequeninos

Gritam pedindo socorro
Descendo de morro em morro,
Cai a enxurrada a correr...
Mas finda a borrasca enorme,
No escuro da madrugada,
Em riscas de luz dourada,
Vem o0 novo amanhecer.
Assim também na vida,

Se atravessas grandes provas,
Na estrada em que te renovas,
Guarda a calma ativa e sa;
Sofre, mas serve e caminha,
Vence a sombra que te invade,
Se a hora é de tempestade,

Ha novo dia amanha...

Emmanuel (Poema psicografado pelo médium Francisco Candido Xavier, publicado no
"Jornal Municipio de Pitangui, no. 25, setembro de 1991)
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RESUMO

Neste trabalho é apresentada uma analise do problema de transferéncias espaciais
Otimas entre Orbitas coplanares e coaxiais diretas, entre orbitas coplanares ndo coaxiais
diretas e entre drbitas ndo-coplanares coaxiais diretas em campo central Newtoniano,
realizadas através de sistemas propulsivos a baixo empuxo e poténcia limitada. O
problema geral de transferéncias € inicialmente formulado como um problema de Mayer
da teoria de controle 6timo com elementos cartesianos — vetores posicao e velocidade —
como variaveis de estado. Apos a determinacdo da Hamiltoniana maxima que descreve
as trajetérias extremas, pelo Principio de Maximo de Pontryagin, elementos orbitais
classicos sao introduzidos através de uma transformacédo candnica — transformacgéo de
Mathieu — definida a partir da solucdo geral do ndcleo integravel da funcéo
Hamiltoniana. Os termos de curto periodo sdo eliminados da Hamiltoniana maxima
através de uma transformacéo canénica infinitesimal construida através do método de
Hori. A Hamiltoniana maxima “média” que descreve as trajetdrias extremais associadas
as manobras de longa duracdo para as transferéncias simples acima citadas possui uma
forma quadrética nas varidveis adjuntas que possibilita a resolucdo das equacdes
canbnicas. Para as manobras de longa duracao, € investigada a existéncia de pontos
conjugados através da condicdo de Jacobi e sdo construidas as curvas de isoconsumo
referentes a uma manobra de duragéo especificada.






OPTIMAL LOW THRUST LIMITED POWER TRANSFERS BETWEEN

ARBITRARY ELLIPTIC ORBITS

ABSTRACT

The problem of low thrust limited power propulsion maneuvers in a central gravity field

is analyzed in this work. The problem of optimal direct transfer between coplanar
coaxial orbits, direct transfer between coplanar non-coaxial orbits and direct transfer
between non-coplanar coaxial orbits are treated. The general problem of transfers is
formulated initially as a Mayer problem of the theory of optimal control, in which
Cartesian elements — position and velocity vectors — are taken as state variables. After
the determination of the maximum Hamiltonian that describes the extremals trajectories,
through the Maximum Pontryagin Principle, classical orbital elements are introduced
through a canonical transformation - Mathieu transformation- defined from the general
solution of the kernel integrable of the Hamiltonian function. The terms of short period
are eliminated from the maximum Hamiltonian through an infinitesimal canonical
transformation constructed with the Hori’'s method. The "mean” maximum Hamiltonian
that describes the extremal trajectories associated with the maneuvers of long duration
for the simple transfers mentioned has a quadratic form in the adjoint variables that
facilitates the resolution of the canonical equations. For the maneuvers of long duration,
the existence of conjugate points through the Jacobi conditions is investigated and the
curves of equal propellant consumption with respect to a maneuver of specified duration
are constructed.
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CAPITULO 1

APRESENTACAO

A presente tese visa ao estudo das transferéncias espaciais 6timas (consumo minimo de
combustivel) entre Orbitas elipticas quaisquer realizadas através de sistemas propulsivos
de baixo empuxo e poténcia limitada em um campo gravitacional de forca central. Esta
dividida em oito capitulos e quatro apéndices. Este primeiro descreve a organizacdo do
trabalho.

No Capitulo 2 é apresentado um breve histérico do problema de otimizacdo de

trajetdrias espaciais e uma descricdo geral do objetivo de estudo deste trabalho.

No Capitulo 3 sdo apresentados resultados béasicos sobre Teoria de Controle Otimo:
enunciado do problema de Mayer e as condi¢cdes necessdrias expressas através do
Principio de Maximo de Pontryagin; bem como, algumas propriedades dos sistemas
candnicos semi-generalizados. E mostrado que o método de Hori quando aplicado a
sistemas candnicos semi-generalizados possui importante caracteristica definida pela
solucdo geral do nucleo integravel da nova Hamiltoniana e que uma transformacao de
Mathieu, definida por esta solugdo geral, introduz significativas simplificacbes ao

algoritmo.

No Capitulo 4 € apresentada uma visdo geral do estudo das transferéncias espaciais
otimas (consumo minimo de combustivel) entre érbitas elipticas quaisquer realizadas
através de sistemas propulsivos a baixo empuxo e poténcia limitada — sistema PL, e
livremente orientavel em um campo de forca central Newtoniano. Também sera
apresentada a teoria de transformacfes de elementos cartesianos para elementos

orbitais, que pode ser empregada na analise completa do problema.

No Capitulo 5 sdo analisadas as transferéncias de consumo minimo de combustivel,
realizadas por sistemas propulsivos a baixo empuxo e poténcia limitada, entre érbitas

coplanares coaxiais diretas, apresentando resultados mais gerais em que a Orbita inicial
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é eliptica. E aplicada a versdo canénica do método de Hori na determinacgéo da solugéo
do problema de otimizacdo. A analise da condicdo de suficiéncia € investigada atraves
da determinacdo de pontos conjugados - condicdo de Jacobi. Para as manobras de
duragdo qualquer, relativa as transferéncias entre oOrbitas coplanares coaxiais diretas, 0s
termos periddicos sdo diretamente calculados a partir da funcéo geratriz que define a
transformacao candnica infinitesimal construida através do método de Hori, e, também

sao construidas as trajetorias extremas e as curvas de isoconsumo.

No Capitulo 6 é apresentado um estudo completo do problema de transferéncias de
consumo minimo de combustivel entre Orbitas elipticas coplanares ndo-coaxiais diretas,
incluindo a andlise de condi¢cdes de suficiéncia correspondente a determinacdo de
pontos conjugados — condi¢cao de Jacobi. Para as manobras de duracéo qualquer, relativa

as transferéncias entre orbitas coplanares e ndo-coaxiais diretas.

No Capitulo 7 é apresentado um estudo completo do problema de transferéncias de
consumo minimo de combustivel entre Orbitas elipticas ndo-coplanares coaxiais diretas.
E também apresentada a analise de condicdes de suficiéncia correspondente a
determinacao de pontos conjugados — condicdo de Jacobi. Para as manobras de duracéo

qualquer, relativa as transferéncias entre érbitas ndo coplanares coaxiais diretas.

No Capitulo 8 sao apresentados os resultados finais desta tese e sugestdes para trabalho

futuros.

No Apéndice A é apresentada a determinacédo da matriz Jacobiana da transformacéo de

elementos cartesianos para elementos orbitais.

No Apéndice B sado apresentados os resultados numéricos para o problema de

transferéncias entre érbitas coplanares coaxiais diretas.

No Apéndice C sdo apresentados o0s resultados numéricos para o problema de

transferéncias entre érbitas coplanares ndo coaxiais diretas.

No Apéndice D sdo apresentados o0s resultados numéricos para o problema de

transferéncias entre érbitas ndo coplanares coaxiais diretas.
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CAPITULO 2

HISTORICO DO PROBLEMA DE OTIMIZACAO DE TRAJETORIAS

ESPACIAIS

2.1 — Definig&o e Pequeno Historico

O problema de transferir um veiculo espacial entre dois pontos em um campo
gravitacional com gasto minimo de combustivel € conhecido como problema
fundamental da Astronautica. Teve inicio com R. H. Goddard (1919) que propds
solugdes 6timas aproximadas para o problema de enviar um foguete a grandes altitudes,
da forma mais econ6mica possivel. Deve-se ressaltar que o primeiro estudo analitico
sobre o problema de transferéncias espaciais 6timas foi desenvolvido por Hohmann em
1925, antes do advento da Era Espacial. Hohmann estabeleceu uma elipse bitangente
como a trajetdria de menor consumo de combustivel entre as orbitas de dois planetas
(assumidas como circulares), considerando que a transferéncia é realizada através de

impulsos.

No inicio dos anos 50, Lawden (1950) estabeleceu os fundamentos da moderna
navegacao espacial através do Calculo de Variacdes classico (Teoria de Euler-Lagrange
Bliss, 1946; Gelfand e Fomin, 1963; Elsgolts, 1977). Em dois importantes trabalhos,
Lawden (1953 e 1954) introduziu a nocdo gqeimier vectof, multiplicador de
Lagrange associado ao vetor velocidade, que desempenha importante papel nas teorias
modernas de otimizacdo de trajetOrias espaciais. Na década de 60 e posteriores, teorias
mais modernas de otimizacgéo - Principio de Maximo de Pontryagin (Pontryagin et al,
1962) e Teoria de Contensou (1962) - foram amplamente utilizadas na analise de tais

problemas.

Os principais resultados analiticos tém sido desenvolvidos para transferéncias de
pequenas amplitudes com duracgéo fixa realizadas através de sistemas propulsivos de

baixo empuxo e poténcia limitada, e, para transferéncias impulsivas entre Orbitas
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quaisquer com duracao livre (Marchal, 1967, 1976; Marchal, Marec e Winn, 1967; Bell,
1968; Edelbaun, 1967; Gobetz e Doll, 1969). Excelentes sinteses sobre estes problemas
podem ser encontradas nos trabalhos de Marec (1967), Marchal (1967), Gobetz e Doll
(1969). Trabalhos mais recentes tém considerado manobras impulsivas com duracao
fixa (Eckel e Vihn, 1984; Lawden, 1993) e problemas de "rendez-vous" em torno de um
ponto (estacdo espacial) em orbita (Carter, 1984, 1989, 1990; Carter e Humi, 1987;
Carter e Brient, 1991, 1992).

A maioria destes estudos, realizados nas décadas de 60 e 70, e em parte da década de
80, consideram a hipbétese de campo central Newtoniano. A possibilidade de se
empregar for¢cas secundarias tais como o achatamento do corpo central, o arrasto nas
manobras na atmosférica, as forcas atrativas devido a outros planetas no caso de viagens
interplanetarias no sistema solar, foi ressaltada por Marchal (Marchal, Marec e Winn,
1967), e tém recentemente despertado o interesse dos pesquisadores. Estudos analiticos,
envolvendo a hip6tese mais geral de campo néo-central e considerando-se transferéncias
de pequenas amplitudes com duracao fixada, realizadas por sistemas propulsivos de
baixo empuxo e poténcia limitada tém sido desenvolvidos utilizando-se dos métodos de
teoria de perturbacdes (Da Silva Fernandes, 1989, 1992, 1993, 1995; Da Silva
Fernandes e Sessin, 1989). Estudos numéricos para manobras mais gerais tém tido seu
interesse renovado (Pardis e Carter, 1995; Guelman, 1995; Ulybyshev, 1995;
Markopoulos, 1996), em particular, os que envolvem a hipétese de campo néo-central
(Kechichian, 1995, 1997a, 1997b).

Uma abordagem semelhante para o caso impulsivo, mas levando em conta o efeito do
achatamento da Terra nas equacdes de movimento, pode ser encontrada em Da Silva
Fernandes (1986), Da Silva Fernandes e Moraes (1989) (que estuda 0s casos néao-
singulares) e Da Silva Fernandes (1989) (que estuda os casos singulares). Outra
possibilidade estudada, por Da Silva Fernandes e Sessin (1989), é sobre a influéncia do
achatamento da Terra em uma transferéncia de baixo e continuo empuxo, através de

uma expansao analitica e aplicacdo do método de Hori para sistemas canonicos.
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Ambos os modelos linearizado e néo-linear para sistemas propulsivos de baixo empuxo
e poténcia limitada podem ser encontrados nos trabalhos de Edélle864n 1966) e
Marec(1979), que tratam do estudo de transferéncias entre Orbitas coplanares e néo-

coplanares em um campo de forca central.

Devido ao grande numero de trabalhos que surgiram na década de 60 em otimizacao de
trajetérias espaciais, muitos trabalhos de revisdo foram feitos, dentre eles destacam-se
Bell (1968), Gobetz e Do(lL969) que apresentam um resumo histérico do problema de
transferéncia de trajetorias espaciais. Um excelente trabalho de revisdo foi feito por
Marchal, Marec e Win(lL967) onde é apresentada uma sintese dos resultados analiticos
paa transferéncias orbitais entre 6rbitas Keplerianas. No inicio da década de 90 um
outro trabalho de revisao foi feito por Brou¢k891). Neste trabalho ele apresenta uma
visdo geral do problema de otimizacéo de trajetérias, e apresenta um bom exemplo de
resultados analiticos aproximados, onde é considerado o problema de uma transferéncia

Otima com aplicagdo de um empuxo baixo e continuo.

Marec e Vinh(1982) tratam do estudo das transferéncias entre oOrbitas coplanares nao-
coaxiais diretas e as transferéncias entre Orbitas ndo-coplanares coaxiais diretas, na qual
é feita uma generalizacdo dos trabalhos de Edelbaum para o problema de transferéncias
entre Orbitas coplanares e coaxiais. Nesse trabalho € introduzida a nocdo de
"Hamiltoniana média” e a solucéo do problema de transferéncia é reduzida a solucéo de

um sistema de equacdes diferenciais de segunda ordem, seguido por duas quadraturas.

Na década de 90, Da Silva Fernand®95), estudou o problema de transferéncias entre
Orbitas elipticas proximas utilizando sistemas propulsivos a baixo empuxo e poténcia
limitada em um campo de forca ndo-central que inclui os efeitos da ndo-esfericidade do
corpo principal. Nesse trabalho € desenvolvida uma solucao analitica de primeira ordem
para o problema de transferéncia de baixo empuxo e poténcia limita entre orbitas
elipticas vizinhas, em que o problema de otimizacdo € formulado na forma de Mayer
(Marec, 1979) com elementos cartesianos como variaveis de estado, na qual o método
de Hori é aplicado na determinacdo da solucdo analitica de primeira ordem, e, sao

obtidas solu¢gbes analiticas para transferéncias de longa duracdo. Os problemas de
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transferéncias entre érbitas elipticas quaisquer também tém sido tema de novos estudos
semi-analiticos e numéricos por diversos autores. Os trabalhos de Lembeck e Prussing
(1993), Kechichian(1997a, 1997b, 1997c, 1995, 1999) Guelnia®95), Wenzel e
Prussing (1996), Gefroy e Epeno{l997) tratam de sistemas propulsivos a baixo
empuxo e consideram campo de for¢ca central ou ndo. Por outro lado, Pardis e Carter
(1995), Ulybyshe\1995) e Markoupolo§l996) estudam as trajetérias 6timas relativas

a sistemas propulsivos a baixo empuxo e poténcia limitada, considerando campo de

forca central Newtoniano.

Haissig, Mease e Vinfl993) analisam dois métodos para o célculo das transferéncias
entre Orbitas coplanares em um campo de forga central Newtoniano realizadas por meio
de sistemas propulsivos a baixo empuxo e poténcia limitada com solucfes aproximadas
obtidos por métodos de média. Neste trabalho € feita uma comparacao dos resultados
obtidos por métodos de média em primeira aproximacado com os resultados numéricos
obtidos para o problema geral de transferéncia. Vale a pena ressaltar que nesta analise

nao foram incluidos os termos periodicos.

Nesta tese € apresentada uma analise do problema de transferéncias espaciais 6timas
entre Orbitas coplanares coaxiais diretas, entre dérbitas coplanares ndo-coaxiais diretas e
entre oOrbitas ndo-coplanares coaxiais diretas em campo central Newtoniano, realizadas
atraves de sistemas propulsivos a baixo empuxo e poténcia limitada. O problema geral
de transferéncias orbitais coplanares € inicialmente formulado como um problema de
Mayer da teoria de controle 6timo com elementos cartesianos — vetores posicao e
velocidade — como variaveis de estado. Apds a determinacdo da Hamiltoniana maxima
que descreve as trajetorias extremas, pelo Principio de Maximo de Pontryagin,
elementos orbitais classicos séo introduzidos através de uma transformacao candnica —
transformacdo de Mathieu — definida a partir da solucdo geral do nucleo integravel da
funcdo Hamiltoniana. Os termos de curto periodo sdo eliminados da Hamiltoniana
maxima através de uma transformacdo candnica infinitesimal construida através do
meétodo de Hori — método de perturbacdes baseado em séries de Lie (Hori, 1966; Da
Silva Fernandes e Sessin 1989; Da Silva Fernandes, 2003). A nova fun¢cdo Hamiltoniana

maxima, resultante da transformacg&o candnica infinitesimal, descreve as trajetérias
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“extremais” associadas as manobras de longa duracdo para as transferéncias simples
(sem “rendez-vous”). A andlise inclui a investigacao da existéncia de pontos conjugados
através da condicdo de Jacobi e sdo construidas as trajetorias “extremais” e as curvas de
Isoconsumo, curvas transversais ao campo de “extremais”, referentes a uma manobra de
duracao especificada.

Para as manobras de duracdo qualquer, os termos periddicos séo diretamente calculados
a partir da funcao geratriz que define a transformacg&o candénica infinitesimal construida
através do método de Hori.
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CAPITULO 3

TEORIA DE CONTROLE OTIMO SISTEMAS CANONICOS SEMI-

GENERALIZADOS E METODO DE HORI

3.1 - Introducéo

Neste capitulo s&do apresentados resultados béasicos sobre Teoria de Controle Otimo:
enunciado do problema de Mayer e as condi¢cdes necessdrias expressas através do
Principio de Maximo de Pontryagi(1962) - estritamente necessarios ao

desenvolvimento de nosso estudo; bem como algumas propriedades dos sistemas
candnicos semi-generalizados (Da Silva Fernandes, 1994). Por ultimo, apresentamos o

método de Hori (1966), método de perturbagbes baseado em série de Lie.

3.2 - Teoria de Controle Otimo

A seguir enunciamos o0 problema de otimizacdo na forma de Mayer e o Principio de

Méaximo de Pontryagin.

3.2.1- Problema de Mayer
Seja o sistema de equacdes diferenciais ordinarias:

dx
ai f(x,u), (3.1)

ondexJR'euOUOR".
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O problema consiste em determinar a lei de conttla().t, ,t, , x(t,), x(t,)) que

conduz o pontx(t) do espaco de fase de uma condicéao inikftg) emt,, que satisfap

condicoes

& (X, (te).-- %, (t), 1) = G, (3.2)

l=1,...,p, p <n+1; para uma condicao finaftj em t que satisfaz q condicdes

G (X, (L), X (L), t ) =0, (3.3)

m=1,...,q, g +1; e que minimiza o funcional

IP[7] = g(to, X(to), ty , X(ty)) - (3.4)

As funcdesx(t), i = 1,...n, definem as variaveis de estado e as fung@®sj = 1,...,m,
definem as variaveis de controle. O subconjunté, por hipotese, fechado e limitado
(compacto) e define o dominio de controle. As fund@ésséo continuas para todos os
valores de (xu) O R" x U. Além disto, as derivadas parciad/ox;, i, kK = 1,...,n,
também séo definidas e continuas em todo esRagoU. A funcdog(.) também é
continua para todos os valores tig X(to), t;, X(tr)) e as suas derivadas parciais com

respeito a todos os argumentos s&o definidas e continuas enffddo R

Introduzindo a notacdo vetorial, reescrevemos as Equacbes (3.2) e (3.3),

respectivamente, como:

P(x(t,).t,) =0,

Y(x(t;),t;) =0.
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E importante notar que o dominio de contidlémpde restricdes sobre as variaveis de
controle, de forma que assumiremos que as fung@igg = 1,...,m, sdo seccionalmente
continuas, admitindo descontinuidades de primeira ordem e que as trajetdrias geradas

por ugf), i.e. as fun¢des(t), i = 1,...,n, sdo continuas.

3.2.2- Principio de Maximo de Pontryagin

As condi¢Bes necessarias ao problema de Mayer acima enunciado séo sintetizadas no
seguinte teorema, conhecido como Principio de Maximo de Pontryagin:

Teorema 1: Sei*(t), tO[to*, t*], € um controle 6timo entdo existem multiplicadoAgs
>0, WO R, yORYeA(t) OR", ndo se anulando simultaneamente, e a funcéo

H(xA,u)=Ae f(x,u), (3.5)

tais que as seguintes condicfes sdo satisfeitas:
i - multiplicadoresiy, W € 11 séo constantes;

ii -A(t) é continuo e satisfaz o sistema de equacdes diferenciais

dx* .

a -

.

= (3.6)

com H = Hx*(t), A(t), u*(t));

iii - para todo H[to*, ti*] a funcaoH(x* (t), A(t), u) atinge o seu maximo em th(
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u* (1) = arema H(x* (9,49, U (3.7)

Iv - as condi¢les de transversalidade sao verificadas, i.e. a condigao

[—H5t+/l-5x]ttf*+5§:O, (3.8)

0

com

9=4,9( X))t Xt ) +Voe @ (o XE)) +ve = (L, X(t)) - (3.9)
v - a funcdo H € uma integral primeira do sistema (3.6).
O simbolo ‘»’ é utilizado para indicar o produto escalar.

Notamos que o multiplicadot, € utilizado como fator de escala; usualmente, adota-se
/‘o =1.

O Principio de Maximo de Pontryagin é condicdo necessaria para a otimalidade, pois
afirma que certas condi¢cdes sao satisfeitas por um controle 6timo. Por outro lado, um
controle para o qual o Principio de Maximo é verificado, ndo é necessariamente 6timo.
Denominamos de “controle extremal”, o controle para o qual o principio € verificado.
Portanto, um controle 6timo € um controle extremal, mas a reciproca nao é verdadeira.
O Principio de Maximo deve ser interpretado como um método para determinacao de
candidatos a controle 6timo. Se um controle 6timo existe, entdo pertence a um conjunto
de controles extremais. Existem, contudo, condi¢bes suficientes que asseguram a
otimalidade de um controle, mas séo de dificil aplicacdo. Para algumas classes especiais
de problemas o Principio de Maximo de Pontryagin é, no entanto, condicdo necessaria e

suficiente.
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3.3 - Sistemas Candnicos Semi-generalizados

A seguir apresentamos alguns resultados sobre sistemas canfnicos semi-generalizados
(Da Silva Fernandes, 1994) de fundamental importancia para a teoria a ser desenvolvida

neste trabalho.

Consideremos o sistema de equacdes diferenciais

dx

dt H,

o7 N

o =H, (3.10)

governado pela fungdo Hamiltonian&Hj),

H(xA) = A+ (X + R(x,4), (3.11)

ondex O R" denota o vetor de coordenadas generalizadas (vetor de eatdaddy)
denota o vetor de momentos associados (vetor adjunto). As fufighes= 1,...,n, e as

derivadas parciais d&x,1) com respeito a e A satisfazem as hipéteses do Teorema

de Existéncia e Unicidade.

Assumiremos que o sistema de equacdes diferenciais

dx

a1

dr [af

E_—L_O"XJ A, (3.12)
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é integravel.

A solucao geral deste sistema é, para o caso de solugao periodica, expressa por
Xx=¢(C,...,C.,0)

A=(n,'D, (3.13)

8=l 5¢ ) (3.14)

comc = [C1....Gv1 Q" &, k=1,...,n-1, sdo constantes arbitrarias de integra@&é;a
fase rapida, funcdo da freqiiénciae b 0 R" € um vetor de pardmetros arbitrarios
envolvendon constantes e a fageA frequénciaw pode ser funcdo das constartesk

=1,..., n-1. Assumiremos que= «(C).

Se a solugéo geral for expressa em termos de outro conjunto de parametros (constantes e
fase) arbitrérios de integracaB, e C; entdo existe a seguinte relacdo entre os dois

conjuntos de parametros arbitrarios,

C=uy(c)

B=(a,7) b, (3.15)

onde 4, € a matriz Jacobiana
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:rd_[/ﬂ

A
Y | dc

(3.16)

com C= [Cy...C1 @TeB O R'é um novo vetor de parametros arbitrarios.
Os seguintes resultados podem ser estabelecidos:

I - a Equacao (3.13) define uma transformacao de Mathieu independente do tempo entre

as variaveis do sistema e os parametros arbitrarios de integracéo

(1) 0 M - (:0);

il - a Equacédo (3.15) define uma transformacdo de Mathieu entre dois conjuntos de
parametros arbitrarios de integracéo

(b;c) O MHE - (B; ©);
iii - a funcdo Hamiltoniana M invariante com respeito a estas transformacoes.

Os resultados apresentados nos paragrafos acima serdo amplamente utilizados no
Capitulo 4 para realizar a transformacgéo de elementos cartesianos para orbitais.

3.4 — Método de Hori

7

Nesta se¢do é mostrado que o método de Hori (1966) quando aplicado a sistemas
canbnicos semi-generalizados possui uma importante caracteristica definida pela
solucéo geral do sistema canoénico integravel. Uma transformacéo de Mathieu, definida

por esta solug&o geral, introduz significativas simplificacdes ao algoritmo.

3.4.1 - Método de Hori para Sistemas Candnicos Semi-generalizados

Seja a fungdo Hamiltonian#l (x,/; ) desenvolvida em série de poténcias de um

pequeno parametro
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H(xA;€) = Hy(x,A) + R(x,A4;€), (3.17)

com
R(xA;£) = 2 £'H, (x). (3.18)

A funcdo Hamiltoniana néo-perturbadtg (x,A) €, por hipétese, linear nas variaveis

adjuntas

Ho(x A) =+ £(x), (3.19)
e define um sistema dinamico integravel.

Seja a transformacé&o candnica infinitesimal definida pela fungcéo g&gfrig; €),

(A1) - (7:4),

sendoS(¢&,n; €)também desenvolvida em série de poténcias do pequeno parémetro
SE.me)=2.€'S(En). (3.20)
i=1

A transformacgdo gerada pela fun¢g@centre as antigas variaveis candnidgs) (e as
novas (17,€) deve ser tal que o novo sistema dinamico seja ma@vel que o original;
por exemplo, seja livre de termos periddicos com freqiiéncias finitas (curto e/ou longo

periodo).

O novo sistema dinamico sera
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dET 0%

dt ~ dn
dn__ 9% (3.21)
dt o9&’ '

sendo a nova funcdo Hamiltoniartd(x, ;&) também desenvolvivel em série de

poténcias do pequeno paramedyo

HE /7:6) =H, €1) + 6 H, E). (3.22)

De acordo com o algoritmo do método de Hb8i66), a nova fungcdo Hamiltoniana H e

afuncéo geratrizS sédo obtidas a partir das equacdes abaixo:

» ordem zeroH,(&,n) =#,(¢,n) (3.23)
« ordem um:{HO,Sl} +H=H, (3.24)
- ordem doi$H,,S,} +%{ H+H,,S}+ H=H, (3.25)

onde as chaves representam os paréntesis de Poisson. Todas as funcdes envolvidas nas

equacdes acima sdo expressas em termos das novas variaveis cénft?)icas
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Considere a equagdo de m-ésima ordem do algoritmo do método proposto por Hori
(1966):

{H.s.4+0,=H., (3.26)

onde as chaves representam os paréntesis de Poidgo a Hamiltoniana no
perturbada®,, é fungéo obtida das ordens anteriores, envolvetioH , S,, H e
H,, k=1...,m-1. Todas estas fun¢des séo escritas em termos do novo conjunto de

variaveis canénica(s{,fy) e definida através das equacoes:

H(x y) = Ho(x y)+ 2 e H(x y), (3.27)
HY&.n)= Hol&.m)+ 2 e H(E.n), (3.28)
£S(Em =2 'S (&), (3.29)

onde (x,y) é o conjunto de variaveis candnicas inicial$(x,y) é a Hamiltoniana
original, HJ(£,7) é a nova Hamiltoniana 8(¢,77) é a funcéo geratriz da transformagéo

canénica,(x, y) - (£,77). Esta transformagéo deve ser tal que o novo sistema dinamico

seja mais tratavel que o original.

Para determinar as fungd&; e H,, Hori introduz um pardmetro auxilidr’ através

do seguinte sistema de equac¢des candnicas:
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d _ o

dt® an,
(3.30)
dng, _ oH, :
= , i=1...,n
dt® ¢ t

Substituindo na Equacao (3.26) esta se reduz a

S -0,-HE
dt

com O, escrita em termos da solugcdo geral do sistema dado pela Equagéo (3.30),

envolvendo 2n constantes de integrac@pe Hsdo fungdes desconhecidas.

No que segue, uma forma diferente € apresentada para resolver o problema de
integracéo dado pela Equagéao (3.26), proposta por Da Silva Fernandes (2003). Para isto,
algumas proposicoes séo apresentadas.

PROPOSICAO 1. Sej& uma fungdo diferenciavel das variaveis canoni€ass,

I=1...,n, as quais satisfazem o sistema de equac0des diferenciais

dé _oH”
dt  an
(3.31)
[}
%=—6H , i=1...,n
dt &
com a Hamiltonianad "
H(Emse) = HI(Em) + RY(Emse), (3.32)
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onde H/}/(¢,7) descreve um sistema canénico integrével,

d¢ _oH,
dt  anp,
(3.33)
O
9 _ Ry i=1...,n,
dt 0¢;
cuja solucgéo geral € dada por
& =&(c Conit)
(3.34)
m=0(c o G t) . i=1..n,
c.,...,C,,, SA0 constantes arbitrarias de integragéo, entdo
{F, HE}:G—F. (3.35)

ot

PROVA. Considere o sistema de equac0Oes diferenciais definido pelas Equacoes (3.31) e

(3.32). Seguindo o método de variacdo das constantes, a solucdo desse sistema pode ser

posta na forma

& =& (a(t).-...cont)t),
(3.36)

1=n6l) . e, =i

com ¢(t),...,c,, (t) fungdes do tempo, satisfazendo o sistema de equacdes diferenciais
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i 9¢, dc; oR”

= dc, dt an,
(3.37)
2n ~dc. 0
25/7. - OR =1...,n
Sioc, dt 9g,
com as derivadas parciais da fundg&oescritas em termos dg(t),...,c,,(t) et.
Seja F uma fungéo diferenciavel nas variaveis can6ni€as 7., i=1...,n. A

derivada deF com respeito ao tempo € dada por

OF (£,7) _ < oF 0¢, oF 9¢ dc oF an, oF an, ch
dt .Z_llaf ot ;;af dc; dt ;am ot ;,Zl:aq, (3.39)

Combinando as Equacdes (3.37) e (3.38), resulta

OF(E,7) _ - OF 04 & OF R & OF 97 _ & 9F OR’
dt ~0& ot Zlaf 0, Zlam ot éam 04

(3.39)
oF g
_E+{F R}
Por outro lado,
O('; {r H}={r v+ R}={F H}+{F.R}. (3.40)

Portanto, das Equacdes (3.39) e (3.40), tem-se que
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Lembrando queéF e R" sdo escritas como fungdo dg...,c,, et.

PROPOSICAO 2. Considere as condi¢cdes da Proposicdo 1 e assuma que a solucdo geral

do sistema candnico integravel, definido pela Equacéo (3.33), é dada por

&=¢(q....Cn,,E.M),
(3.41)

72006 0 Goe EM) . i=Lon,

c,..-,C,,, Sendo constantes arbitrarias de integragd@ integral da energia para o

sistema néo perturbadoM =t + ¢, ondec é uma constante aditiva, entao

oF
F,H =—. 3.42
PROVA. De acordo com o método de variacdo dos parametros, a solucdo geral do

sistema, dado pela Equacéo (3.31), com Hamiltonlafadada pela Equacéo (3.32),
pode ser posta, em virtude da Equacéao (3.41), na forma

& =&(c(t).....co(t). E(t). M (1)),
(3.43)

77; :”i(ci(t) e Czn—z(t) E(t) M(t)) , i=1...,n,

Neste ponto, assume-se gledepende do tempb, em virtude dos termos de ordens
superiores enR”, e M(t) correspondente &+ c(t). Portanto, as fungdes dependentes
do tempo ¢ (t)....,c,,,(t), E(t) e c(t) satisfazem o seguinte sistema de equacdes

diferenciais:
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2n-2 . 0
0¢, ngngJraa dc _dR

c<oc, dt OE dt oc ditt dng

(3.44)

—+t——=-—, i=1...,n

zizaqi dc; +6/7i dE+0/7i de _ oR"
woc;, dt OE dt oc dtt 0¢,

aRD O
As derivadas parciais— e
0, 0n,

M (t). A derivada no tempo da fungao diferenciakéf,7) é entéo dada por

s&o escritas em termo dg(t),...,c, ,(t), E(t) e

F(E,/]):Z": oF [Zfaa dc, o0& dE & dM |,
dt 40| %oc, dt OE dt oM dt

(3.45)
n 2n-2 )
+26F(Za’7i de; , 9, dE 07, dM |
S| 4oc; dt OE dt oM dt
Por outro lado,
S (3.46)
dt dt
o8 _og o i
oM dc ot
on .9 O i=1..,n. (3.48)
oM odc ot

Combinando as Equacdes (3.45) - (3.48), e substituindo na Equacao (3.39), e desde que
a Equacao (3.40) se aplica, segue que
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oF
{F.H}= g

Em virtude das Equacdes (3.47) e (3.48), encontra-se que

oF
{F.H5}= o

Aqui, F e R" sdo escritos como fungéo dg...,c,,,, EeM .

Agora, consideremos o problema de determinar as furgfesH & na Equac&o (3.26).

Seguindo as Proposicdes 1 e 2, a Equacao (3.26) pode ser posta na forma

0S,,
—m=Q -H_ (3.49)
ot
com O, escrita em termos das constantes arbitrarias de integragdo da solugao geral

definida através das Equacdes (3.34) ou (3.41), de acordo com as Proposi¢des 1 ou 2

respectivamenteS,_ e H - sdo fungbes desconhecidas.

Seguindo Hori (1966), supde-se que a transformacdo candnica gerada pela funcao

geratriz S é tal que o tempd € eliminado da nova Hamiltoniana. Isto € realizado
tomandoH _ como o valor médio da fungd®, . Portanto, as fungdeS,, e H_. séo

dadas através das equacgles

HO=(0,), (3.50)

s, =[le.-(@,)kt, (3.51)
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onde< > denota a média com respeitd.aPode ser notado que o processo de média na
integracdo das Equacdes (3.50) e (3.51) séo feitos considerando a dependéncia explicita
no tempo ou na variave¥l das fun¢bes. Em outras palavras,..,c,, OU C,,...,C, _,,

E sdo tomadas como parametros. Um importante resultado é obtido desse processo
(Hori, 1966):

PROPOSICAO 3. Se transformacéo candnica gerada pela fdhéamal que o tempo
é eliminado na nova Hamiltoniand ", entdoH, € uma integral primeira das novas

equacdes candnicas.

PROVA. Considere a fungéo perturbad®d¢,7;€)= > “H,/(¢,7). De acordo com a

k=1

Proposicao 1,

_OR°
R Hg}—?, (3.52)

com R" escrito como funcéo das constantes arbitrarias de integracdo da solucéo geral
das equacdes candnicas descritashhpre possivelmente o temgo E assumido que a

nova Hamiltoniana ndo depende explicitamente do teimpo
HY (& me)= Hy+RY (& me)=Hy+> e“Hc,.....Cop0, E). (3.53)
k=1

Das Equac6es (3.52) e (3.5{3%5, H OD} =0. Portanto,

O
(o=

o={R H}={R"+HI-HI H]

deste moddH [(£,77) = constante E .
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De acordo com os resultados sobre sistemas canbnicos semi-generalizados apresentados
na Secdo 3.3, a solucdo geral do sistema candnico integravel definida através das
Equacdes (3.15), define uma transformacdo de Mathieu entre as varigdgis 6s

parametros de integracab;¢),

;&) DUHE - (b o).

Consequentemente, o método de Hori quando aplicado a sistemas canbnicos semi-
generalizados cria duas transformacdes candnicas: a transformacdo canbnica
infinitesimal gerada pela funcédo geratize a transformacdo de Mathieu definida por
(3.15),

A x)= @ )0 HHE . o).

Este resultado introduz significativas simplificacées na resolucado formal, através do
método de Hori, do sistema dindmico governado pela fun¢cdo Hamiltonidfistdéique

0s paréntesis de Poisson sao invariantes com respeito a transformac¢des candnicas, 0
algoritmo do método de Hori pode, neste caso, ser diretamente aplicado ao novo
conjunto de varidveis candnicdsd); ndo sendo mais necessaria a inversao da solucao
geral do nucleo integravel para expressar a nova funcdo Hamiltoniana H e a funcéo

geratriz S em termos das varidveis intermedianag. (

O dstema de equacdes diferenciais para as novas variaveis canbn@gasdado por

o« _oH

dt  ob

db’ oH

at = _E, (354)

com H = H(b,c,¢).
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Esta versdo do método de Hori serd utilizada nos Capitulos 5, 6 e 7 para determinar
solucbes de primeira ordem para os problemas de transferéncias de longa duracdo em

campo de forca central Newtoniano.
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CAPITULO 4

PROBLEMA GERAL DE TRANSFERENCIA

4.1 — Introducao

Os problemas de otimizacdo de trajetérias espaciais sdo fundamentais em Mecénica
Espacial e tém sido tema de inimeros estudos analiticos e numéricos por mais de cinco
décadas, desde os trabalhos pioneiros de Lawden no inicio da década de 50 (Lawden,
1954, 1963). Na analise de tais problemas, consideram-se dois modelos basicos para os
sistemas propulsivos baseados na modulagdo da velocidade de ejecdo dos gases: 0s
sistemas a velocidade de ejecdo constante — sistemas VEC, e 0s sistemas a poténcia
limitada e velocidade de ejecdo modulavel — sistemas PL (Marec, 1979). As trajetérias
otimas realizadas através dos sistemas VEC, que podem possuir elevado ou baixo nivel
de empuxo, sdo caracterizadas pela alternancia entre arcos propulsados de tracdo
méxima e arcos balisticos, cuja conexdo é determinada pela solucdo do chamado
problema do arco balistico que descreve a evolugdo do vetor fundamental — “primer
vector” — ao longo de um arco néo-propulsado (balistico). Por sua vez, as trajetorias
Otimas realizadas pelos sistemas PL, que possuem baixo nivel de empuxo, sdo

caracterizadas pela aplicacao continua de tracéo.

Neste capitulo sera apresentado uma visao geral do estudo das transferéncias espaciais
otimas (consumo minimo de combustivel) entre érbitas elipticas quaisquer realizadas
através de sistemas propulsivos a baixo empuxo e poténcia limitada — sistema PL, e
livremente orientdvel em um campo de forca central Newtoniano. O problema de
otimizacao € inicialmente formulado como um problema de Mayer tendo elementos
cartesianos — vetores posicao e velocidade — como variaveis de estado; em seguida, apos
a aplicacdo do Principio de Maximo de Pontryagin sera determinada a funcgéo

Hamiltoniana maxima que descreve as trajetdrias extremais, e para finalizar sera feita
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uma transformacdo de elementos cartesianos para elementos orbitais classicos atraves
da transformacdo de Mathieu que € definida a partir da solucdo geral do nucleo

integravel da funcdo Hamiltoniana Da Silva Fernandes (1995).

4.2 - Definicdo de Transferéncia Espacial Otima

O problema de otimizag&o consiste em transferir um veiculo espacial do estado inicial

(,.V,,0) para o estado fina(?f Vi ,J(tf)) de forma a minimizarJ(tf) (consumo
minimo de combustivel). As condi¢des cinematif@sv,) e (Tf,vf) caracterizam as

orbitas inicial e final, respectivamente, conforme mostrado na Figura 4.1. A duracdo da
transferéncia pode ser livre ou fixada. Neste trabalho assumiremos que os estados

terminais correspondem ao problema de transferéncia simples (sem rendez-vous).

FIGURA 4.1: Transferéncia em um campo de forca central.
FONTE: Marec (1979).

A minimizacdo do consumo de combustivel & o critério mais frequentemente
encontrado na pratica e o de maior interesse por estar relacionado a vida Gtil do veiculo
espacial.O problema sera sempre discutido em termos de transferéncia com minimo

consumo de combustivel, embora outras variantes do problema existam na literatura, tais
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como: tempo minimo para transferéncia, velocidade final minima, encontro com outro

veiculo espacial, problema de Lambert (Battin e Vaughan, 1984), etc.

4.3 — Modelos Matematicos dos Sistemas Propulsivos

Conforme ressaltado por Mar€l979), a determinacéo das trajetorias espaciais 6timas
depende essencialmente do modelamento matematico utilizado para os sistemas

propulsivos.

O desempenho de um sistema propulsivo pode ser caracterizado por dois parametros
essenciais no dominio de operacéao, a velocidade de ejecdo maxima e o nivel maximo do
empuxo. Relativo a esses dois parametros, os sistemas propulsivos podem ser
classificados em: i) sistemas de alto empuxo, que sdo caracterizados pelo alto nivel de
aceleracdo do empuxo e o baixo empuxo especifico (propulsdo convencional); e ii)

sistemas de baixo empuxo, que sdo caracterizados pelo baixo nivel de aceleracdo do
empuxo e o alto empuxo especifico (propulséo elétrica, ibnica, etc). Com relacdo a

forma do dominio de operacédo, os sistemas propulsivos de baixo empuxo podem ser
essencialmente classificados em velocidade de ejecdo constante (VEC) e poténcia
limitada (PL). Neste estudo sera tratado apenas de sistemas propulsivos de baixo

empuxo e poténcia limitada.

O modelamento matematico dos sistemas propulsivos € fundamental na teoria das
trajetorias espaciais Otimas (Marchal, 1976; Marec, 1979, 1984). Os estudos de
manobras orbitais (transferéncias ou "rendez-vous") sdo limitados ao caso de sistemas
propulsivos com dominio de operacédo fixado, cujo desempenho €& caracterizado

basicamente por dois parametros: o impulso especifico making, e a razao entre

F.. € 0 peso do sistema propulsivo no solo. Em relagdo a estes dois parametros, os

sistemas propulsivos sao classificados em duas categorias:
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a) sistemas de alto empuxo: caracterizados por elevado nivel de aceleracdo

(r,.. = 10a100g) e baixo impulso especificb o = 300a10005). Sé&o os sistemas de

propulsdo quimica convencional. Os arcos propulsados sdo de curta duragéo.

b) sistemas de baixo empuxo: caracterizados por pequeno nivel de aceleracéo

(.. = 10 a107 g) e elevado impulso especificfi,, = 3000a10000s). S&o os

sistemas de propulsédo elétrica. Os arcos propulsados séo de longa duracao.

No entanto, do ponto de vista da formulagdo matematica do problema de otimizacéo de
trajetérias espaciais €onveniente classificar os sistemas propulsivos quanto a

modulacao da velocidade de ejecdo dos gases, 0 que nos leva a distinguir dois modelos:

a) sistemas a velocidade de ejecao constante - VEC - e empuxo limitado, que podem ser
de alto ou baixo empuxo. Para tais sistemas, introduz-se para medida de desempenho a
velocidade caracteristida,

b) sistemas com velocidade de ejecdo modulavel e poténcia limitada - PL - que séo
apenas de baixo empuxo. Para tais sistemas introduz-se para medida de desempenho a

grandezal ,
E:lrz
dt 2

Estas grandezas sédo fun¢cdes monotonicamente decrescentes da massa do veiculo. A

minimizacédo delas corresponde a minimiza¢do do consumo de combustivel.

E importante ressaltar que, nesta tese sera estudado apenas o sistema propulsivo de

baixo empuxo e poténcia limita (PL).
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4.4 - Formulacdo do Problema

Considere-se um veiculo espacial se deslocando em um campo gravitacional com centro

de atragd®. Em um instante, o estado do veiculo é definido pelo vetor posicly,
pelo vetor velocidade7(t) e pela grandezad (sistema propulsivo a baixo empuxo e

poténcia limitada) que € expressa por

J =% "2, (4.1)

to

onde I' € a magnitude da aceleracdo devido a forca propulsiva (empuxo)

grandezal também é expressa em termos da masszor

J= Pmé{i - ij : (4.2)
m m,

ondeP, ., € a poténcia maxima.

Deseja-se determinar o contrchét) qgue transfere o veiculo espacial do estado inicial
(F,.9,,0) em t, = 0 para o estado finalF, ,v,,J(t; ) em algum instante, , de tal

forma que a grandez3 seja minima, conforme representado na Figura 4.2.
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FIGURA 4.2: Geometria da transferéncia.

ONTE: Marec (1979).

O problema de otimizagdo de transferéncias entre Orbitas quaisquer realizadas por
sistemas propulsivos a baixo empuxo e poténcia limitada (sistema PL) sera formulado
como um problema de Mayer com vetores posicao e velocidade (elementos cartesianos)

como variaveis de estado. Desta forma, as equacdes de estado sédo expressas por:

ar .

— =V,

dt

%:-%Hrﬁ, (4.3)
d_lerz

dt 2 '
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ondef é vetor posicdoy é o vetor velocidade] é varidvel de consumd, é o vetor

da aceleracéo propulsiva; @ é a direcdo dd . Para os sistemas PL ndo existem
quaisquer restricbes sobre a aceleracdo propulsiva. Neste caso € assumide que

livremente orientavel.

Introduzindo as variaveis adjuntgs, p, € p, constroi-se a fungéo Hamiltoniarké,

1

H=p v+ E)V-[—£F+I'D}+ Py 5T (4.4)

r

onde(+) denota produto escalar.

De acordo com Principio de Maximo de Pontryagin, a aceleracdo otinteve ser
selecionada dentre os controles admissiveis de forma a maxiMizd?ortanto, a

direcéo 6tima € expressa por

f)D:%, (4.5)
onde,
P, =|B,/-

Introduzindo a Equacéo (4.5) na Equacao (4.4), resulta
o 1 )
H=Rev+pr+opr

E, da condicdo de estacionaridade, encontra-se a magnitude 6tima.
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ro=-Pv (4.6)

A aceleracao otima é dita ser modulavel (Marec, 1979).

Por outro lado, a varidvell € uma variavel ciclica ou ignoravel, e da condicdo de

transversalidade obtém-se que

p, =t )=-1. (4.7)

Consequentemente das Equacdes (4.6) e (4.7) tem-se que

r'=p,. (4.8)
Observa-se que para o sistema propulsivo de poténcia limitada a aceleracdo 6tima é
igual ao vetor adjunto a velocidade (vetor fundamental).

Da lei de controle 6timo apresentada pelas Equacdes (4.5) e (4.6) encontra-se a funcao

Hamiltoniana méaximed ” expressa por

2
Ho=P « v+ ﬁv.[_ﬁsr} i1p_ (4.9)
r 2 p;
Finalmente, substituindo a Equacéo (4.7) na Equacao (4.9) obtém-se
O & ova @ Mo, 1 2
H :pr.V+pv.[__3rj|+§pv . (410)
r

A aceleracao da gravidadg deriva de uma funcédo potencidl, cuja forma depende

da hipétese adotada. Na maioria dos trabalhos considera-se a hipétese classica de campo
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gravitacional central Newtoniano, para a qual a aceleracédo € inversamente proporcional

ao quadrado da distancia radral A fungdo HamiltonianaH " definida pela Equacgao
(4.10) descreve as trajetorias extremais.

4.5 - Transformagéo de Elementos Cartesianos para Elementos Orbitais

Conforme apresentado na seccédo anterior Equacdo (4.10), segue que a funcéo

Hamiltoniana maximed ” que governa as trajetdrias extremais pode ser expressa por
HO=H, +R’, (4.11)

onde H, denota a Hamiltoniana n&o-perturbada, que descreve o movimento em campo

central Newtoniano,

H'= s v+ pv-[—ﬁsr] (4.12)

R'==p? (4.13)

Deve-se notar qued"” governa um sistema canénico semi-generalizado, em que a
solugéo geral do sistema canonico descrito por seu nucleo integtgveefine uma

transformacdo de Mathieu que permite introduzir de forma sistematica conjuntos de

elementos orbitais adequados a cada tipo de manobra.
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4.5.1 - Solucéo do Sistema Governado pelo Nucleo Integravel

Conforme observado na secao anterior, a transformacdo de elementos cartesianos —
vetores posicdo e velocidade — para elementos orbitais classicos — semi-eixo maior,
excentricidade, argumento do periapis e anomalia média -, mais convenientes para o
nosso estudo, é feita por meio das propriedades dos sistemas canbnicos generalizados
(Da Silva Fernandes, 1994a, 1994b) baseadas nas transformacdes de Mathieu definidas

pela solucdo geral do sistema candnico descrito pelo nucleo integtgveh funcéo

Hamiltoniana H” que descreve o sistema. Consideremos o sistema de equacbes

diferenciais definido pela Hamiltoniana ndo-perturbatia

dar _
— =V,
dt
ﬁ:—ﬁf
dt r3
dp R -
dp{ =r£3[pv-3(pv°r)r].
dp -
v - 4.14
m P (4.14)

A solucéo do sistema de equacdes diferenciais, dado pela Equacao (4.14), divide-se em

duas etapas: inicialmente, realizamos a integracdo das equacOes de estado; e, em
seguida, com a solucdo geral destas equacdes adjuntas, mediante o calculo da matriz
Jacobiana da transformacéo inversa definida pela solugdo geral das equagfes de estado
(ver Apéndice A). Para o movimento eliptico, que € 0 caso que nos interessa no

momento, tem-se que a solucéo geral da Equacao (4.14) é dada por
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t= &1-ecosE)r = a(l e) , (4.15)

V= /g(l’il?)[esenfw (1+ ecowv)s], (4.16)

B, = %{ 2art, + (1— eZ)COSEITe +%&jsenﬂr -
r

(re cosE)(ajserWT }r {se o _(cosv+e)

evl-¢e’

V1-¢€° _ 1
2 cosvm,, ¢S+ e serE[cosa)nl + (4.17)

+

t+se

senl

£ —cotglr, j +y1-¢& (Ej cok[sencrr, -
)

(i-¢) (1—e2)2( -2e j }
- —Jcosvrm, + +cosv |7, |F +
I+ ecosy

{Za(l e{ jﬂ +(1—e2)(cosE+cosv)7Te+ (4.18)

e L b

[t
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onde,

F =[co codw+v)- se@ser{w+v)cosl |i +
+[serQ cos(a)+ V)+ co@ser(aﬁ I/)COSl ]T+
+ser{w+v)senlk,

8= coQser{w+v)- secodw+v)cosl || +
+ [— serf) ser(a)+ V) + cof) cos(a)+ I/)COSl ]I +

+codw+v)senlk,

W= sen séh— cof sefj +coslk,

séo os vetores unitarios do sistema mével (sistema de Gauss) ao longo da direcao radial,

circunferencial e normal, respectivamente, conforme mostrado na Figurag4.8);

I, Q, «, M o0s elementos Keplerianosr,

1tar

m, m, m, 7T, € M, Sao

respectivamente as variaveis adjuntas.

As funcoes (%) (%)serv, (%)cosv...etc sdo expressdes bem conhecidas do

movimento eliptico, funcdes da anomalia média e da excentricidade (Kovalevsky,
1967).

Os vetores unitario, | e k estendem-se ao longo dos eixos coordenadog e z

do sistema inercial de referéncdxyz.
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FIGURA 4.3: Vetores unitarios do sistema movel.

A anomalia verdadeire e a anomalia excéntrida se relacionam através da equacéao

tg—= ;tg—, (4.19)

e a anomalia excéntrice se relaciona com a anomalia médila através da Equacéo
de Kepler

M= E- esenE=n(t-7), (4.20)

onder é otempo de passagem pelo periapsiséeo movimento médio.

=]
Il
8
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De acordo com as propriedades dos sistemas candnicos generalizados, as Equacodes
(4.15) — (4.18), definem uma transformacédo candnica — transformacédo de Mathieu —

entre os elementos cartesianos e 0s orbitais,

(pr’pv;r,V)D Wﬁﬂ'ﬁt’—»(ﬂa,---,ﬂM ;a'...,M)'

que n&o envolve explicitamente o tempo. A Hamiltoniana maxima invariante com

respeito a esta transformacao

HY(p, .p, .t v)=HY (. .75, 8, , M), (4.21)

onde H"denota a fungdo Hamiltoniana maxima expressa em termos das novas variaveis

candnicas. A Hamiltoniana méaximid"” pode entdo ser colocada na forma que sera

apresentada na proxima secao.

4.5.2- A Nova Funcao Hamiltoniana

Para obter a fungdo Hamiltoniana em termos dos elementos orbitais, deve-se observar

que a solugédo do sistema governado phy define uma transformagéo canbnica —

Transformacdo de Mathieu, que ndo envolve explicitamente o tempo. A funcéo
Hamiltoniana é invariante com respeito a esta transformagéo. Conforme apresentado na
secdo anterior, temos que a parcela da nova fungcdo Hamiltoniana relativa ao nucleo

integravel (Problema dos Dois Corpos) é expressa por

H, =nm, (4.22)

e a parcela relativa ao controle € dada por
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H " =% p,%, (4.23)

com p, obtido diretamente da Equagé&o (4.18) a nova funcdo Hamiltoniana maxima €

expressa em termos dos elementos orbitais por

1 1

vz b s comoeon, oo
él_ ez)senZV[— ar, i, _KJ%)ITEITM} +

3 _ 2
+ 41— e’ )5 serv[ ®_, COSVj{aITaITM +2 Ze )lTelTM } +
e

1+ ecosv

2(1— e’ )g

+ i) (+ecosv)m,? -5
e

-2e
+CosV |77,7T,, COSV +
1+ ecosv

+ (1_62)3 [ - 2e +COSVj27TM + 4a2(1—ez)2(§j2ﬂa2 +
1+ ecosv r

+ 422 (1-¢? )ZGJ( coE +cosv )7z, +( & €] (coE +cosv ) 722 +

+ 4a(1— ¢ ) (Ej sen/(1+

e r 1+ ecosv

]{nanw ~-e) ﬂanM}+

+ M( COE + cosv)(1+ j{ﬂeﬂw - (1— e? )% TI,TT, }serv +
1+ ecosv

{(1_62)(“ 1 j(nw—(l—ez);ﬂMjsen/T+

1+ ecosv
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r ? 2 1 _ 2
(gj [ﬂ, +Senz|(7rQ ﬂwcosl)}+

+ %(sz cos2(w+ l/){ﬂ, ?

S (7, -, cosl )2} + (4.24)

serf |

r)° 1
+(5j ser(w + l/)Se—nI(ﬂQ 7, cosl ),

A funcdo Hamiltoniana maxima expressa na Equacédo (4.24) descreve as trajetorias
extremais para o problema de transferéncias entre Orbitas elipticas quaisquer em um

campo de forca central Newtoniano.

Nos proximos capitulos serdo analisados alguns casos particulares de manobras tais
como: transferéncias entre Orbitas coplanares coaxiais diretas, transferéncias entre
Orbitas coplanares ndo-coaxiais diretas e transferéncias entre Orbitas ndo-coplanares

coaxiais diretas.
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CAPITULO 5

TRANSFERENCIAS OTIMAS A BAIXO EMPUXO E POTENCIA LIMITADA

ENTRE ORBITAS COPLANARES E COAXIAIS DIRETAS

5.1- Introducgéo

Neste capitulo pretende-se analisar as transferéncias de consumo minimo de
combustivel, realizadas por sistemas propulsivos a baixo empuxo e poténcia limitada,
entre orbitas coplanares coaxiais diretas, apresentando resultados mais gerais em que a
orbita inicial é eliptica. A versdo candnica generalizada do método de Hori e aplicada na
determinacdo de uma solugdo formal do problema de transferéncias entre Orbitas
coplanares coaxiais diretas. Esta solucdo formal € completa até primeira ordem do
pequeno parametro em um campo de for¢ca central, incluindo termos seculares e
periodicos. A analise da condicdo de suficiéncia é investigada através da determinacao
de pontos conjugados - condi¢do de Jacobi - e sdo construidas as trajetérias extremais e

as curvas de isoconsumo.

5.2 - Aplicacdo do Método de Hori para Transferéncias entre Orbitas Coplanares

Coaxiais Diretas.

Para o problema de transferéncia simples (sem “rendez-vous”) entre Orbitas coplanares
coaxiais diretas em um campo de forca central Newtoniano com duracéo fixada pode-se

escolher um sistema de referéncia adequado (sistema que simplifica o problema em
estudo, uma vez que o campo gravitacional € central) de tal formd g9& e

w=0". Uma vez que nao existem variagdes impostas dopfe e w, tem-se quet,,

T, e 71, sdo nulos. A fungdo Hamiltoniana médi’ descrita pela Equagédo (4.24)

para o problema em questédo se reduz a
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v U comfosen o]
R -2e -¢)
+ 41—e )isery[—+cosvj{aﬂaﬂM + muy }‘*

1+ ecosy 2e

(l—ez)3 -2e ’ ofovfa) s
+ 5 +cosv | m, +4a (1—e) —| T+
2e I+ecosv r

+ 41— ez)z(?j( cosE +cosv ), +( & ( coE +cow P -

_ 4a(1— ezﬁ (a

Joorl fcas
= |sew| 1+ ——— |, -
r I+ ecosy

|
T
D
@, ®
N o

( cof + cosv)(1+

(5.1)

— |\, senv +
1+ ecosv

2

3

(1—e2)2( 1 j

+| - 1+ I, serv
e 1+ ecosv

onde H” denota a Hamiltoniana maxima expressa em termos das novas variaveis
canonicas.

A solucéo formal do problema de transferéncias entre 6rbitas coplanares coaxiais diretas
em um campo de forca central Newtoniano sera feito através da aplicacdo do método de
Hori para sistemas canonicos semi-generalizados, apresentado no Capitulo 3. Sera
considerada a solucado completa, incluindo os termos seculares e periédicos, até primeira

ordem no pequeno parametro, que pode ser definido como sendo da mesma magnitude

de ', de maneira que para aplicar o método de Hori considergrseomo sendo de
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ordem zero, eH; como sendo de primeira no pequeno parametro, uma vez que a

funcdo Hamiltoniandd" pode ser fatorada pelo pequeno parametro.

Segundo as equacOes de perturbacdo que constituem o algoritmo do método de Hori,

apresentado nas Equacdes (3.23) — (3.25), tem-se que:

Ordem zero:

HOD:HIOD:nnM - ’%ﬂM (52)

onde H,” denota o termo de ordem zero da nova funcdo Hamiltoniana. Este termo

corresponde ao nucleo integravel da Hamiltoniana oridihal

Ordem um:
{Ho.sf=H-HY, (5.3)

sendo H"” fungdo Hamiltoniana maxima expressa na Equacdo (5.1) que descreve as
trajetorias extremas para o problema de transferéncias entre érbitas coplanares coaxiais

diretas em um campo de forca central Newtoniano.

A fim de determinar a nova fungdo Hamiltonidd&’'e a funcdo geratri8, determina-

se a solucao do sistema candnico integravel, dado por:

da_ oHy' dr, _ oH}"
dt adm, dt da
de _ 0Hy" dr,  oH)’
dt o dt e

e
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dM _ oHy’ dm, _ oHy (5.4)

dt o, dt oM

A solucéo geral do sistema candnico integravel, definido pela Equacéo (5.4) é expressa

por:
_ _3(u
a=a, ﬂa—E EﬂMot+ﬂ%
e=eg, m, =T, (5.5)
- | H -
M= [—t+M, My =1, ,

ondea,, &, M,, 77, , 77, e 7, s&o constantes com respeitb.a

Pode-se notar que os elementos orbitais e suas respectivas variaveis adjuntas constituem
as constantes de integracdo com respeitd,ague descrevem a solucdo do sistema
canodnico integravel; com excecdo, a anomalia média e a variavel adjunta associada ao

semi-eixo maior.

Introduzindo a solugéo geral do sistema candnico integravel, expresso na Equacao (5.5)

na Equacgao (5.3), esta se reduz a:

0 :
d—Stl=H§—HE, (5.6)

sendoH; a parcela da fungdo Hamiltoniana relativo ao controle, definida pela Equacdo

(5.1).

Para resolver a Equacéo (5.6) e determinar nova fungdo Hamiltadiamaa fungéo

geratriz da transformaga8,, aplica-se o principio de média, apresentado no Capitulo 3,
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H” = (H") | (5.7)

S, = [(Ho = (H )t (5.8)

onde o simbolc{ >t denota a média com respeito ao terhpo

Seguindo o procedimento proposto por Hori, tem-se que a nova funcdo Hamiltoniana
H;” e a fungfo geratriS, da transformagdo canénica sdo expressas, em primeira

ordem, por:

Ordem zero:

Hy = \/%HMO- (5.9)

Ordem um:

=——\|4a°mr, +—\1—-e" i, | .
Ho =12 402772 4 2(1- )2 (5.10)
2 U 2

5
S :% a_s{ 84T’ senE+ 8(1— ez)aﬂaﬂe senE +
U
(5.11)

+(1— 8] -2 menE+ > serpE- L esersE T ¢
2 4 12

Por simplicidade de notacdo omitimos o apostrofe que denota as novas variaveis

resultantes da transformagao infinitesimal gerada$oA nova fungcao Hamiltoniana

H;” contém a parcela relacionada diretamente a acelerag&do propulsiva média e a fungéo
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geratriz, obtida por constru¢cdo pelo método de Hori, € livre de termos seculares e

termos seculares mistos.

5.2.1 — Solug&o do Novo Sistema Dinamico

As equagbes de movimento correspondentes a nova fungdo HamiltoHidna

representada na Equacéo (5.10), que descrevem as trajetérias Otimas (extremais) sao

dadas por:
da_4a’
at  u ¥
de_5dl-¢?)
a 2 u

2 2
dr, __6a naz_g(l e )ﬂez’
dt U 4 u
dz, _52e, 2 (5.12)
dt 2 u

Para resolver o sistema de equacdes, dado pela Equagéo (5.12), necessita-se determinar
as integrais primeiras do sistema. Portanto, para determinar estas integrais faz-se

L .. dmr de
necessario efetuar a d|V|s§tlgt—e por o obtendo-se

a7 _ € e (5.13)
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Integrando a Equacéao (5.13), obtém-se:

L-e)z

ﬂf :‘(ﬁ)&' (5.14)

Uma vez que a fungdo Hamiltoniah¥” ndo depende explicitamente do tempo ela é

uma integral primeira do sistema.

H" = 13[4a271a2 +§(1— e’ )ﬂez} : (5.15)
2 U 2

Para resolver este problema na sua forma completa deve-se considerar a transformacéo

de Mathieu definida por:

e=seng, (5.16)

m,=N1-€°m,, (5.17)

as demais variaveis permanecem inalteradas. A fungdo HamiltoHiané invariante

sob esta transformacéo, sendo expressa nas novas variaveis como:

H = i{4a2n§ +
2

N o

n;} (5.18)

O novo sistema candnico descrito nas novas variaveis através da nova funcao
HamiltonianaH!", representada na Equacéo (5.18), que descrevem as trajetorias otimas

(extremais) é dado por:

77



—=—a’m,,
dat  u

d¢ _5a
d 24y ?

dn
?=0. (5.19)

O sistema candnico descrito patf;”, nas novas varidveis, possui duas integrais

primeiras:
H,luzzi{élaznfénz}' (5.20)
U
m,=C, (5.21)

uma vez que a Hamiltoniana independé d@ea variavel é ciclica.

A solucado geral do sistema de equacdes, representado pela Equacéo (5.19), € expressa

por:

alt) = % (5.22)
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|5 4,
At)=-al \/; {arctg 5C7al) 1}, (5.23)

e(t) = ser{— al- \/g{arctg ;Cz—a'i) —1}} , (5.24)

3
5 1
2 :%naf +§cz(%—?j, (5.25)
n=C, (5.26)

B=a,m, .

As condigdes iniciais tém sido tomadas tais gl@®=a, e ¢(0)=g,.

As Equacdes (5.22) — (5.26) representam a solucdo do sistema de equacdes candnicas

relativo ao problema de transferéncias 6timas de longa duracgéo realizadas por sistemas
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propulsivos a baixo empuxo e poténcia limitada entre érbitas coplanares e coaxiais em
campo central Newtoniano. Notamos que esta solucdo é mais geral que a obtida por
Edelbaum (1965) através da integracéo direta das equacdes candnicas e com condicdes
iniciais correspondentes a Orbita circular, e estd em acordo com a obtida por Carvalho e
Da Silva Fernandes (2001) e Da Silva Fernandes (2003).

Visto que H;” é uma integral primeira, o consumo 6timo é obtido por simples

quadratura. Das Equacgdes (4.3), (4.8) e (4.13).
J=H%. (5.27)

A aceleracdo otimal'” relativa a transferéncias simples entre 6rbitas coplanares
coaxiais diretas em um campo de forca central é obtida pelas Equacdes (4.8) e (4.18)

por:

0 1

- na/l-e®

+ {2&(1— e’ {%jna +( &) coE + COSV)ITJA}.

Lt

{[ err, sen+(1—e2)n;eserv]r“

(5.28)

A Equacao (5.27) mostra que o consumo de combustivel é proporcional a duracéo da
manobra. Pode-se também mostrar a partir das Equacgdes (5.10) e (5.28) que o valor da

magnitude da aceleracdo meédia 6tima é constante, pois,

H'f:%F'*Z - cte. (5.29)
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5.3 — Trajetdrias Otimas

A solucéo formal do sistema dinamico original definido pela fungcdo Hamiltoniana dada
pela Equacdo (5.1) pode ser obtido através fungdo geri@tridlada pela Equacéo
(5.11). Segue do método de Hori que uma solucdo formal de primeira ordem para o

problema de transferéncia entre O6rbitas coplanares e coaxiais diretas de duragéo
qualquer é dada por:

alt) = al(t)+ 2>

d)=ef) 2>

queresulta em:

15 '
at)=alt)+ %[ 8ed’m, senkE + 4(1— éz)a'ﬂ; senE’]Eé , (5.30)

dt)=¢€(t)+ Z—'j[ll(l— éz)a'n’ senE' +

-
+ (1— ¢?) -2 ¢ sene’ +§ser12 E-L dsersE’ . (5.31)
2 4 12

E
A apostrofe € re-introduzido para indicar as novas variaveis candnicas resultantes da

transformacdo candnica infinitesimal obtida através do método de Hori, que sao

expressas como funcbes de tempo através das Equacdes (5.22) — (5.26). A anomalia
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excéntrica médieE é calculada a partir da equacgédo de Kepler, Equacao (4.20), com a

anomalia média “média” dada por:

M'(t) =M, +f /%dt (5.32)

sendoM, a anomalia média “média” na época. A solucdo definida por (5.30) e (5.31)

estda em acordo com a obtida por Edelbaum utilizando o método de média de

Bogoliubov e Mitropolsky (Edelbaum, 1966).

No Apéndice B na Secao B.2, é feita uma comparacéo entre os resultados analiticos e
numericos, com a finalidade de testa-lhes a validade, pois a constru¢cdo das curvas
extremais é mais simples e direta quando sao utilizados os resultados obtidos pela

solucao analitica.

5.4 — Analise da Condicdo de Suficiéncia para Transferéncias entre Orbitas

Coplanares Coaxiais Diretas

As curvas extremais (Edelbaum, 1964) se constituem numa importante ferramenta na
analise de trajetorias espaciais, pois fornecem resultados que permitem determinar a
existéncia de pontos conjugados, que € o primeiro ponto de tangéncia de um extremal
com a curva que define o envelope de extremais, na determinacéo da trajetéria de menor
consumo de combustivel. Essa analise se inicia na determinacdo da equacdo das

trajetdérias extremais no plamo vs ¢. Assim sendo, a partir da Equacao (5.23) pode-se

obter a equacédo das trajetérias extremais expressa por:

a= cos{\/g (p+a, )]l:cos{\/g (@ + al)Hl. (5.33)
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Para complementar a analise e garantir que uma trajetéria extrema obtida da familia uni-
paramétrica de extremais definida pela Equacao (5.33) represente uma solucéo o6tima, €
necessario investigar a existéncia de pontos conjugados associada a condi¢cdo de Jacobi.
Se ndo existem pontos conjugados, a familia uni-paramétrica de extremais (5.33) define
um campo central de extremais no qual as solugdes 6timas estdo imersas (Elsgolts,
1977; Sagan, 1969). Geometricamente, 0 ponto conjugado € interpretado como o
primeiro ponto de tangéncia de um extremal com a curva que define o envelope de
extremais. Segundo Elsgolts (1977), o envelope da familia uni-paramétrica de extremais

(5.33) é definido pelas equacoes:

a:cos{\/g(qw al)][cos{@%ml)ﬂl,

o _

O’
oa,

de forma que o ponto conjugado ao po(ﬂg,%) do plano de fase sobre o extremal

definido paraa, = a,, € definido pelas equagbes

a =cog (\E (" + alo)jlzcosz (\E (@ + alo)ﬂl , (5.34)

=0. (5.35)
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Portanto, resolvendo-se a Equacédo (5.34), tem-se que o ponto conjugado ao ponto

(a,.9) é dado por

a’=1, (5.36)

@ = gkﬂ+¢70, k=+1%2,... (5.37)

Uma vez que(aDD[O,gj, 0 que corresponde @< e<1, a familia uni-paramétrica de

trajetorias extremais descrita pela Equacdo (5.33) define um campo central de

extremais, de forma que a trajetéria correspondente a um dado valpedgima.

Introduzindo a constante,,

serfk, = cosz(\/%(% + al)J : (5.38)

as Equacoes (5.22) e (5.33) podem ser convenientemente reescritas como:

alt,)= 1 _ (5.39)
= {uj cosk, + (]
VO VO
aserf k, :serf(\/g(qo—qooﬁ koj, (5.40)
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onde

u=n;

sendoy o valor da magnitude da aceleracdo média que, em virtude da Equacgéo (5.10),
€ constante ao longo da manobra. A grandezantroduzida por Edelbaum (1964),

representa a mudanca em velocidade que seria produzida no espaco livre pelo mesmo

sistema propulsivo no mesmo tempo com 0 mesmo consumo de combustivel.

5.5 - Andlise Numérica para Transferéncias entre Orbitas Coplanares Coaxiais

Diretas

Caracteristicas gerais sobre manobras de longa duracéo referentes a transferéncias entre
Orbitas coplanares e coaxiais diretas sdo apresentadas nas Figuras 5.1 — 5.2, nas quais
sdo apresentados graficos de campo de extremais e de curvas transversais (curvas
correspondentes a manobras de mesmo consumo de combustivel para a mesma duracao
de manobra e que também sdo denominadas de curvas de isoconsumo), construidos a
partir das Equagdes (5.39) e (5.40) para diversos valorks eel, conforme descrito

nas Tabelas 5.1 e 5.2 para diferentes valores de excentricidade da orbita inicial. Estas
figuras mostram o incremento minimo de velocidade e as trajetérias 6timas para
transferir um veiculo espacial de uma orbita circular para uma 6rbita eliptica e de
orbitas eliptica. Os valores apresentados nas tabelas seguem uma ordem crescente de

valores, tanto dek, quanto de u. Os valores apresentados pata estao

adimensionalisados. Notamos que o grafico para o campo de extremags parsé 0
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semi-logaritmico, em virtude dos grandes valores de semi-eixo maior obtidos para

alguns valores dé&,.

TABELA 5.1 — Valores dek,.

Excentricidade da orbital k,(graus)
inicial
0.0 5 ]15]| 30| 45] 60] 9O 120| 140 -
0.5 5 ]15]| 30| 45] 60] 9O 120| 140 -

TABELA 5.2 — Valores deu.

Excentricidade da orbital y
.. VO
inicial
0.0 0.100 0.250] 0.35] 0.509 0.7(10 0.830
0.5 0.100 0.300] 0.404 0.50p 0.6q0 0.700

86



0.9 —

0.8 —

0.7 —

0.6 —

0.5 —

Excentricidade

04 —

0.3 —

02 —

0.1 —

0.001

0.9 —

0.8 —

0.7 —

0.6 —

05 —

Excentricidade

0.4 —

0.3 —

0.2 —

0.1 —

0.01 0.1 1 10 100 1000
ala,

0.1

FIGURA 5.1 — Campo de extremais e curvas de isoconsumo (transversais) para

1 10 100
ala,
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FIGURA 5.2 — Campo de extremais e curvas de isoconsumo (transversais) para

e =05.
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Nas Figura 5.1 e 5.2, os valores klg nas curvas extremais, crescem da direita para a

esquerda, enquanto que os valoresideas curvas de isoconsumo, crescem das curvas

interiores para as curvas exteriores.

As caracteristicas gerais sobre manobras de longa duracdo referentes a transferéncias
entre Orbitas coplanares e coaxiais diretas incluidos os termos peridédicos sao
apresentadas nas Figuras 5.3 — 5.5, nas quais sdo apresentados graficos de campo de
extremais e de curvas transversais construidos a partir das Equactes (5.39) e (5.40) e
das Equacgbes (5.30) a (5.31) para diversos valordg @eu, conforme descrito nas
Tabelas 5.3 e 5.4 para diferentes valores de excentricidade da orbita inicial. Os valores

apresentados para estdo adimensionalisados.

Nas simulagBes numeéricas aqui realizadas, tem-se como principal objetivo mostrar a
influéncia dos termos periddicos nas curvas extremais, Figura 5.3, e nas curvas de

isoconsumo, Figuras 5.4 e 5.5.

Na Figura 5.3, sdo apresentados dois graficos, no grafico superior as curvas extremais
sdo construidas sem os termos periddicos, enquanto que no gréfico inferior as curvas
extremais foram construidas com a inclusdo dos termos periddicos. Verifica-se que 0s
valores dek,, apresentados na Tabela 5.3, modificam a amplitude de oscilacdo das

curvas extremais e que esta amplitude diminui a medida que os valorks de

aumentam. Verifica-se que a amplitude de oscilagdo do primeiro extremal da direita

para esquerda apresenta-se de forma acentuada, isto se deve ao fato dokyaser de

pequeno.
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TABELA 5.3 — Valores dek,.

Excentricidade da orbital K, (graus)
inicial
0.0 15122,51 30| 45] 60| 90 -1 -1 -

TABELA 5.4 — Valores deu.

Excentricidade da orbital

u
Vo

inicial
0.0 0.010] 0.030] 0.040] 0.050] 0.060} 0.070
0.5 0.010] 0.030] 0.040] 0.050] 0.060} 0.070
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0.6 —

0.5 —

Excentricidade

0.4 —

0.3 —

0.2 —

0.1 —

0 \\\HH‘ \\\HH‘ \\\HH‘

0.1 1 10 100
ala,

0.9 —
0.8 —
0.7 —
0.6 —

0.5 —

Excentricidade

0.4 —

0.3 —

0.2 —

0.1 —

0 \\\\\H‘ \\\\\H‘ \\\HH‘

0.1 1 10 100
ala,

FIGURA 5.3 — Campo de extremais periddicas pgy& . O
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0.12 —

01 —

0.08 —

0.06 —

Excentricidade

0.04 —

0.02 —

0.8 0.9

0.12 —

01 —

0.08 —

0.06

Excentridade

0.04 —

0.02

il

0.85 0.95
0.9

‘ \ ! |
1.05 1.15
08 11 12

ala,

FIGURA 5.4 — Campo de extremais e curvas de isoconsumo periddicas (transversais)

parag, = Q
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0.54 —

0.53 —

0.52 —

051 —

0.5 —

Excentridade

0.49 —

0.48 —

0.47 —

0.46 \ ‘ \ \ \ ‘

0.8 0.9 1 11 ’ 12

0.54 —
0.53 —
0.52 —

0.51 —

Excentricidade
o
(5]

0.49 —

0.48 —

0.47 —

046 ! \ ! \ ! \ ! \

0.8 0.9 1 11 ' 1.2

FIGURA 5.5 — Curvas de isoconsumo periodicas (transversais)gara
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Na Figura 5.4, como na Figura 5.3, também sdo apresentados dois graficos. No grafico
superior estdo representadas as curvas de isoconsumo construidas sem a inclusdo dos
termos periédicos, enquanto que no grafico inferior as curvas foram construidas
considerando-se a inclusdo dos termos periddicos. Verifica-se que o efeito dos termos
periddicos nas curvas de isoconsumo fica maior das curvas internas para as curvas mais
externas, isto se deve ao aumento dos valoregepresentados na Tabela 5.4. Nesta
andlise as curvas de isoconsumo foram construidas para excentricidade inicial zero

(e, =0). Para as curvas de isoconsumo construidas com valor de excentricidade inicial

diferente de zero estdo representados nas Figuras 5.5. E ressalta-se que a discussao dos

resultados € semelhante a anélise feita para a figura anterior.

5.6 - Conclusofes

Para as manobras de longa duracao, verifica-se que a magnitude da aceleracdo média €
constante ao longo da manobra e o consumo varia linearmente com o tempo. A analise
da condicao de Jacobi mostra a inexisténcia de pontos conjugados e, consequentemente,
a existéncia de um campo central de curvas extremais no plano de fase, de

forma que as manobras realizadas sao realmente otimas. Para os graficos do campo de
curvas extremais e de curvas transversais, correspondentes a manobras de mesmo
consumo de combustivel, foram apresentadas para alguns valores de excentricidade da
orbita inicial. E, foram analisados os efeitos dos termos periédicos no campo de
extramais e nas curvas de isoconsumo. A analise da condicédo suficiéncia mostra que

nao existe ponto conjugado, de forma que as manobras sdo realmente 6timas.

Estes estudos sobre trajetorias extremais e curvas de isoconsumo sdo as bases para o
estudo de trajetdrias espaciais com consumo minimo de combustivel. Esta analise foi
considerada inicialmente por Edelbaum (1964) para transferéncias 6timas entre oOrbitas
circulares e elipticas. Em seus trabalhos Edelbaum considerou somente o caso em que a
oOrbita inicial era circular. Neste trabalho, além das transferéncias estudas por Edelbaum,

considerou-se as transferéncias em que a orbita inicial era eliptica, caso até entdo néo
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encontrado na literatura. Estes dois tipos de transferéncias sdo imprescindiveis para que
se consiga encontrar melhores economias de combustiveis para transportes ou viagens

espaciais.
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CAPITULO 6

TRANSFERENCJAS OTIMAS A BAIXO EMPUXO E POTENCIA LIMITADA
ENTRE ORBITAS COPLANARES NAO-COAXIAIS DIRETAS

6.1 - Introducéo

Neste capitulo é apresentado um estudo completo do problema de transferéncias de
consumo minimo de combustivel entre Orbitas elipticas coplanares ndo-coaxiais diretas,
realizadas através de sistemas propulsivos a baixo empuxo e poténcia limitada em um
campo de forca central Newtoniano, incluindo a analise de condi¢gdes de suficiéncia
correspondente a determinacdo de pontos conjugados — condicdo de Jacobi. Para as
manobras de duracdo qualquer, relativa as transferéncias entre oOrbitas coplanares e nao-
coaxiais diretas, os termos periodicos sédo diretamente calculados a partir da funcdo
geratriz que define a transformacgéo candnica infinitesimal construida através do método

de Hori.

6.2 - Aplicacdo do Método de Hori para Transferéncias entre Orbitas Coplanares

nao Coaxiais Diretas.

Para o problema de transferéncia simples (sem “rendez-vous”) entre oOrbitas coplanares
nao coaxiais diretas em um campo de for¢ca central Newtoniano com duracao fixada

pode-se escolher um sistema de referéncia adequado (sistema que simplifica o problema
em estudo, uma vez que o campo gravitacional é central) de tal fornha=@f2. Uma

vez que ndo existem variagdes impostas sbbeeQ , tem-se quert, e 77, séo nulos.

A funcdo Hamiltoniana médiai" descrita pela Equacgédo (4.24) para o problema em

guestado se reduz a
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1+ecosy 2e

5
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+M(Ej SGI’V(]."‘ ;j{ﬂa”w _ (1_ e2)2 ﬂaﬂM } +
1+ ecosv

(6.1)

2(1— e )2 (

oo 2o | |

Seguindo 0 mesmo procedimento do Capitulo 5, aplica-se o método de Hori para

1
+ cofE + cosv)[1+ jsew{néﬂw - (1— eZFn;aﬂM } +

I+ ecosv

sistemas candnicos semi-generalizados apresentado no Capitulo 3. Segundo as equacdes
de perturbacdo que constituem o algoritmo do método de Hori Equacdes (3.23) — (3.24),

tem-se que:

Ordem zero:

98



H, =Hy’ (6.2)

onde H,” denota o termo de ordem zero da nova fungdo Hamiltoniana. Este termo

corresponde ao nucleo integravel da Hamiltoniana origitialdada no Capitulo 4 na
Secdo 4.5.1.

Ordem um:

{Hosf=H"-HY, (6.3)

sendo H; fungdo Hamiltoniana méxima expressa na Equacéo (6.1) que descreve as

trajetérias extremais para o problema de transferéncias entre Orbitas coplanares nao-

coaxiais diretas em um campo de forca central Newtoniano.

A fim de determinar a nova fungdo Hamiltoniad&'e a fungdo geratris , introduz-se

o0 sistema canonico integravel definido por:

da _ oHy' dr, _ oH}"

dt o, dt da

de _ 0Hy" drr, _ oHy’

dt adrm, dt de

(6.4)

dw _ oHy' dr, _ oH}"

dt o, dt 0w
dv _ oHy dm, _ oHy"

dt  ar, dt oM

A solucéo geral deste sistema candnico integravel, é dada por:
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e=e, =TT,
w=w, m, =TT,

M = /%HMO Ty =Ty, (6.5)

ondea,, &, w, M,; 7, , 71, , 7T, €1, S&O constantes com respeitb.a

Introduzindo a solug&o geral do sistema candnico integravel, expresso na Equacéo (6.5),
na Equacgao (6.3), esta se reduz a:

0 ,
d—Stl:Hf—Hl'], (6.6)

Para resolver a Equacéo (6.6) e determinar a nova funcdo Hamiltoniana e a funcgao

geratriz, aplica-se o principio de média, resultando em:

Hy = (H") (6.7)

)
t

S, = [(H2 = (H") ot (6.8)

onde o simbolc{ >t denota a média com respeito ao terhpo
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Seguindo o procedimento proposto por Hori, tem-se que a nova fungdo Hamiltoniana

H;” e a fungdo geratriS, da transformagdo candnica sdo expressas, em primeira

ordem, por:
Ordem zero:
H'OD: £37TM0- (6.9)
\/ a,
Ordem um:
_ 2
= 2t et - B 610
2U 2 2e

1

s a2
S =% a_s{ &senEa’rr; + é} ez)senEaﬂaﬂe - 4M cosEarm, T, +
\/ U

e

+h-¢ — esenE + > ser2 E- - eserBE m+
4 4 12
(6.11)

1

bi-e?)
e

> et:osE+1(e2 - 1)0032 E+-> ecossE T, +
4 4 12

eZ

+—1K§— éj asen E—E@— éjsenZ E+ieserBE}nf,}.
4 2\ 2 12

Por simplicidade de notacdo omitimos o apdéstrofe que denota as novas variaveis

resultante da transformagéo infinitesimal gerada §orA nova fungdo Hamiltoniana

H;” contém a parcela relacionada diretamente a aceleragéo propulsiva média.
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A nova fungdo Hamiltonian&l}”, é, por construgdo, fungdo das constantes arbitrarias
de integracdo da solucao geral, dada na Equacao (6.5), do sistema auxiliar de Hori. A

funcéo geratrizS, é funcdo das constantes arbitrarias de integracéo e do tempo

6.2.1 — Solug&o do Novo Sistema Dinamico

As equacdes de movimento correspondentes a fungdo Hamiltdd|dneepresentada

naEquacao (6.10), que descrevem as trajetorias 6timas (extremais) sao dadas por:

da_4a’

. u °

de_5 al-¢?)

dt 2 p ¢

do_(5-4¢?)a

dt 2¢2 p °©

dn, _ 6’ . 5(-¢) . [(5-4¢)
gt u * 4 4’ °

an,, _ (6.10)
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A fim de obter a solugdo do sistema canbnico governado pela nova fungao

HamiltonianaH'", que descreve as manobras de transferéncias 6timas de longa duracgéo
entre Orbitas coplanares e coaxiais diretas (Edelbaum, 1965; Marec e Vinh, 1980)

utilizaremos duas novas transformacdes candnicas descritas a sequir.

Consideremos a transformacao de Mathieu definida por:

e=serng, (6.11)

m,=\1-¢e*m,, (6.12)

@ e

as demais varidveis permanecem inalteradas. A Hamiltomi&né invariante sob esta

transformacéo, sendo expressa nas novas variaveis como:

H!P = %{43277; +§nj +%(5cotgzqo+l)nj} : (6.13)

N

A funcdo HamiltonianaH;” é uma integral primeira do movimento, uma vez que ela

ndo depende explicitamente do tempo. Sendo o sistema canénico descHto,puas

novas variaveis, as variaveis de estado ficam expressas por:

—=—7r, 6.14
gt (6.14)
d¢ 5a

=%, 6.15
dat 2u ? (6.15)
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da 1a
=% = =2 scotg? p+1)7 6.16
- 2ﬂ( ¢ o+1), (6.16)

e as variaveis adjuntas por:

A7, _ 600 5 o (=501 ) (6.17)
dt *4u? 4u “ '

d

% :Egﬂf,cotg(pcosse?:(p, (6.18)
dat 2 u

dr,

w0 6.19

o (6.19)

A fim de determinar a solucdo do sistema dado pelas Equacbes (6.14) a (6.19).

Utilizaremos ¢ como a variavel independente, de maneira que o novo sistema fica

eXxpresso por:

da_3827 (6.20)
dp 5 1,
d_C() :(E+Cotgz (0)&' (621)
dg \5 m,
2
dﬂa = —6a§—iﬂw —wi, (622)
do m, 2a 10a m,
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7,

dg

_ T,
= cotg@cosset p—= .
]TW

Fazendo uma nova mudanca de variavel para:

da_8 _,

— =-a’m,,

dé 5

dg

_:ﬂ'

dg 7
d—w=[i+cotgzqojﬂ
dg |5 “

Por outro lado, tem-se que da integral primeira

M, + 1, cossec’ ¢ = 1T, + 71, COosecC g,

que

M, = 77,\/cossedk, - cosseé g,
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(6.24)

(6.25)

(6.26)

(6.27)

(6.28)



onde,

2
m, + 1T, cosset g,

Vs

Wy

cosseék, =

Por Substituicdo da Equacao (6.28) na Equacéao (6.26), tem-se que

arccoE cosqoj - arccoE COS%] = 11, cossed; (6? - 6?0) : (6.29)
cosk, cosk;

Introduzindo a variavet :

r= arccoE cosgoj : (6.30)
cosk;
onde
co®= co¥, COST . (6.31)

Por substituicdo da Equacéo (6.30) na Equacéao (6.29), tem-se que

r -1, =1, cossek, (0-6,). 6.32)

Desde que a equacao pai(l) € conhecida (é a mesma do caso anterior) é possivel
obter 8(t) e conseqiientementet). Portanto, a expressdo para 0 semi-eixo maior,

obtida por integracéo do sistema de equacdes, dado pela Equacéao (6.10), é dada por:
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alt) = % . (6.33)
1+420(1H;Dt2 - Btj

2

Das Equacdes (6.24) e (6.33), obtém-se

t

ot)=6,=[ — lao dt. (6.34)
1+a°(H'lmt2—Btj
M\ 2

Das Equacdes (6.26), (6.27), (6.28) e (6.32), obtém-se a equacado para o argumento do

pericentro,

w= —g (r-r,)serk, + arc{gtgcosset, )- arc{gtg, cosse, ). (6.35)
Introduzindo a constante, :

K, =gr0 serk, — arc{gtg, cosseg, ), (6.36)

com 7, obtido da Equacéao (6.31).

Desta maneira, a expressdo para o argumento do pericentro, expresso pela Equacéo

(6.35), pode ser reescrita como:

w=k, + arclgtgcossetk,) —g rsenk, . (6.37)

A solucédo geral do sistema governado pela Equacao (6.10) é
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alt) = % , (6.38)

7, cot 7T, cot
w(t):arcco% « CO0P — | —arcco w O10%

(72 + 72 cotg? @) (2 + 2, cotg? )2

1
T,

4 " { m; + 1., cosselg, |2 B
E( L . )% arcco (n;‘; +7Tf,0 cotgz%) cosg,
m, + 1, cossetq,
(6.39)
1
areco m, +m;, cossetg, |2 cosy
7, + 7, cotg’ @) |
1
cosp= T, + 7 cotg’ @y Eco (5)2 B, + B, cossetgq y
. (72 + 7, cossetq) 2) | 572 +(1+ 5cotg @ )2,
(6.40)
2
1- Z(aojn%t g
X arccos ad T +arctg w 9% T
{1—4{?5)7% + z(‘fjH'lth}z (7 + 72, cosset )

As Equacdes (6.38) — (6.40) representam a solucdo do sistema de equacdes candnicas
relativo ao problema de transferéncias 6timas de longa duracao realizadas por sistemas
propulsivos a baixo empuxo e poténcia limitada entre drbitas coplanares e nao-coaxiais

em campo central Newtoniano.
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6.3 — Trajetorias Extremais

A solucéo formal completa em primeira ordem requer a inclusdo dos termos de curto

periodo, obtidos da fungéo geratBz Portanto,

) =al(t) +
o,

a

() =€)+ 2
orr

e

w(t) = @ (t) +§_Sl

ﬂw

com S dada pela Equagao (6.11). Explicitamente, tem-se

15
a(t)=a'(t)+ \/Eg[ 84°77, senE + 41— €2 )a' 77, senk’ -
o , (6.41)

E

- 4—(1_ ,elz) ar, cosE’}
€ €,

dt)=¢(t)+ Z—'z[ll(l— éz)a'ﬂ; senE' +
(6.42)

g

+(1— ¢2] -2 gsent’ + S sere E - ¢ serBE T+
4 4 12
1

— ’2 R
1-¢ )2 EécosE’+1(e'2— C)cosZE’+ié cos3E' |77,
4 12
E)
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_g?
+MF écosE +1(e'2— 30032E+ie‘cos3E'}n;+ (6.43)
4 4 12
e

+— [E— ézje’ senkE’ —E[E— éZJ se2 E +ié serBE' |7z,
4 2\ 2 12

12
€ £

A apostrofe é re-introduzido para indicar as novas variaveis canonicas resultantes da
transformac@o candnica infinitesimal obtida através do método de Hori, que séo
expressas como fungbes de tempo através das Equacbes (6.38) — (6.40). A anomalia
excéntrica médieE é calculada a partir da equacao de Kepler, Equacéo (3.20), com a

anomalia média “média” dada por:

M) =M;+[ [t
vl , (6.44)

sendoM, a anomalia média “média” na época.

No Apéndice C na Secédo C.2, é feita uma comparacdo entre os resultados analiticos e

numeéricos.

6.4 - Analise da Condicdo de Suficiéncia para Transferéncias entre Orbitas

Coplanares nao Coaxiais Diretas

Para complementar a analise e garantir que uma trajetdria extremal obtida da familia

uni-paramétrica de extremais definida no plano de tasgersus¢ represente uma

solucédo Otima, é necessario investigar a existéncia de pontos conjugados associada a

condicéo de Jacobi (Elsgolts, 1977).
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Combinando as Equacdes (6.35), (6.37) e (6.30) pode-se expressano fungcao de
¢.

a)=—ﬂsenkl arccos > |~ arccos 2% ||+
5 cosk; cosk;,

+arcco cotgp —arcco coge,
cotgk; cotgk;

A Equacéo (6.45) define uma familia uni-paramétrica de curvas extremais naaplano

(6.45)

versus¢, cujo envelope é definido por:

“r a)(¢D, klo) ) _gsenklo{afCCOE cosp j - arccoE oS j} +

cosk,, cosk,,
cotgk,, cotgk,,

A existéncia de pontos conjugados € investigada através da condicdo de Jacobi, que é
obtida diferenciando-se a solucdo (6.45) em relagigoeaigualando o resultado a zero.

Portanto, tem-se,

% <o (6.46)

A Equacéo (6.46) define a condicao de ponto conjugado de forma que(qa?)k{p) do

plano de fase. versusg¢ sobre o extremal definido pata= w(goD, klo) é definido pela

equacao
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_gCOSl(lO{arCCOE cosp J - arccoE COS% ]} —ﬂsenklo - cowsenk,

+
coskK,, cosK,, 5 cod o [1- cos ¢
" cos’ ky

N cogy, senk,, _ 1+tg’ kg, L1 g°ky 0

—$n2 $n2
codk, [1- cos’ ¢, 9o 1 tg2 Ko 9a 1 tg Ky,
cos’ k;, tg’ @ tg’ @

(6.47)

Simplificando, e introduzinda na Equacao (6.47), tem-se que 0 ponto conjugado ao

ponto (¢, k,,) dado por:

(1—% sef kljser(r -1,) —gcos2 k,(r-7,) semserr, =0. (6.48)

O primeiro ponto em que a Equacao (6.48) se anula apés o ponto inicial de um extremal
€ chamado de ponto conjugado. Cada extremal do presente problema tem ponto
conjugado correspondente a raiz da Equacéo (6.48). Portanto, Equacéo (6.48) define o

lugar geométrico dos pontos conjugados no planodasersus¢ .

Para determinar o consumo de combustivel necessario para realizar uma manobra de
longa duracao, notamos a partir das Equacoes (4.3), (4.8), (4.10) e (6.10), que a integral
primeira H’"corresponde a taxa de variagdo temporal da variavel de condymo

consequentemente,

[
I

T

—

I
N
<

-

(6.49)
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6.5 — Analise Numérica para Transferéncias entre Orbitas Coplanares N&o-

Coaxiais Diretas.

Caracteristicas gerais sobre manobras de longa duracéo referentes a transferéncias entre
oOrbitas coplanares e néo-coaxiais diretas sdo apresentadas nas Figura 6.1, na qual é
apresentado o grafico do campo de extremais e 0s pontos conjugados, construido a

partir das Equacdes (6.45) e (6.48).

200 —
180 —
160 —
140 —
120 —

100 —

w, Graus

80 —

60 —

40 —

20 —

0 40 80 120 160 200

FIGURA 6.1 - Estrutura de um extremal paggp = 45".

As caracteristicas dos extremais e dos pontos conjugados podem ser vista na Figura 6.1.

Esta figura mostra o argumento do pericentro em funcad@ de apresenta cinco
extremaisA, B, C, D eE. A linha pontilhada representa o envelope de extremais, obtida

a partir da Equagéo (6.48). As cincos extremais partem do pggsd5 e w=0

correspondendo respectivamente aos val&red5 e k=30 paral ~, k=45 para

" el eparak=15 e k=30 paral*. Os pontos conjugados, tal como o ponto 3

pela trajetériaB, sdo os pontos de contato das trajetérias com o0 seu envelope de
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extremais ™" ou . A trajetéria C, ponto conjugadoy”, corresponde ao valor

k’=¢ =45,

O extremalC é um extremal critico que divide o espaco de fase em dois ou mais
conjuntos de extremais. Para o extre@abs pontos 1, 2 e 3 coincidem no pomptg e

0 ponto conjugado ocorre, quando o extre@abrna-se em um minimo absoluto e um

minimo local.

Para as Figuras 6.2 e 6.3, com valores iniciaigpde30" e ¢, =60 respectivamente,

mostram a mesma estrutura de extremais apresentados na Figura 6.1 considerando

diferentes valores dk.

200 —
180 —|
160 —
140 —
120 —

100 —|

w, Graus

80 —

60 —|

40 —

20 —

0 40 80 120 160 200
@, Graus

FIGURA 6.2- Estrutura de um extremal paga=30".
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160 — r /
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120 —|

100 —

w, Graus

80 —

60 —|

40 —

20 —|

0 40 80 120 160 200
@, Graus

FIGURA 6.3 Estrutura de um extremal pagg =60’ .

6.6 - Conclusodes

Neste capitulo tem sido desenvolvida uma teoria completa baseada em transformacdes
canbnicas para o problema de transferéncias 6timas entre Orbitas elipticas coplanares
nao-coaxiais realizadas por sistemas propulsivos baixo empuxo e poténcia limitada em
campo central Newtoniano. Para as manobras de longa duracéo, verifica-se que a
magnitude da aceleracdo média é constante. A analise da condi¢cdo de Jacobi mostra a
existéncia de pontos conjugados. Uma solucao formal, incluindo os termos de primeira
ordem, é facilmente obtida através da funcéo geratriz construida através do método de

Hori.
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CAPITULO 7

TRANSFERENCIAS OTIMAS A BAIXO EMPUXO E POTENCIA LIMITADA

ENTRE ORBITAS NAO COPLANARES COAXIAIS DIRETAS

7.1 - Introducéo

Neste capitulo € apresentado um estudo do problema de transferéncias de consumo
minimo de combustivel entre 6érbitas elipticas nao-coplanares coaxiais diretas,
realizadas através de sistemas propulsivos a baixo empuxo e poténcia limitada em um
campo de forca central Newtoniano, incluindo a analise de condi¢cdes de suficiéncia
correspondente a determinacdo de pontos conjugados — condicdo de Jacobi. Para as
manobras de duracdo qualquer, relativa as transferéncias entre Orbitas ndo-coplanares
coaxiais diretas, os termos periodicos sao diretamente calculados a partir da fungéo
geratriz que define a transformacgé&o candnica infinitesimal construida através do método

de Hori.

7.2- Aplicacdo do Método de Hori para Transferéncias entre Orbitas n&o

Coplanares Coaxiais Diretas.

Para o problema de transferéncia simples (sem “rendez-vous”) entre 6érbitas nao-
coplanares coaxiais diretas em um campo de forca central Newtoniano com duragao
fixada pode-se escolher um sistema de referéncia adequado (sistema que simplifica o

problema em estudo, uma vez que o campo gravitacional é central) de tal forma que
| =90° e w=0". Uma vez que nao existem varia¢cdes impostas sobretem-se que,
71, e i1, sdo nulos e faz-se uma rotacdo em torno do @&pcomo mostra a Figura
7.1, onde a linha dos apsis coincide com a linha dos nodos. Neste caso, a funcéo

HamiltonianaH" descrita pela Equac&o (4.24) para o problema em questdo se reduz a
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! Linha dos apsisr————f:\"*x\

Linha suporte do semi-latus retum = oz

FIGURA 7.1 — Rotacdo em torno da linha dos apsis.

H) =n, +Fa21(1—?){%( ke cos2|/)[2aes'ra + (1—e2)ﬂe]2 +

2
+aaf1-¢ )T?j 2+ a2(l-¢ )2(;_1)( COE +Cosv )7L, 7T, + (7.1)

+( & (cosE +cosv ) 72 +%gj2[ B co2(w+ V)]ITQZ}

Seguindo 0 mesmo procedimento adotado no capitulo anterior, teremos que a nova
fungdo HamiltonianaH” e a fungdo geratrizS, da transformagdo candnica s&o

expressas, em primeira ordem, por:

H'l'jzi{4a2ﬂ2 +§(1—ez) + (1+ b ”ﬁ} (7.2)
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S = % \/%{ &senEa’r + él— é)senEanazre +

+(1— &) -2 een E+§ser12 E-L esersE T+ (7.3)
2 4 12

4. 1L . _[g e éjsen E+1(1+ é}senZ E—ieserBE i
1-¢e 4 2\ 2 12

A fim de obter a solucdo do sistema candnico governado pela nova funcéo
HamiltonianaH", que descreve as manobras de transferéncias 6timas de longa duragéo

entre drbitas ndo-coplanares e coaxiais diretas (Edelbaum, 1965; Marec e Vinh, 1980)

utilizaremos duas novas transformacdes candnicas descritas a seguir.

Consideremos a transformacao de Mathieu definida por:

e=seng (7.4)

” . (7.5)

as demais varidveis permanecem inalteradas. A Hamiltohi&na invariante sob esta

transformacao, sendo expressa nas novas variaveis como:
=— 4+
2U 5

H"= a {4a2n§ +gnj+g[l tgzwjné} (7.6)

O sistema dindmico descrito pdd;”, nas novas varidveis, possui trés integrais

primeiras:
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A solucéo geral do sistema governado pela Equacao (7.6) é

alt)=— 1ao !
1+‘5‘0(H;Dt2 - Btj
H o\ 2

sep= selk, cosr

4 tgp
Q=-—\7—-1,)cosk, +arccos—— |+arcco
4 {r-ro)cosk,+arcco 9% | accof

e=seng

onde

co
I, =arcco Ot |
cosk,

9%

tgk,

|

(7.7)

(7.8)

(7.9)

(7.10)

(7.11)

(7.12)

(7.13)

As condiges iniciais tém sido tomadas tais a{f§ = a,, €, =seng, e Q(O) =Q,.
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As Equacdes (7.10) — (7.13) representam a solucdo do sistema de equacgdes candnicas
relativo ao problema de transferéncias 6timas de longa duracao realizadas por sistemas
propulsivos a baixo empuxo e poténcia limitada entre orbitas ndo-coplanares coaxiais

em campo central Newtoniano.

7.3 — Trajetorias Extremais

Para as manobras de duracao qualquer, os termos peridédicos devem ser incluidos. Segue
do método de Hori que uma solucdo formal de primeira ordem para o problema de
transferéncia entre érbitas ndo-coplanares coaxiais diretas de duracdo qualquer € dada

por:

15 '
alt)=al(t)+ \/%[ &senEa’sr, + 41— ¢)an, senE']Eé (7.14)

dt)=¢(t)+ 2—'2[4(1— &2)a 72, senk’ +

o (7.15)
2y 5 , 3 1 :
+ (1— e {——ésenE +—sem E -—¢€serBE }n’e
4 4 12 .
SO | 9
of)=a()+. |2 H_ o esjsene .
[-¢2) 4
H , (7.15)

E
1(1+ éstenZE—iéserBE’ 7,
2\ 2 12

E
A apostrofe € re-introduzido para indicar as novas variaveis canonicas resultantes da

transformacdo canonica infinitesimal obtida através do método de Hori, que sao

expressas como funcbes de tempo através das Equacbes (7.10) — (7.13). A anomalia
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excéntrica médicE é calculada a partir da equagédo de Kepler, Equacao (3.20), com a

anomalia média “média” dada por:

M'(t) =M} + t\/:’,"dt
e (7.16)

sendoM, a anomalia média “média” na época.

No Apéndice D na Secédo D.2, é feita uma comparacao entre os resultados analiticos e

numericos.

7.4 - Andlise da Condicdo de Suficiéncia para Transferéncias entre Orbitas ndo

Coplanares Coaxiais Diretas

Para complementar a analise e garantir que uma trajetoria extremal obtida da familia
uni-paramétrica de extremais definida no plano de fasgersus¢ represente uma
solucédo Otima, é necessario investigar a existéncia de pontos conjugados associada a
condicdo de Jacobi (Elsgolts, 1977). Repetindo o procedimento descrito no Capitulo

anterior, tem-se que:

Q= —g (r—1,)cosk, + arccoEttg—z] + arccoEttZ—fi’J (7.17)
e,

90 _

20 (7.18)

de forma que o ponto conjugado ao pof;vB, klo) do plano de fase sobre o extremal

definido paraQ = Q(¢D,k10) é definido pela equacao
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__4 tgg tg%j
Q=-—(r-r,)cosk,+arccos—— |+arccos—- (7.19)
5\ ~Toloosks Etgkmj Etgkm

0Q

- —0 (7.20)

k10

Portanto, resolvendo-se as Equacgfes (7.19) e introduzindtem-se que o ponto

conjugado ao pont@ = Q(qd],klo) € dado por

(1—ﬂ cod kljcos(r -7,) ~Zsert k,(r —1,) cog cost, =0
> 5 (7.21)

A Equacao (7.21) define o lugar geométrico dos pontos conjugados, ou seja, 0 envelope

de extremais no plano fasg versusg.

A fim de calcular o consumo de combustivel necessario para realizar uma manobra de
longa duracéo, notamos a partir das Equacdes (4.3), (4.10), (7.2) e (7.6), que a integral
primeira H}” corresponde a taxa de variagdo temporal da variavel de condumo

conseqiientemente,

(7.22)

7.5 - Conclusfes

Neste capitulo foi feita a aplicacdo do método de Hori baseada em transformacfes
carbnicas para o problema de transferéncias Otimas entre Orbitas elipticas nao

coplanares coaxiais realizadas por sistemas propulsivo a baixo empuxo e poténcia
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limitada em campo central Newtoniano. Para as manobras de longa duracéo, verifica-se
que a magnitude da aceleracdo meédia é constante. Uma solucdo formal, incluindo os
termos de primeira ordem, € facilmente obtida através da funcédo geratriz construida

através do método de Hori.

124



CAPITULO 8

CONCLUSAO

8.1 - Introducéo

Nesta tese tem-se estudado o problema de transferéncias 6timas a baixo empuxo e
poténcia limitada entre Orbitas elipticas quaisquer particularizando os seguintes casos:
1) Analise das transferéncias entre drbitas coplanares coaxiais diretas, 2) Transferéncias
entre Orbitas coplanares néo-coaxiais diretas e 3) Transferéncias entre Orbitas n&o-
coplanares coaxiais diretas, estudadas nos capitulos 5, 6 e 7, onde utilizou-se o0 método
de Hori para a obten¢éo da solugédo em primeira para o problema de transferéncias.

8.2 — Andlise do Problema de Transferéncia Estudado

O problema de transferéncias entre Orbitas elipticas realizadas através de sistemas
propulsivos a baixo empuxo e poténcia limitada em um campo de forca central
Newtoniano tem sido analisado, utilizando-se a abordagem candnica sem-generalizada
desenvolvida por Da Silva Fernandes. Para o problema de transferéncias de longa
duracdo entre Orbitas quaisquer, sdo obtidas solu¢cdes analiticas completas para o
problema de transferéncias entre oOrbitas coplanares coaxiais diretas, para o problema de
transferéncias entre O6rbitas coplanares néo-coaxiais diretas e para o0 problema
transferéncias entre érbitas ndo-coplanares coaxiais diretas. Sao incluidas as analises de
condicbes de suficiéncia correspondentes a determinacdo de pontos conjugados —
condicéo de Jacobi. Os termos periddicos sao diretamente calculados a partir da fungéo
geratriz que define a transformagdo candnica infinitesimal construida através do método
de Hori. O que difere este trabalho dos trabalhos de Edelbaum e do Marec, basicamente
€ a determinacdo da funcdo geratriz pelo método de Hori na determinacdo dos termos

periodicos envolvidos na transferéncia orbital acima citadas.
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As principais contribuicdes deste trabalho foram:

a) Desenvolvimento analitico em primeira ordem para o problema de

transferéncias entre érbitas coplanares coaxiais diretas,

b) Desenvolvimento analitico em primeira ordem para o problema de

transferéncias entre érbitas coplanares nao-coaxiais diretas,

C) Desenvolvimento analitico em primeira ordem para o problema de

transferéncias entre érbitas ndo-coplanares coaxiais diretas,

d) Construcéo das trajetdrias extremais e as curvas de isoconsumo para as

transferéncias entre érbitas coplanares coaxiais diretas;

e) Estudo numérico complementar para comparar com o0s resultados

analiticos encontrados para as transferéncias aqui estudadas;

f) Como contribuicdo mais importante neste trabalho, foi aplicacdo da
teoria de transformacdes candnicas associadas aos sistemas candnicos semi-
generalizados e a teoria de integracdo do método de Hori, desenvolvida por Da
Silva Fernandes, para a obtencdo da solucdo analitica completa em primeira

ordem de transferéncias espaciais.

8.3 — Proposta Para Trabalhos Futuros

A sequéncia imediata deste trabalho é a construcdo das superficies de isoconsumo para
as transferéncias entre 6rbitas coplanares nao-coaxiais diretas e transferéncias entre

orbitas ndo-coplanares coaxiais diretas, incluindo os termos periddicos.

Encontrar as equacfes para as transferéncias entre orbitas coplanares coaxiais diretas,
transferéncias entre drbitas coplanares ndo coaxiais diretas e transferéncias entre orbitas
nao-coplanares coaxiais diretas em elementos orbitais n&o-singulares, Construindo as
trajetérias extremais e as curvas de isoconsumo nesse novo conjunto de elementos,

comparando os resultados obtidos nos elementos orbitais classicos.
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Encontrar a solucdo completa para o problema de transferéncias 6timas a baixo empuxo

e poténcia limitada entre orbitas elipticas quaisquer.

Enfim, ainda existem muitos fatores a serem estudados nesse problema. Os resultados
analiticos obtidos neste trabalho servem como base para um estudo numérico mais

aprofundado.
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APENDICE A
DETERMINACAO DA MATRIZ JACOBIANA

E apresentada aqui a determinacdo da matriz de transformacéo de elementos cartesianos
para elementos orbitais desenvolvida por Da Silva Fernandes (1995) e utilizada no

desenvolvimento deste trabalho.

A.l1 - Construcao da Matriz de Transformacéo

A derivada da matriz Jacobiana de derivadas parciais de elementos cartesenos

com respeito aos elementos Kepleriaa@se | ,Q eM , € obtida usando a nocéo de

variacdo e uma propriedade da transformacao inversa, segundo a qual

oY (A.1)

A inversa da transformacéo definida pelas Equacgfes (4.15) — (4.20) é dada por
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, (A.2)

onde o vetor excentricidadé, o vetor momento angulah e o vetor nodalN,
mostrado na Figura Al, sdo dados por

&= V;h —%, (A.3)
h=Fxv, (A.4)
N=kxh (A.5)

Ondex denota o produto vetorial.
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FIGURA A.1 - Representacao dos vetoréesh e N.

Considere as variacoes e v expressa, no sistema de referéncia movel, por

X = O + s+, (A.6)
OV =AU + WS+ OV . (A7)
Entdo, das Equacdes (A.2) — (A.7), as variacbes dos elementos Keplerianos

introduzindo as variacded e & dos elementos Cartesianos sao dadas por

2 o 2
Jazz(ﬁj T o (A.8)
r r U
" - 2
L L (A.9)
L[ae 2uae a
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&o:{§+ NmzN}cotga)—i JOe N+ e[aN [cosseev, (A.10)
e N Ne
a = h?n cotgl —@cossect, (A.11)
h h
X = N D?\I cotgQ —@cosse@ , (A.12)
N N
__ 1 {r & _ f?+cosga-e] (A.13)
esenE| ra a

Sendo as variacdes dos vetogesh e N expressas por

Jezi{[\édf— vv,0, +(h+ rvs)d/]f+

+ —vrv35£+(vf—gj5/7— hd'u—rvrd/}§+ (A.14)
+ [Vz _gjag -rv, &N}VV}
She -\ a7+ (VA - BWs+(\AE - V.1 + roVW, (A.15)
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ON = [(v,0¢ -v,dn +r &) sen codw+v)-(v,d —r dv)cosl Jf +
+ [— (.08 -v,dn +r ) set se{w+v)-v, cosld’(]§+ (A.16)
+[(v, 0 —rdw) sen ser{w+v)+v, ser codw+v)d7 .

Onde v, e v.denotam as componentes radial e circunferencial do vetor velocidade

respectivamente.

No sistema de referéncia mével os vetogesh e N e os vetores unitarios, j,k sédo

escritos como

& :(hvs —1jr“— hv o (A.17)
I I

h= hwv= A/ pdl- €W, (A.18)

N =h ser codw+V)f —h sen sef{w+v)3, (A.19)

i =[ cocodw+v)- se@ser{w+v)cosl |f -
~[ cofaserf{w+v)+ se cow+v)cosl]s+ (A.20)

+ sedsenlw

j= [serQ cos(a)+ V) + co%2 ser(a)+ V)cosl ]f +
+ [— se@ ser{w+v)+ cof codw+ V)COS|]§ - (A.21)

- cof)senlw
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k = sef{w+v)senlf +codw+V)senls+cosiW. (A.22)

Substituindo as Equagdes (A.17) — (A.22) nas Equacdes (A.8) — (A.16), Explicitamos as

variagdes dos elementos Kepleriarmg « ,| ,Q eM em termo das variacoe¥ e &

dos elementos Cartesiandse V. Neste ponto substituimos a variagdo da anomalia

excéntricakE pela variacdo da anomalia médih.

M = (LjdE— senkEde. (A.23)
a

Deste modo encontra-se

2 A2
aza:z(ﬁj o+ B g A17e (Ejd/, (A.24)
r 1-¢ n \r
2
d'e=%(1—e2)cosE5£+sem5/7+ 17€ senvau+
r a na
(A.25)
_ 2
syi-e (cow + cosE)dv,
na
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SeNV e (cosv+e)5 ,cotgl

= e adl-e?) T

1
2

x( cds 009—( %ez) serEsena))JZ—

(A.26)

[ _ A2 1 _ 42
_Vi-e cosvdu + 1-e (1+ L jservd/—

nae nae 1+ ecoso

COth (Lj selw+ V)dN,

) nayl-e? \a

;(LJCOE(CU+ v)ow, (A.27)
na/l-e* \a

1
2

a =%( cds sew+( *¢) serEcosijZ+

L
=1 (— o cav+( 1) ser’Esena)j55+

- r senl
(A.28)

1 r
+ — |senw+V)ow,
nasenlx/l—ez[aj r( )

M =

cosvon +

-3 _ a2
_(1 € cosE)Sem&q\/l e
revl-e* ae

— 2 —
+ (1 © )( 2e +009/de— (A.29)
nae \ 1+ecosv

_(-¢)

(1 + 1 j servov.
nae 1+ ecosv
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aa o5
oe on
ow o
=0, : (A.30)
a A
xQ N
M oW
de forma que a solugéo das equacdes adjuntas s&o expressas por
R
ﬂe
P, T,
_ (A¢_1)T _ (A.31)
Py 71,
”Q
L7 |

Os vetoresp, e p, estdo representados explicitamente no Capitulo 4 na Secdo 4.5.1

pelas Equacgbes (4.17) e (4.18). Um vez que as variacOes elew sdo dadas no
sistema de referéncia movel os vetores adjuntos sdo também obtidos do sistema de

referéncia movel (sistema de Gauss).
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APENDICE B

RESULTADOS NUMERICOS PARA TRANSFERENCIAS ENTRE ORBITAS

COPLANARES COAXIAIS DIRETAS

B.1 - Introducao

Neste apéndice é feito um estudo numérico comparativo para transferéncias entre
Orbitas coplanares coaxiais diretas através de sistemas propulsivos de baixo empuxo e
poténcia limitada em um campo de forca central. Na primeira parte desta analise é feito
um estudo comparativo numérico entre os resultados obtidos na sua forma analitica
completa em primeira ordem, com os resultados obtidos por integracdo numeérica
utilizando o método de Runge-Kutta de quarta quinta ordem. Na segunda parte é
apresentado um estudo comparativo com valores médios de excentricidade e semi-eixo

maior com sua respectiva solucéo peridédica em primeira ordem.

B.2 — Validacdo Numérica

As equacOes de movimento sdo obtidas da fungcdo Hamiltoniana dada pela Equagao

(5.1) através do software Maple V, sendo expressas por:

ga_ _Lez){ 2(1-cos2)(2am, +(1-€ yr,)ae+

+8a (l+ecos?yr, +4a(1-é )(l+ecosy )(cosE+cosv)ﬂe}

de_1 a

s (1-e2){ (1cos)(2aa, +(1-€ yr,)(1-€%)+

+4afl-e )(1+ecos JcosE+ cosr), +2(1-8) (cosE+cosv)2ne}
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{ 2(1cos2)(2ae  +(1%e7y, )B, +8a(ltecos)’m’ +

a
(1-¢*)
1 (1

+4(1-8 )(1+ecoy )(cosE+cosv)na7Te}—% 1 {5 (1-cosk)(2aer, +
-e

+  (3-m)*H %a (l+ecosdyr,” +4a(1-é )(1+ecos )(cosE+cosv)rr, T, +

+ (1-8) (cosE+cosv)2n'§}

drn
dt

e__1 a _ ]
= Zm{ (:l_'COBZ)(Z%a + (1 é )Te )(ZaTa 2eﬂe)+

+ 8a (1+ecog)cosvir: — 8ae(Hecoy )(COSE+COV) T, iT, +

+  4afl-e)eos (cosE+cosm)m, -4(1-e)(cosE+cow ) er } -

_%{1 (1caos2)(2ag +(1-B7, )+ 4& (L+ecow)?m +
(1-e9)° (2

+4a(1-é )(1+ecoy )(cosE+ao 7j,r, + (1-&9 (cosE+cosv)’m? }+

+{_ﬂ&)[ser‘2"(2 aer, + (1— é)ne)2 - &4 *e cow)sevr’ -

- d 2¢’) coB + cowlesenvir,r, - 4 &) *e cos)servm,, -
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o2 ((com + cos)serure] ¢ Zfe(;gffsew]}+

+{_ﬂlf7)[_ é( 2 ez)( * e cow)senvr, i, - (B.1)
~ (22¢?f( cor + coy)senEnj%}

Com essas expressdes torna-se possivel fazer uma integracdo numeérica utilizando o
meétodo de Runge-Kutta de quarta quinta ordem. Desta forma, os resultados numéricos
sdo comparados com os resultados analiticos em primeira ordem obtidos pelo método de
Hori. Estes resultados estdo apresentados nas Figuras de B.1 a B.4, e mostram que 0s
valores de semi-eixo maior e excentricidade em funcdo do tempo. Como pode ser
observado os resultados analiticos estdo muito proximos dos resultados obtidos por
integracdo numeérica, para as condi¢des iniciais apresentadas na Tabela B.1. Nas Figuras
B.1 e B.2 (a) estdo representadas as solu¢cbes numérica e analitica para 0 semi-eixo
maior e excentricidade dos valores das condic¢des iniciais da manobra | representados na
Tabela B.1. Nas Figuras B.1 e B.2 (b) estdo representadas as diferencas entre as
solucdes analitica e numérica para semi-eixo maior e excentricidade no tempo. E, nas
Figuras B.3 e B.4 (a) estdo representadas as solu¢gdes numérica e analitica para o semi-
eixo maior e excentricidade dos valores das condicBes iniciais da manobra Il

representados na Tabela B.1
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TABELA B.1 — Dados de entrada para a comparagdo dos resultados analitico e

numeérico para transferéncias entre Orbitas coplanares coaxiais

diretas.
Constantes Condicdes IniciagsCondicdes Iniciais dg

da Manobra | Manobra Il

to 0.0 0.0

tf 800 1100

ao 1.0 1.0

& 0.0 0.3

Jy 0.0 0.0

B 0.000206 0.000206

C 0.000261 0.000261

Vale a pena ressaltar que estdo sendo comparadas as Equacgles (4.30) — (4.31) da
solucdo formal obtida em primeira ordem pelo método de Hori com a integracédo
numeérica do sistema de equacdes, dado pela Equacao (C.1), pelo método de Runge —

Kuta de quarta quinta ordem.
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FIGURA B.1(a) - Semi-eixo maior em fungéo do tempo para a manobra |.
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FIGURA B.1(b) - Semi-eixo maior em func¢ao do tempo para a manobra |.
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FIGURA B.2(a) - Excentricidade em func&o do tempo para a manobra I.
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FIGURA B.2(b) - Excentricidade em fun¢&o do tempo para a manobra I.
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FIGURA B.3(a) - Semi-eixo maior em fun¢édo do tempo para a manobra |l.
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FIGURA B.3(b) - Semi-eixo maior em fung¢éo do tempo para a manobra Il.
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FIGURA B.4(a) - Excentricidade em funcéo do tempo para a manobra Il
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154



Portanto, a solug¢édo analitica de primeira ordem consiste numa boa aproximagéo para as
transferéncias entre Orbitas coplanares coaxiais diretas em um campo de forca central
Newtoniano realizados por sistema de baixo empuxo e poténcia limita. Com o0s
resultados aqui apresentados, pode-se garantir que o0s resultados anteriormente
apresentados constituem uma boa solugéo para o problema de transferéncia estudado no

Capitulo 5.

B.3 — Comparacéo entre Resultados Médios e Osculadores

Os resultados que sao apresentados nas Figuras B.5 — B.20, com dados iniciais
apresentados na Tabela B.2, representam a comparacao da solucdo média, nas Equacdes

(5.22) — (5.26), com a solucao osculadora, Equacdes (5.30) — (5.32).

TABELA B.2 — Exemplos de transferéncias entre oOrbitas coplanares coaxiais diretas.

Descricao d3 Excentricidal Semi-eixo | Aceleragdq Duracédo da | Numero de

Transferéncig de Inicial |Maior Inicial] Média | Transferéncig Revolugdes
Circular e, =00 a, =1 5.10* 100 16
Eliptica e =03 a, =1 2.10* 200 32
Eliptica & =05 a, =1 2.10" 200 32
Eliptica e, =06 a, =1 5.10* 50 8
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Para transferéncias com excentricidade inicial zero, e condi¢gdes iniciais apresentadas na
Tabela B.2, tem-se que o valor médio do semi-eixo maior cresce linearmente com o
tempo até o seu valor final. O valor osculador do semi-eixo maior obtido em primeira
ordem pelo método de Hori oscila em torno do valor médio do semi-eixo maior. Para o
valor médio da excentricidade, tem-se um comportamento semelhante ao do semi-eixo
maior. O valor osculador da excentricidade também oscila em torno do valor médio da
excentricidade e o consumo varia linearmente no tempo. Estes resultados estdo
apresentados nas Figuras B.5 a B.8. A expressao valor osculador refere-se a solucéo

formal incluindo os termos periddicos.

11 —
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108 — o Médio
Periédico

1.07
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1.05 —

Semi-eixo Maior

1.04 —

1.03 —

1.02 —

1.01 — p

10 30 50 70 920

Tempo

FIGURA B.5 - Comparacdo entre o valor médio e osculador do semi-eixo

maior(e, = 0).

156



0.08 —

0.07 —

;
77777 Médio /

0.06 — — Peri6dico A

0.05 —

0.04 —

Excentricidade

0.03 —

0.02 —

0.01 —

Tempo

FIGURA B.6 - Comparacao entre o valor médio e osculador da excentricidade.
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FIGURA B.7 - Comparacéo entre o valor médio e osculador da excentricidade semi-

€iXx0 maior.
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FIGURA B.8 — Evolucao temporal do consumo.

Para transferéncias entre Orbitas elipticas tem-se um comportamento idéntico ao
apresentado para transferéncia com orbita inicial circular, no qual os valores estdo
apresentados na Tabela B.2. Pode-se notar que além do valor da excentricidade inicial

(e, = 03), a duracao da transferéncia também foi alterada para 32 revolugdes em torno

do corpo central. Portanto, tem-se que o semi-eixo maior médio cresce linearmente com
o tempo até o seu valor final. O semi-eixo maior osculador oscila em torno do semi-eixo
maior médio e 0 mesmo ocorre com a excentricidade média que é linearmente crescente
no tempo. A excentricidade osculadora também oscila em torno do valor médio da
excentricidade. O consumo evolui linearmente no tempo. Estes resultados estdo

apresentados nas Figuras B.9 a B.12.
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FIGURA B.9 - Comparacdo entre o valor médio e osculador do semi-eixo

maior(e, = 03).
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FIGURA B.10 - Comparacdo entre o valor médio e osculador da excentricidade
(& =03).
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FIGURA B.11 - Comparacéo entre o valor médio e osculador da excentricidade e semi-

eixo maior (g, = 03.
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FIGURA B.12 — Evolucéo temporal do consumg & )03
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Para transferéncias entre Orbitas elipticas com excentricidade ingiad () e05
mantendo o mesmo tempo de duracgao transferéncia, com 32 revolugbes em torno corpo
central, tem-se comportamento semelhante ao caso anterior e com o0s resultados

apresentados nas Figuras B.13 a B.16.
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FIGURA B.13 - Comparacao entre o valor médio e osculador do semi-eixo maior

(e, = 05).
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FIGURA B.14 - Comparacdo entre os valores médio e osculador da excentricidade

(e, = 05).
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FIGURA B.15 - Comparacao entre os valores médio e osculador da excentricidade e

semi-eixo maiofe, = 05).
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FIGURA B.16 - Evolugéo temporal do consume, (= 05

Para transferéncias entre oOrbitas elipticas com excentricidade iejci@l ( ), p&e-se

notar que a duracéo da transferéncia foi reduzida para 8 revolu¢des em torno do corpo
central. E, verifica-se que os comportamentos dos valores médios do semi-eixo maior e
da excentricidade permanecem inalterados com relacdo aos casos anteriores. Estes

resultados estéo apresentados nas Figuras de B.17 a B.20.
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FIGURA B.17 - Comparacao entre o valor médio e osculador do semi-eixo maior
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FIGURA B.18 - Comparacdo entre o valor médio e osculador da excentricidade

(& =086).
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FIGURA B.19 - Comparacao entre o valor médio e osculador da excentricidade e semi-

eixo maior (g, = 06).
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FIGURA B.20 - Evolugao temporal do consume,(= D6
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B.4 — Conclusdes Finais

E possivel concluir dos estudos feitos nesse Apéndice que a solugdo analitica de
primeira ordem obtida para o problema de transferéncias entre Orbitas coplanares
coaxiais diretas, quando comparada com a solucdo numérica, fornece uma excelente
aproximacgdo com desvios da ordem ME®. Portanto, justifica-se a utilizacdo desta

solucdo para a construgdo das trajetérias extremais e as curvas de isoconsumo,

apresentadas no Capitulo 5.

Em relacdo aos resultados obtidos com a comparacdo entre os valores médios e
osculadores, verifica-se que o0s valores osculadores oscilam em torno dos valores
médios. A amplitude das oscilacbes torna-se suficientemente pequenas para as
manobras que envolvem muitas revolu¢cdes em torno do corpo central, tal que, nestes

casos os termos periddicos podem ser negligenciados.

166



APENDICE C

RESULTADOS NUMERICOS PARA TRANSFERENCIAS ENTRE ORBITAS

COPLANARES NAO-COAXIAIS DIRETAS

C.1 - Introducao

Neste apéndice é feito um estudo numérico comparativo para transferéncias entre
Orbitas coplanares coaxiais diretas através de sistemas propulsivos de baixo empuxo e
poténcia limitada em um campo de for¢ca central. A primeira parte desta analise é
dedicada ao estudo comparativo numérico entre os resultados obtidos na sua forma
analitica completa em primeira ordem, com os resultados obtidos por integracdo
numeérica utilizando o método de Runge-Kutta de quarta quinta ordem. Na segunda
parte € apresentado um estudo comparativo entre os valores médios da excentricidade,
semi-eixo maior e argumento do pericentro com sua respectiva solucdo periodica em

primeira ordem.

C.2 — Validacao Numeérica

As equacOes de movimento sdo obtidas da fungcdo Hamiltoniana dada pela Equagao

(6.1) através do software Maple V, sendo expressas por:

el 2, (k) s,

+8°(14ecow)?r, + df-&) 1+ecas) coE +cosv)m, +

+4_:( %) 1+ecosv)(1+ m}enﬂg}
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((jj_te: 2ﬂiie2){( 1-cos?)(2aer, +(1-¢ )ﬂe)(l'ez)‘(l_L)SG”?””w ¥

e
+ (@) 1400k cds +cas)m, + P (coE +cos )i, +

»\2
+ zm( co& +cosv)(1+ ! jservnw}
e (1+ecow)

2

dow 2 { -2(511-(—3‘)sen21’/71a—(1_62)2

dt - 2/1(1—62; e e
4a
+z( 1-2) 1+ecosv)(1+ ( 1+ecosv)jsewna +

+M( coE +cos»)(1+

servr, +
e

(1+ecow)

dn,  a
dt Z,u(l-e2

){ (21cost 2ae {#°)7) &, -f36*kenvrmm, +

+ 8a(l+eaos ) + (4&2) (1+ecas )CoE +cosv)rm, T, +

+ 4ve’) (14ecow) 1+—+ ServiT i, —
e (1+ecow)

i Zﬂé-ez ){% 4(1-:2)( 2ae, { %)) -2kae’fenzr,r, -
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2 22
—@sen?/nenw +%(1_6L2)( 1 cos)m2 + 4& (l+ecow)?m? +

+ (462]) (1+eaos )cds +cas 7T, _(162)2 COE +cos)2 2 +

_Aa2
+@ (1+ecosv)(1+ senr,m, +

()

co& +COS/)(1+ )]serwreﬂw +

(1+ecow

(e (1+ L jsenz an)}

(1+ecosv)

d
& o)l Lok 2 () @ -2 )deesenenm, +

+ (11e2)5en2/ﬂenw +(1_e—2)zsen:|’/ﬂeﬂw - 2(1;e2)(1+ cosv )12 -

e2

- (1_62)2( +1 cod’ + Ha l+ecod cos’ - 4 2°) co€ +cow)

e3

- 8(ae1+ecos)( cos +COSV)ITa7Te + 4-@2) COB( cos +COSI/)7Ta7Te -

21-¢? !2
X Sewr,i, — ( co& +COS/)(1+
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CoSVrT, 7T, —

48(1_ ) sen2 VI, 1T, +—4a(t_ez)(1+ecosv)(l+

(1+ecosv (1+ecosv)j

—j T, +2(L)2( COE +cow)serf v, +
(1+ecos) (1+ecosv)

—jcosvnn+ 2(1_ ) X
(1+ecosv) d 1+ecosv)’

(cog +COS/)(1+

><(1+(;Jseri3 Vit + 2(1'62)2 (1+ ( ! )jz sewcosvnf,”+

1+ecosv) 2 1+ecosv

senwv

* (- ecosE) 2;1(1 e’

[ 4 ) re cos)senEr,m, -1 x

5 \2
x( coBE + cos)senEm- 2(1_: ) selE sen/[1+ )j sel’Esen/n;enw}

(1+ ecosv

dmr
©® =0. C.1
dt (€.1)

Com essas expressdes torna-se possivel fazer uma integracdo numérica utilizando o
método de Runge-Kutta de quarta quinta ordem. Desta forma, os resultados numéricos
sdo comparados com os resultados analiticos em primeira ordem obtidos pelo método de
Hori. Estes resultados estdo apresentados nas Figuras de C.1 a C.3, e mostram que 0sS
valores de semi-eixo maior, excentricidade e argumento do pericentro em fungéo do
tempo estdo proximos, isto significa que a solucéo analitica em primeira ordem € uma
boa aproximacédo da solucdo do problema de transferéncias entre érbitas coplanares nao-

coaxiais diretas, para as condic¢des iniciais apresentadas na Tabela C.1.
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TABELA C.1 — Dados de entradas para a comparacdo dos resultados analitico e

numerico para transferéncias entre orbitas coplanares nao-coaxiais

diretas.
Constantes Valores Utilizados

to 0.0

t 1100.
ag 1.0

€ 0.3

wo 0.0

Jo 0.0

B 0.00005
C 0.00005

m,=A 0.0000008
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FIGURA C.1 - Semi-eixo Maior em funcao do tempo.
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FIGURA C.2 - Excentricidade em fun¢éo do tempo.
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FIGURA C.3 - Argumento do Pericentro em funcéo do tempo.
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C.3 — Comparacao entre os Resultados Médios e Osculadores

Para as transferéncias estudadas para as condi¢des iniciais apresentadas na Tabela C.2,
tem-se que os valores meédios de semi-eixo maior, excentricidade e argumento do
pericentro evoluem linearmente com o tempo. Nota-se também que a solugéo
osculadora obtida em primeira ordem pelo método de Hori oscila em torno da solucao
média e o consumo varia linearmente no tempo. Estes resultados estdo apresentados nas
Figuras C.4a C.7

TABELA C.2 — Exemplos de transferéncias entre Orbitas coplanares nao-coaxiais

diretas.

Descricao da] Excentricidadg Semi-eixo | Duracdo da] Numero de

Transferéncig Inicial Maior Inicial | Transferéncig Revolucdes

Eliptica e, =03 a, =1 600 96

Nas Figuras C.4 — C.7 a linha continua representa a solucédo osculadora obtida pelas
Equacbes (6.41) — (6.44), e a linha tracejada esta representando a solucdo meédia,
representada pelas Equacfes (6.38) — (6.40), para as transferéncias entre Orbitas

coplanares nao-coaxiais diretas.
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FIGURA C.4 - Comparacéao entre o valor médio e osculador do semi-eixo maior.

0.38 —

0.37 —

0.36 — Solugdo Osculadora

77777 Solugédo Média

0.35 —

0.34 —

0.33 —

Excentricidade

0.32 —

031 —

0.3 —

0.29 —

100 300 500
0 200 400 600

Tempo

FIGURA C.5 - Comparacéao entre o valor médio e osculador da excentricidade.
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FIGURA C.6 - Comparacdo entre o valor médio e osculador do argumento do

pericentro.
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FIGURA C.7 — Evolucéo temporal do consumo.
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C.4 — Conclusodes Finais

E possivel concluir dos estudos feitos nesse Apéndice que a solugdo analitica de
primeira ordem obtida para o problema de transferéncias entre orbitas coplanares néo-

coaxiais diretas, quando comparada com a solucdo numérica, fornece uma excelente

aproximacgdo com desvios da ordem ME’>. Portanto, justifica-se a utilizacdo desta

solucdo para a construgdo da estrutura de um extremal, apresentadas no Capitulo 6.

Em relacdo aos resultados obtidos com a comparacdo entre os valores médios e
osculadores, verifica-se que os valores osculadores oscilam em torno dos valores
médios. A amplitude das oscilacbes torna-se suficientemente pequenas para as
manobras que envolvem muitas revolu¢cdes em torno do corpo central, tal que, nestes

casos os termos periddicos podem ser negligenciados.
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APENDICE D

RESULTADOS NUMERICOS PARA TRANSFERENCIAS ENTRE ORBITAS

NAO-COPLANARES COAXIAIS DIRETAS

D.1 - Introducéo

Neste Apéndice feito um estudo numérico comparativo para transferéncias entre Orbitas
nao coplanares coaxiais diretas através de sistemas propulsivos de baixo empuxo e
poténcia limitada em um campo de for¢ca central. A primeira parte desta analise é
dedicada ao estudo comparativo numérico entre os resultados obtidos na sua forma
analitica completa em primeira ordem, com os resultados obtidos por integracdo
numeérica utilizando o método de Runge-Kutta de quarta quinta ordem. Na segunda
parte € apresentado um estudo comparativo entre os valores médios da excentricidade,
semi-eixo maior e longitude do nodo ascendente com sua respectiva solu¢do osculadora

em primeira ordem.

D.2 — Validacdo Numérica

As equacOes de movimento sdo obtidas da fungcdo Hamiltoniana dada pela Equagao

(7.1) através do software Maple V, sendo expressas por:

da_1 a

dt  2u (1-€°)

{ 2(1cos2)(2am, +(1-€ )7, )ae+

+8a (1+ecos?yr, +4a(l-€é )(1+ecosv )(cosE+cosv)ne}
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de_1 a
dt  2u (1-€%)

{ (1cos2)(2am, +(1-€ yr,)(1-€*)+

+4afl-e )(1+ecos JcosE+ cosr), +2(1-8) (cosE+cosv)2ne}

?j_?zz_tz(l—%)( r - eco£+0032E)nQ
dn

dta =—i(%){ 2(1cos2)2ae  +(1%7), ), +8a(ltecow)?m’” +

1 1 [1
+4(1-é )(1+ecos )(cosE+cosv)naﬂe}—— {— (1-cosR)(2aer, +
2 (1-€%) 2

+ (1-€*)1.)? +%( +1 Ye e4 cs+ coi)nf + 44 (1+ecos)?m’ +

+ 4a(1-é )(1+ecow )(cosE+cosv)m, T, +

+ (1-8) (cosE+cosv)2nf}

dﬂe _ _i a ) - 1 )
at 2#(—)1—e2{ (1cos2)(2am, +(1-é ), )(2ar, 2ene)+2(49 4coSE )T

+ 8a (l+ecos)cosy; — 8ae(Hecoy )(cosE+cosv)rm, T, +
+  4afl-e)eos (cosE+cosn)r, -4e(l-&)(cosE+cosy)? nf} _

ae

1 2
_W{E (1cos2)(2ag +(1-87, )+ 44 (1+ecow)’m; +
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%( 1 @- el cds+ cosE)n,2+ 4° (1+ecov)’m +

+4a(1-8 )(1+ecow )(COSE+ap 7j,r, +(1-8 ) (cosE+cosv)? 72} +
B Zililez j[senzv(z ae, + (1_ é)ﬂe)z - %d te Coy)sen/ﬂj -

- 4 2¢) cof+ cowlesenvrr, - 4 &) *e cos)servm,, -

- (2—1 e )2( COE + cosf)sen/nj(( 2e coss/)servj +

(-e?)

_Z(la—?)[%( e4 sk Zerd)r - ‘4 S ez)( * e cow)senEr, i, -

- (2-162)2( COE + coy)senEnﬁ e
(1- ecosE)

dm,
dt

=0 (D.1)

Com essas expressdes torna-se possivel fazer uma integracdo numérica utilizando o
método de Runge-Kutta de quarta quinta ordem. Desta forma, os resultados numeéricos
sdo comparados com os resultados analiticos em primeira ordem obtidos pelo método de
Hori. Estes resultados estdo apresentados nas Figuras de D.1 a D.3, e mostram que 0s
valores de semi-eixo maior, excentricidade e argumento do pericentro em funcéo do
tempo, estdo proximos, isto significa que a solugcédo analitica em primeira ordem é uma
boa aproximacédo da solu¢édo do problema de transferéncias entre érbitas ndo-coplanares
coaxiais diretas, para as condic¢des iniciais apresentadas na Tabela D.1.
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TABELA D.1 — Dados de entradas para a comparacdo dos resultados analitico e

numerico para transferéncias entre orbitas ndo-coplanares coaxiais

diretas.
Constantes Valores Utilizados
tg 0.0
ty 500
ag 1.0
€ 0.3
wo 0.0
Jo 0.0
B 0.00005
C 0.00005
m, =A 0.0000008
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FIGURA D.1 - Semi-eixo maior em funcao do tempo.
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FIGURA D.2 - Excentricidade em fun¢céao do tempo.
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FIGURA D.3 - Inclinacdo em fungéo do tempo.
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D.3 — Comparacao entre Resultados Médios e Osculadores

Para as transferéncias estudadas com condi¢cdes iniciais apresentadas na Tabela D.2,
tem-se que os valores médios do semi-eixo maior, excentricidade e longitude do nodo
ascendente evoluem linearmente com o tempo. E, que a solucdo osculadora obtida em
primeira ordem pelo método de Hori oscila em torno da solugdo média e o consumo
varia linearmente no tempo. Estes resultados estdo apresentados nas Figuras D.4 a D.7.

TABELA D.2 — Exemplos de transferéncias entre o6rbitas n&o-coplanares coaxiais

diretas.

Descrigédo da] Excentricidadg Semi-eixo | Durag&o da] Numero de

Transferéncig Inicial Maior Inicial | Transferénci§ Revolucdes

Eliptica e, =03 a, =1 200 32

Nas Figuras D.4 — D.7 a linha continua representa a solucdo osculadora, expressa pelas
Equacbes (7.14) — (7.15), e a linha tracejada esta representando a solucdo média,
expressa pelas Equacbes (7.10) — (7.13), para as transferéncias entre Orbitas néo-

coplanares coaxiais diretas.
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FIGURA D.4 - Comparacéo entre o valor médio e osculador do semi-eixo maior.
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FIGURA D.5 - Comparacéao entre o valor médio e osculador da excentricidade.
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FIGURA D.7 — Evolucéo temporal do consumo.
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D.4 — Conclusodes Finais

E possivel concluir dos estudos feitos nesse Apéndice que a solugdo analitica de
primeira ordem obtida para o problema de transferéncias entre orbitas coplanares néo-
coaxiais diretas, quando comparada com a solucdo numérica, fornece uma excelente
aproximacgdo com desvios da ordem ME®. Portanto, justifica-se a utilizacdo desta

solucdo para a construgdo da estrutura de um extremal, apresentadas no Capitulo 7.

Em relacdo aos resultados obtidos com a comparacdo entre os valores médios e
osculadores, verifica-se que os valores osculadores oscilam em torno dos valores
médios. A amplitude das oscilacbes torna-se suficientemente pequenas para as
manobras que envolvem muitas revolugdes em torno do corpo central, tal que, nestes

casos os termos periddicos podem ser negligenciados.
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