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São José dos Campos

2008

http://urlib.net/sid.inpe.br/jeferson/2004/07.22.14.53


PUBLICADO POR:

Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais - INPE

Gabinete do Diretor (GB)

Serviço de Informação e Documentação (SID)

Caixa Postal 515 - CEP 12.245-970
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Marilúcia Santos Melo Cid - Serviço de Informação e Documentação (SID)

Yolanda Ribeiro da Silva Souza - Serviço de Informação e Documentação (SID)
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2008.

79p. ; (INPE-15381-TDI/1400)

Dissertação (Mestrado em Computação Aplicada) – Instituto
Nacional de Pesquisas Espaciais, São José dos Campos, 2004.
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RESUMO

As flutuações de temperatura na radiação cósmica de fundo, em grandes escalas
angulares, são de fundamental importância no estudo da formação de estruturas no
universo. Este trabalho tem como principal objetivo simular mapas de anisotropia
utilizando um modelo simples do Universo (modelo Einstein-de Sitter). Os mapas
de anisotropia são descritos usando a decomposição em harmônicos esféricos e a
simulação é desenvolvida a partir da geração aleatória dos momentos multipolares,
seguindo uma distribuição normal com variância dada pelo espectro de potência. O
espectro de potência para este modelo é calculado pressupondo perturbações iniciais
de densidade do tipo gaussiano com espectro de Harrison-Zeldovich. Para represen-
tar visualmente os mapas de anisotropia é preciso escolher uma técnica de pixeliza-
ção para a esfera. Neste trabalho utilizamos a pixelização Igloo por ser eficiente e
de fácil implementação computacional. Como objetivo interpretativo, aplicamos a
Análise de Padrões Gradientes (GPA) aos padrões de anisotropia a fim de verificar
se esta técnica computacional é capaz de distinguir mapas com diferentes espectros
de potência.





SIMULATION AND COMPUTATIONAL ANALYSIS OF THE
COSMIC MICROWAVE BACKGROUND ANISOTROPIES USING

THE EINSTEIN-DE SITTER MODEL

ABSTRACT

The temperature fluctuations in the Cosmic Microwave Background, for large an-
gular scales, have fundamental importance for the study of the structure formation
in the universe. The main goal of this work is to simulate anisotropy maps using a
simple model of the Universe (Einstein-de Sitter model). The anisotropy maps are
described using spherical harmonic decomposition and the simulation is performed
from random multipolar moments generation, following a normal distribution with
its variance given by the power spectrum. The power spectrum of this model is
calculated considering primordial density gaussian perturbations with a Harrison-
Zeldovich spectrum. In order to visualize the anisotropy maps it is necessary to
choose a sphere pixelization technique. In this work we use the Igloo pixelization for
being efficient and due to its easy computational implementation. As a interpretative
goal we applied the Gradient Pattern Analysis (GPA) on the anysotropy patterns in
order to verify wether this computational technique is capable to distinguish among
maps generated from different power spectra.
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CAPÍTULO 1

INTRODUÇÃO

Com o avanço das técnicas computacionais e com a sua aplicação em quase todos

os ramos da ciência, a comunidade cient́ıfica tem desenvolvido e utilizado novos

métodos computacionais para armazenamento, processamento, visualização, análise

e simulação de dados referentes a fenômenos observados na natureza.

Na astronomia, as técnicas computacionais encontram aplicações no estudo da

evolução do sistema solar, da f́ısica planetária, da formação da estrutura e evolução

estelar, na formação e evolução de galáxias, da estrutura em grande escala e topolo-

gia do Universo. Com fins de ilustração podemos citar (a) Ferramentas de análise

em Java, para exploração e análise de uma grande biblioteca de taxas de reações nu-

cleares (LINGERFELT et al., 2002; EDIRISINGHE et al., 2002a); (b) Programas para

determinação do redshift e classificação de supernovas (HOWELL; WANG, 2002);

(c) Algoritmos genéticos e redes neurais aplicados em simulações de colisões de

galáxias (EDIRISINGHE et al., 2002b); (d) O National Cosmology Supercomputer -

COSMOS, pertencente à Universidade de Cambridge, o primeiro supercomputador

dedicado à pesquisa em cosmologia, no estudo de modelos de origem de galáxias e

outras estruturas em grande escala (COSMOS. . . , 2003) e (e) Softwares em cosmolo-

gia, tais como o CMBFAST (CMBFASTG, 2002), COSMICS (COSMICS. . . , 2003),

CAMB (CAMB. . . , 2004) e CMBEASY (CMBEASY. . . , 2003). Adicionalmente ex-

istem bancos de dados de catálogos de galáxias e outros objetos dispońıveis ”on-

line”(NASA/IPAC. . . , 2000), contendo informações como posição, tamanho, redshift,

luminosidade, entre outros.

Uma das descobertas mais espetaculares na cosmologia do século XX foi a detecção

de um sinal muito fraco na freqüência das microondas que provinha de todas as

direções do céu. Esta radiação passou a ser chamada de radiação cósmica de fundo

de microondas, ou simplesmente, Radiação Cósmica de Fundo (RCF).

A RCF é entendida agora como um remanescente de uma época em que o universo

era extremamente pequeno, e portanto a densidade de matéria e a sua temperatura

eram extremamente altas. Em um cenário desse tipo, os fótons são tão energéticos

que não permitem a formação de átomos: qualquer átomo que se formar é imediata-

mente destrúıdo ao bater num dos inúmeros fótons que vagueiam pelo universo.
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Com o passar do tempo o universo se expandiu e esfriou o suficiente de modo a

permitir que os átomos se formassem, pois a energia da grande maioria dos fótons era

insuficiente para ioniza-los. Como conseqüência, os fótons não eram mais absorvidos

e reemitidos pela matéria e não existiam mais elétrons livres para espalhá-los, o que

aumentou o livre caminho médio para os fótons significativamente. Ocorreu assim,

um desacoplamento entre a matéria e a radiação, e o universo ficou transparente. Os

fótons quase livres começaram a se propagar por todo o Universo com a distribuição

de temperatura de um corpo negro. O limite onde ocorreu o desacoplamento chama-

se Superf́ıcie do Último Espalhamento (SUE) (ISLAM, 1992).

A RCF é altamente isotrópica, isto é, a temperatura da radiação (medida pelo espec-

tro de corpo negro) é essencialmente a mesma em qualquer direção. Esta temperatura

na atualidade é T0 = 2, 725±0, 002 K (BENNETT et al., 2003). No entanto a radiação

não é perfeitamente isotrópica: existem pequenas diferenças entre as temperaturas

provenientes de distintas direções. Denotemos por T (θ, ϕ) a temperatura da radiação

de fundo observada na direção dada pelos ângulos polar e azimutal (θ, ϕ). O mapa

das anisotropias da RCF é definido por

δT

T
(θ, ϕ) =

T (θ, ϕ)− T0

T0

. (1.1)

Observações feitas a partir de 1992 pelo satélite COBE (Cosmic Background Ex-

plorer) determinaram que a amplitude das anisotropias é |δT/T | ∼ 10−5 (SMOOT

et al., 1992).

Por outro lado, um dos problemas mais intrigantes na cosmologia é explicar como

se deu a formação de estruturas em grande escala (galáxias, aglomerados de galáx-

ias, filamentos, etc). As explicações mais aceitas para a origem destas estruturas

estão baseadas na hipótese da existência de pequenas perturbações na densidade de

matéria nos primeiros instantes do universo. Estas perturbações em escalas muito

grandes descrevem regiões onde a curvatura é um pouco maior (ou menor) que a

curvatura média do universo. Como a gravidade é atrativa, as regiões com maior

curvatura, começariam a acumular mais matéria, deixando as regiões com menor

curvatura cada vez menos densas. Esta instabilidade deu origem às estruturas ob-

servadas no universo (MUKHANOV et al., 1992).

O fato crucial para nós é que a teoria demanda que as perturbações da métrica, na

época em que se originou a RCF, ficaram registradas na anisotropia da temperatura,
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e o mais importante, a amplitude observada destas anisotropias é da ordem adequada

para que as perturbações gerem as estruturas observadas no presente. De tudo isto

segue-se que um estudo detalhado da anisotropia da RCF pode nos ajudar a entender

melhor os mecanismos da geração de estruturas em grande escala. Adicionalmente, as

anisotropias da RCF em escalas angulares menores fornecem estimativas precisas de

alguns parâmetros cosmológicos, tais como, a idade do universo (t0 = 13, 7±0, 2 ), o

parâmetro de Hubble (h = 0, 71±0, 04), a densidade de matéria (Ωm = 0, 27±0, 04),

a densidade bariônica (Ωb = 0, 044± 0, 004), entre outros (BENNETT et al., 2003).

A simulação e análise da RCF requer o processamento de grandes conjuntos de dados

(106 a 1010 pontos) (FERNANDES, 2003) e, portanto, requer também sistemas de alta

capacidade de processamento para sua redução, visualização e análise (BORRILL,

1999). Para analisar os mapas gerados é necessário o desenvolvimento de métodos

computacionais cada vez mais eficientes.

Este trabalho tem como objetivos: (i) simular mapas de anisotropia da RCF baseados

em um modelo simples do Universo (modelo de Einstein-de Sitter), onde é posśıvel

conhecer com precisão as propriedades da RCF, (ii) aplicar a Análise de Padrões

Gradientes (GPA) a fim de verificar se esta técnica computacional é capaz de dis-

tinguir mapas com diferentes espectros de potência.

Esta dissertação está organizada em 6 caṕıtulos e um apêndice. No Caṕıtulo 1

tem-se a introdução. No Caṕıtulo 2 descreve-se alguns conceitos básicos sobre cos-

mologia como os modelos cosmológicos de Friedmann-Lemâıtre e suas equações, as

perturbações cosmológicas e as flutuações de temperatura na RCF. No Caṕıtulo 3

apresenta-se a geração de mapas de anisotropias utilizando harmônicos esféricos, de-

screve o espectro de potências e o processo de pixelização da esfera. No Caṕıtulo 4

encontra-se a implementação computacional da geração de mapas de anisotropia da

temperatura da RCF no modelo cosmológico de Einstein-de Sitter. No Caṕıtulo 5

descreve a Análise de Padrões Gradientes, técnica computacional utilizada na análise

dos mapas simulados e a caracterização dos mapas por assimetrias. No Caṕıtulo 6

apresenta-se a conclusão. No Apêndice A apresenta-se a projeção Mollweide e sua

implementação computacional.
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CAPÍTULO 2

COSMOLOGIA

Neste caṕıtulo são descritos alguns conceitos básicos sobre os modelos cosmológicos

de Friedmann-Lemâıtre e as equações que os descrevem assim como as perturbações

cosmológicas e sua relação com as flutuações de temperatura em grandes escalas

angulares na RCF.

2.1 Modelos Cosmológicos de Friedmann-Lemâıtre

Entre 1922 e 1924 Alexander Friedmann, usando as hipóteses locais de homogenei-

dade e isotropia espaciais, construiu dois modelos cosmológicos nos quais o espaço

apresenta curvatura positiva e negativa respectivamente. No modelo de Friedmann

com curvatura positiva, a densidade média de matéria é maior que a densidade

cŕıtica, Ω0 = ρ/ρcrit > 1, e o espaço é representado por uma esfera tridimensional.

Já no modelo de Friedmann com curvatura negativa, a densidade média é menor

que a densidade cŕıtica, Ω0 < 1, e o espaço é o espaço hiperbólico (ISLAM, 1992).

Um terceiro modelo é o universo de Einstein-de Sitter (EdS), criado em 1932, que

supõe que a densidade de matéria é exatamente a densidade cŕıtica, Ω0 = 1, e o

espaço é o espaço euclidiano. O modelo EdS é, às vezes, chamado de modelo de

Friedmann de curvatura nula. Ou seja, a expressão modelos de Friedmann pode

designar os três modelos mencionados acima.

Os três modelos consideram a constante cosmológica nula, e prevêm uma expansão

do universo desacelerado, ou seja a velocidade da expansão está sempre diminuindo.

Isso porque a única força atuante é a atração gravitacional, que freia a grande

velocidade de expansão inicial. Até há poucos anos, achava-se que essa previsão

estava correta, porém observações de supernovas distantes de tipo Ia levaram à

conclusão de que a expansão do universo não está sendo freada, mas sendo acelerado

(PERLMUTTER et al., 1999). Isto motivou em épocas recentes a introdução de uma

constante cosmológica nos modelos de Friedmann.

Neste trabalho são consideradas a constante cosmológica e a curvatura nulas pois o

modelo EdS é geometricamente mais simples, o que permite que concentremos nossos

esforços na implementação dos algoritmos para simular os mapas de anisotropia da

RCF.
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Para encontrar as equações que descrevem os modelos de Friedmann-Lemâıtre parte-

se das equações de Einstein

Rµν −
1

2
gµνR = 8πGTµν , (2.1)

onde

Rµν = Γλ
µν,λ − Γλ

µλ,ν + Γλ
µνΓ

σ
λσ − Γσ

µλΓ
λ
νσ , (2.2)

é o tensor de Ricci,

R = gµνRµν ,

é o escalar de Ricci, gµν é a métrica do espaço-tempo e G é a constante gravitacional

(ISLAM, 1992). O lado esquerdo de (2.1) contém a contribuição da geometria à

dinâmica do espaço-tempo, e o tensor energia momento Tµν contém a contribuição

da matéria. Os termos Γλ
µν que aparecem em (2.2) são os śımbolos de Christoffel

Γλ
µν =

1

2
gµσ(gσν,λ + gσλ,ν − gνλ,σ) . (2.3)

A métrica que satisfaz a condição de homogeneidade e isotropia local espacial (prinćı-

pio cosmológico) é a métrica de Robertson-Walker (RW)

ds2 = a2(η)[d2η − γijdx
idxj] , (2.4)

onde a(η) é o parâmetro de expansão ou fator de escala, η é o tempo conforme

(a(η)dη = dt) e

γij = δij

[
1 +

K

4

(
x2 + y2 + z2

)]−2

,

comK = −1, 0, 1, dependendo se o Universo apresenta curvatura gaussiana negativa,

nula ou positiva.

Considerando a matéria como um fluido perfeito, onde as part́ıculas interagem fra-

camente, o tensor energia-momento toma a forma

T µν = (ρ+ p)uµuν − pgµν , (2.5)

onde ρ é a densidade de energia, p é a densidade de pressão e uµ a quadrivelocidade

do fluido. Usando (2.4) e (2.5) no referencial do fluido em repouso, uν = (1, 0, 0, 0),
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as equações de Einstein tomam a forma

K +H2 =
8πG

3
ρa2 e (2.6)

2H ′ +K +H2 = −8πGpa2 , (2.7)

onde H = a′/a 1 é a função de Hubble. As Equações 2.6 e 2.7 são chamadas de

equações de Friedmann, observamos que há apenas duas equações para três incógni-

tas e para resolvê-las precisa-se de uma terceira equação que é a equação de estado

p = ωρ ,

onde ω é uma constante. Derivando (2.6) em relação a η, e usando (2.7) para eliminar

o termo H ′, chegamos à equação de conservação

ρ′ + 3H(1 + ω)ρ = 0 ,

cuja solução geral é

ρ ∝ a−3(1+ω) .

Introduzindo esta expressão em (2.6) e resolvendo para K = 0 obtemos a lei de

expansão do Universo de Einstein-de Sitter

a ∝ η
2

1+3ω .

A equação de estado para um universo dominado por matéria não relativista corre-

sponde a ω = 0 e, portanto, a expansão é quadrática

a ∝ η2 , (2.8)

e a densidade varia de acordo com

ρm ∝ a−3 . (2.9)

1onde a′ é a derivada de a em relação ao tempo
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Para a radiação, no entanto, tem-se ω = 1/3, e portanto

ρr ∝ a−4 . (2.10)

A densidade de energia dos fótons é proporcional à temperatura T e ao número de

fótons nf por unidade de volume

ρr = nfkT ,

onde k é a constante de Boltzmann. Por outro lado, a densidade de energia dos

bárions não relativistas é proporcional apenas ao número de bárions por unidade de

volume

ρb ∝ nb ,

e portanto temos
ρr

ρb

∝ nfkT

nb

.

Se o universo se expande adiabaticamente temos nf/nb = cte, usando (2.9) e (2.10)

obtemos

T ∝ a−1 , (2.11)

ou seja, o universo esfria proporcionalmente à expansão.

2.2 Perturbações Cosmológicas

A existência de pequenas perturbações primordiais que lentamente aumentaram em

amplitude, devido à instabilidade gravitacional, formaram as estruturas que ob-

servamos hoje. As mesmas perturbações deram origem às flutuações da radiação

cósmica de fundo observadas por diversos experimentos no solo (COBLE et al., 1999;

HALVERSON et al., 2002; PADIN et al., 2001; MEINHOLD et al., 2003), em balões

(MAUSKOPF et al., 2000; LEE et al., 1999), e pelos satélites COBE (SMOOT et al.,

1992) e WMAP (BENNETT et al., 2003) e futuramente pelo Planck (PLANCK. . . ,

2004). Para uma revisão dos experimentos dedicados à observação das anisotropias

da RCF, prévias ao lançamento do WMAP, veja (BERSANELLI et al., 2002).

Matematicamente, a descrição da evolução dessas pequenas perturbações, no con-

texto da relatividade geral, reduz-se a resolver as equações de Einstein perturbadas

(MUKHANOV et al., 1992). Estas equações são constrúıdas decompondo cada quan-
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tidade em um termo de fundo e uma perturbação. Por exemplo, o tensor energia-

momento toma a forma

Tµν = T (0)
µν + δTµν ,

onde T
(0)
µν é o componente de fundo do tensor energia-momento, e

δTµν =

(
δρ 0

0 −δpδi
j

)
, (2.12)

é a perturbação do tensor energia-momento. As equações de Einstein tomam então

a forma

(R(0)
µν + δRµν)−

1

2
(g(0)

µν + δgµν)(R
(0) + δR) = 8πG(T (0)

µν + δTµν) . (2.13)

Expandindo (2.13) até a primeira ordem nas perturbações, e agrupando termos obte-

mos que as quantidades de fundo satisfazem as equações de Einstein (2.1), e as

quantidades perturbadas satisfazem a equação

δRµν −
1

2
g(0)

µν δR−
1

2
δgµνR

(0) = 8πGδTµν , (2.14)

onde

δRµν = −δΓα
µν,α + δΓα

µα,ν − δΓλ
µνΓ

(0)α
λα − Γ(0)λ

µν δΓα
λα + δΓα

λνΓ
(0)λ
µα + Γ

(0)α
λν δΓλ

µα

é a perturbação do tensor de Ricci, e

δΓα
µν =

1

2
δgαλ(g

(0)
µλ,ν + g

(0)
νλ,µ − g

(0)
µν,λ) +

1

2
g(0)αλ(δgµλ,ν + δgνλ,µ − δgµν,λ)

são as perturbações dos śımbolos de Christofell (2.3).

Na teoria das perturbações cosmológicas a métrica de fundo é a métrica RW (2.4),

e a perturbação δgµν é decomposta em modos escalar, vetorial e tensorial. Destes

modos apenas o modo escalar influencia na formação de estruturas e na geração das

flutuações de temperatura da RCF.

Um problema dif́ıcil na teoria das perturbações é a escolha do referencial (”gauge”).

Nesta dissertação utilizamos o gauge longitudinal, pois as variáveis neste gauge co-

incidem com as variáveis invariantes de Bardeen (BARDEEN, 1980) de modo que a
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métrica perturbada invariante é

ds2 = a2(η)
[
(1 + 2φ)dη2 − (1− 2φ)γijdx

idxj
]
, (2.15)

onde φ é a amplitude da perturbação escalar, identificada com o potencial gravita-

cional Newtoniano.

Usando 2.15 e 2.12 na Equação 2.14, encontram-se as equações para os componentes

00, 0i e ij e pode ser mostrado que se p e ρ dependem só de η a forma de δTµν dada

em (2.12) é invariante. Partindo destas equações e de algumas considerações ter-

modinâmicas, encontra-se a equação do movimento que permite estudar a evolução

no espaço e no tempo da amplitude da perturbação escalar

φ′′ + 3H(1 + c2s)φ
′ − c2s∆

2φ+ (2H ′ + (1 + 3c2s))(H
2 −K)φ = 4πGa2τδS , (2.16)

onde ∆ é o operador Laplaciano, S a entropia e cs é a velocidade do som no fluido.

Se considerarmos um universo com perturbações adiabáticas (δS = 0), usando a

separação de variáveis

φ(η, ~x) = F (η)ψ(~x) , (2.17)

a parte espacial satisfaz a equação de Helmholtz

(∆2 + k2)ψ(k, ~x) = 0 , (2.18)

e a parte temporal satisfaz a equação

F ′′ + 3H(1 + c2s)F
′ + [2H ′ + (1 + 3c2s)(H

2 −K) + c2sk
2]F = 0 , (2.19)

onde k é a constante que surge no processo de separação de variáveis.

Para o modelo cosmológico EdS (Λ = K = 0) dominado pela matéria temos cs = 0,

e portanto (2.19) toma a forma

F ′′ + 3HF ′ + (2H ′ +H2)F = 0 . (2.20)

Como a lei de expansão do universo EdS é quadrática, temos H = 2/η, e portanto

(2.20) simplifica-se para

F ′′ +
6

η
F ′ = 0 , (2.21)
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que tem como solução geral

F (η) = A+
B

η5
, (2.22)

com A e B constantes. Como o segundo termo da soma em (2.22) decai rapidamente,

costuma-se fazer a seguinte aproximação

F (η) ≈ A . (2.23)

Por outro lado, resolvendo (2.18) para um universo plano, temos

ψ(k, ~x) =

∫
d3~q δ (|~q| − k)φ~q e

i~q·~r , (2.24)

e portanto a amplitude da perturbação escalar é constante no tempo

φ(x) = F (η)

∫
dkψ(k, ~x) ∝

∫
d3~kφ~k e

i~k·~r , (2.25)

onde φ~k é o chamando espectro inicial das perturbações escalares.

2.3 Flutuações de Temperatura na RCF

Na superf́ıcie de último espalhamento (SUE) as flutuações da amplitude da pertur-

bação fizeram com que os fótons em diferentes regiões tenham diferença de energia,

e essa diferença é a que se observa hoje na RCF como flutuações de temperatura.

Se considerarmos que as únicas fontes de anisotropias da RCF são as amplitudes da

perturbação, então pela conservação de energia (LEVIN, 2001) pode-se escrever,

δT

T

∣∣∣∣
0

− δT

T

∣∣∣∣
SUE

= φSUE − φ0 , (2.26)

onde o sub́ındice ”0” indica as quantidades medidas hoje. O potencial gravitacional

local φ0 tem uma contribuição isotrópica para δT/T e portanto é nulo por construção,

ou seja
δT

T

∣∣∣∣
0

=
δT

T

∣∣∣∣
SUE

+ φSUE . (2.27)

Utilizando a lei de esfriamento de um universo em expansão (2.11) tem-se

δT

T

∣∣∣∣
SUE

= −δa
a

∣∣∣∣
SUE

. (2.28)
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Por outro lado, como a lei de expansão num Universo EdS dominado pela matéria

é quadrática, da expressão a(η)dη = dt para o tempo conforme, obtemos η ∝ t1/3 e

portanto, a ∝ t2/3. Segue-se então que

δa

a

∣∣∣∣
SUE

=
2

3

δt

t

∣∣∣∣
SUE

. (2.29)

Mas uma flutuação de potencial gravitacional trás como conseqüência uma flutuação

no tempo (desvio ao vermelho gravitacional) (PEACOCK, 1999)

δt

t

∣∣∣∣
SUE

= φ

∣∣∣∣
SUE

, (2.30)

portanto juntando (2.28)-(2.30) em (2.27) obtemos

δT

T

∣∣∣∣
0

=
1

3
φSUE . (2.31)

Este é o efeito Sach-Wolfe ordinário que produz as flutuações de temperatura em

grandes escalas angulares. Introduzindo (2.25) em (2.31) temos finalmente para o

universo EdS dominado pela matéria

δT

T

∣∣∣∣
0

∝
∫
d3~kφ~k e

i~k·~r , (2.32)

com |~r| = RSUE sendo o raio da superf́ıcie de último espalhamento.
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CAPÍTULO 3

GERAÇÃO DE MAPAS DE ANISOTROPIA

Este caṕıtulo apresenta a decomposição dos mapas de anisotropia em harmônicos

esféricos, os harmônicos esféricos reais e o espectro de potências do modelo cos-

mológico EdS, assim como o método usado para simular os mapas de anisotropia.

Para representar visualmente os mapas simulados é preciso pixelizar a esfera. Den-

tre os vários métodos de pixelização apresentamos em detalhe a pixelização Igloo,

utilizada neste trabalho.

3.1 Harmônicos Esféricos

Como o mapa de anisotropia (1.1) é uma função definida na esfera, a maneira natural

de estudá-lo é mediante a sua decomposição em harmônicos esféricos.

δT

T
(θ, ϕ) =

∞∑
l=0

l∑
m=0

almYlm(θ, ϕ) , (3.1)

onde os coeficientes da expansão alm, chamados de momentos multipolares, carregam

toda a informação das anisotropias.

Os harmônicos esféricos são funções na esfera definidas por

Ylm(θ, ϕ) =

√
2l + 1

4π

(l −m)!

(l +m)!
Pm

l (cos θ)eimϕ (3.2)

onde l ≥ 0, −l ≤ m ≤ l e (θ, ϕ) são as coordenadas esféricas usuais. As funções

associadas de Legendre são

Pm
l (x) =

(
1− x2

)m/2 dmPl

dxm
(x) e (3.3)

P−m
l (x) = (−1)m (l −m)!

(l +m)!
Pm

l (x) , (3.4)

onde 0 ≤ m ≤ l, e Pl (x) são os polinômios de Legendre, que podem ser expressos

de diferentes maneiras equivalentes (ARFKEN, 1970):
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a) Pela fórmula de Rodrigues

Pl (x) =
1

2ll!

dl

dxl

(
x2 − 1

)l
. (3.5)

b) Em termos de uma função geradora

Pl(x) =
1

l!

∂lg(t, x)

∂tl

∣∣∣∣
t=0

, (3.6)

onde

g (t, x) = (1− 2xt+ t2)−
1
2 ; |t| < 1 . (3.7)

c) Por meio da fórmula recursiva

Pl+1(x) =
1

l + 1
[(2l + 1)xPl(x)− lPl−1(x)] , (3.8)

com P0(x) = 1 e P1(x) = x.

A fórmula recursiva (3.8) apresenta a vantagem de não precisar do cálculo de

derivadas, como na fórmula de Rodrigues e na função geradora, que aumenta de

acordo com o grau do polinômio de Legendre que se deseja obter. A Tabela 3.1

mostra as expressões dos polinômios, para 0 ≤ l ≤ 9.

TABELA 3.1 - Expressões dos polinômios de Legendre.

P0(x) = 1
P1(x) = x
P2(x) = 1

2
(3x2 − 1)

P3(x) = 1
2
(5x3 − 3x)

P4(x) = 1
8
(35x4 − 30x2 + 3)

P5(x) = 1
8
(63x5 − 70x3 + 15x)

P6(x) = 1
16

(231x6 − 315x4 + 105x2 − 5)
P7(x) = 1

16
(429x7 − 693x5 + 315x3 − 35x)

P8(x) = 1
128

(6435x8 − 12012x6 + 6930x4 − 1260x2 + 35)
P9(x) = 1

128
(12155x9 − 25740x7 + 18018x5 − 4620x3 + 315x)

Analogamente à (3.8), as funções associadas de Legendre Pm
l (x) podem ser obtidas
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recursivamente usando

Pm
l+1(x) =

1

(l −m+ 1)

[
(2l + 1) xPm

l (x)− (l −m)Pm
l−1(x)

]
, (3.9)

com os seguintes valores iniciais

P 0
0 (x) = 1 , (3.10)

Pm+1
m+1 (x) = (2m+ 1)(1− x2)1/2Pm

m (x) e (3.11)

Pm
m+1(x) = (2m+ 1)xPm

m (x) . (3.12)

A Tabela 3.2 mostra as funções associadas de Legendre, para 1 ≤ l ≤ 4.

TABELA 3.2 - Funções associadas de Legendre.

P 1
1 (x) = −(1− x2)1/2

P 1
2 (x) = −3x(1− x2)1/2

P 2
2 (x) = 3(1− x2)

P 1
3 (x) = 3

2
(1− 5x2)(1− x2)1/2

P 2
3 (x) = 15x(1− x2)

P 3
3 (x) = −15(1− x2)3/2

P 1
4 (x) = 5

2
x(3− 7x2)(1− x2)1/2

P 2
4 (x) = 15

2
x(7x2 − 1)(1− x2)

P 3
4 (x) = −105x(1− x2)3/2

P 4
4 (x) = 105(1− x2)2

Como os harmônicos esféricos definidos por (3.2) são funções que tomam valores

complexos, para representar funções reais na esfera é conveniente introduzir os har-

mônicos esféricos reais

Xlm(θ, ϕ) =
1

2
[Ylm(θ, ϕ) + Y ∗

lm(θ, ϕ)] (3.13)

=

√
2l + 1

4π

(l −m)!

(l +m)!
Pm

l (cos θ) cosmϕ ,

Zlm(θ, ϕ) =
1

2i
[Ylm(θ, ϕ)− Y ∗

lm(θ, ϕ)] (3.14)

=

√
2l + 1

4π

(l −m)!

(l +m)!
Pm

l (cos θ) sinmϕ .
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A Tabela 3.3 ilustra os harmônicos esféricos reaisXlm(θ, ϕ) para 1 ≤ l ≤ 4, utilizando

a projeção Mollweide (ver Apêndice A). Os valores encontrados para cada par l,m

estão normalizados entre -1 e 1.

3.2 Espectro de Potências

Nesta seção usamos (2.32) e (3.1) para estabelecer uma relação entre os momentos

multipolares alm e o modelo cosmológico EdS. Para isto usamos a decomposição da

onda plana em harmônicos esféricos (ARFKEN, 1970)

ei~k·~r = 4π
∑
lm

iljl(kr)Y
∗
lm(θ~k, ϕ~k)Ylm(θ, ϕ) , (3.15)

onde (θ~k, ϕ~k) são as coordenadas angulares do vetor ~k no mesmo sistema de coorde-

nadas esféricas usado para determinar as coordenadas esféricas (θ, ϕ) do vetor ~r e jl

são as funções esféricas de Bessel.

Substituindo a Equação 3.15 em 2.32 obtemos

δT

T
(θ, ϕ) ∝

∑
lm

[
il
∫
d3~k φ~kjl(kRSUE)Y ∗

lm(θ~k, ϕ~k)

]
Ylm(θ, ϕ) , (3.16)

que comparada com (3.1) fornece uma expressão para os momentos multipolares

alm ∝ il
∫
d3~k φ~kjl(kRSUE)Y ∗

lm(θ~k, ϕ~k) . (3.17)

Porém, como o espectro inicial de perturbações é um campo estocástico, não é pos-

śıvel utilizar (3.17) para determinar os momentos multipolares. Na prática só pode-

mos estabelecer propriedades estat́ısticas para estes momentos calculando a matriz

de correlação definida como uma média do produto alma
∗
l′m′ sobre um ensemble de

universos essencialmente idênticos. Temos então

〈alma
∗
l′m′〉 ∝ il−l′

∫
d3~kd3~k′

〈
φ~kφ

∗
~k′

〉
jl(kRSUE)j′l(kRSUE)Y ∗

lm(θ~k, ϕ~k)Y
∗
l′m′(θ~k′ , ϕ~k′) ,

(3.18)

onde
〈
φ~kφ

∗
~k′

〉
é a matriz de correlação das perturbações iniciais.

A suposição mais simples que pode ser feita é a de que o campo φ~k é um campo gaus-

siano, isto é, não existem correlações entre as diferentes escalas. Esta propriedade é
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descrita como 〈
φ~kφ

∗
~k′

〉
=
Pφ(k)

k3
δ3(~k − ~k′) . (3.19)

Substituindo (3.19) em (3.18) e integrando a parte angular temos que a matriz de cor-

relação é diagonal

〈alma
∗
l′m′〉 = Clδll′δmm′ , (3.20)

onde

Cl ∝
∫
dk

k
Pφ(k) j

2
l (kRSUE) (3.21)

é o chamado espectro de potência. Vemos também que o espectro de potência está

associado à variância dos momentos multipolares. De fato, fazendo l = l′ e m = m′

em (3.20) obtemos 〈
|alm|2

〉
= Cl . (3.22)

O espectro invariante de escala, o espectro de Harrison-Zeldovich, é definido por

Pφ(k) = cte, e neste caso temos

Cl ∝
1

l(l + 1)
. (3.23)

Este é o espectro de potências que utilizamos nesta dissertação para construir os

mapas de anisotropia.

3.3 Pixelização da Esfera

Os mapas de anisotropia da temperatura da RCF (3.1) são simulados gerando aleato-

riamente os coeficientes alm, com 2 ≤ l ≤ lmax (monopolo e dipolo estão sendo de-

sprezados) seguindo uma distribuição normal com média nula e variância dada pelo

espectro de potência no modelo EdS, dado por (3.23). Entretanto, a função gerada

possui valores num conjunto infinito de pontos, enquanto que os mapas reais da

radiação cósmica de fundo consistem em um número finito de medidas de temper-

atura em diferentes regiões do céu (esfera celeste). Um problema fundamental para

representar este conjunto finito de dados é o de discretizar a esfera. Este processo é

também chamado de pixelização.

Dentre as pixelizações existentes podemos citar:

a) ECP. A pixelização mais simples, conhecida como Projeção Ciĺındrica
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Equidistante (Equidistant Cylindrical Projection - ECP), usa divisões

iguais na latitude e na longitude. Ela é a pixelização utilizada por de-

fault em sistemas como MatLab, Maple, etc., e o principal problema dela

é que os pixels próximos dos pólos são pequenos e muito distorcidos (ver

Figura 3.1).

FIGURA 3.1 - Exemplo de pixelização ECP utilizada pelo MatLab.

b) QSCP. Outro tipo de pixelização, a cúbica (Quadrilateralized Spherical

Cube Projection-QSCP), foi utilizada para construir os mapas gerados pelo

satélite COBE. Esta pixelização é constrúıda circunscrevendo um cubo na

esfera, dividindo cada face do cubo em quatro quadrados iguais, e proje-

tando essa divisão para a esfera. Este processo é iterado para obter uma

maior resolução (WHITE; STEMWEDEL, 1992) (ver Figura 3.2).

FIGURA 3.2 - Exemplo da pixelização cúbica.
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c) HEALPix. Nos mapas gerados pelo WMAP (Wilkinson Microwave

Anisotropy Probe) se utiliza a pixelização HEALPix (Hierarchical Equal

Area isoLatitude Pixelisation of the sphere), onde a esfera é enxadrezada

em quadriláteros curviĺıneos. A resolução inicial de 12 pixels é aumentada a

cada refinamento dividindo cada pixel em quatro novos com áreas idênticas

(GóRSKI, 1999; THE. . . , 2003) (ver Figura 3.3).

FIGURA 3.3 - Exemplo da pixelização HEALPix.
FONTE: http://www.eso.org/science/healpix.

d) Igloo. A pixelização Igloo consiste em dividir a esfera em faixas com bor-

das de latitude constante, e cada faixa é dividida em pixels iguais com

bordas de longitude constante. A Figura 3.4 mostra a pixelização Igloo.

Neste trabalho é utilizada a pixelixação Igloo por ser eficiente e de fácil

implementação computacional (CRITTENDEN; TUROK, 1998; IGLOO. . . ,

2001).

O processo de construção da pixelização Igloo começa com a divisão inicial da esfera

numa partição 3:6:3, onde cada região tem a mesma área: três regiões na calota

superior, seis na faixa central e três na calota inferior da esfera (veja Figura 3.5(a)).

Cada uma dessas regiões é chamada de pixel.

A área de cada calota inicial é a quarta parte da área da esfera

A0 =
1

4
Aesfera = π . (3.24)
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FIGURA 3.4 - Exemplo da pixelização Igloo.
FONTE: http://www.mrao.cam.ac.uk/projects/cpac/igloo.

Como

A0 =

∫ θ0

0

∫ 2π

0

sin θ dθ dϕ , (3.25)

onde θ0 é o ângulo polar do paralelo que limita a calota, segue-se que

cos θ0 =
1

2
. (3.26)

O processo de refinamento consiste na divisão de cada calota em uma nova calota

com um quarto da área inicial, e uma faixa horizontal onde cada setor se divide em

três pixels de mesma área. Por outro lado, cada pixel pertencente as outras faixas

horizontais é divido em quatro novos pixels.

Como a área das calotas é a quarta parte da área das calotas do refinamento anterior,

temos para a área da calota superior do k-ésimo refinamento

A(k) =
1

4
A(k−1) , (3.27)

e como

A(k) =

∫ θk

0

∫ 2π

0

sin θ dθ dϕ , (3.28)

obtemos

cos θk =
1

4
(3 + cos θk−1) . (3.29)

onde θk é o ângulo polar do paralelo que limita esta calota.
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(a) (b) (c)

FIGURA 3.5 - Pixelização Igloo.

(a) Divisão inicial, (b) primeiro e (c) segundo refinamento da esfera na pixelização
Igloo.

As faixas horizontais podem ser divididas seguindo qualquer um dos dois critérios

seguintes.

Espaçamentos iguais. Cada faixa é dividida em dois por um paralelo, de modo

que cada faixa resultante tenha a mesma abertura angular. O ângulo

polar do paralelo que faz a divisão é dado por

θ =
θs + θi

2
, (3.30)

onde θs é o ângulo superior e θi é o ângulo inferior da faixa.

Áreas iguais. Cada faixa é dividida em dois por um paralelo, de modo que cada

faixa resultante tenha a mesma área. A área de uma faixa horizontal lim-

itada pelos ângulos θs e θi é

A = 2π(cos θs − cos θi) . (3.31)

Denotando por Ã a área de cada faixa resultante da divisão temos

Ã =
1

2
A , (3.32)

e daqui segue-se que o ângulo polar do paralelo que faz a divisão é

cos θ =
1

2
(cos θs + cos θi) . (3.33)

40



Este processo recursivo foi implementado em Matlab de modo que podemos obter a

esfera pixelizada na ordem, em prinćıpio, arbitrária (ver Figura 3.6).

FIGURA 3.6 - Pixelização Igloo - 40 refinamento.

Na prática, porém, não tem sido necessário passar do quinto refinamento. A Tabela

3.4 mostra o efeito da pixelização para o mesmo mapa, temos uma pixelização mais

grossa (k = 1) até uma pixelização mais fina (k = 4).

3.4 Mapas de Anisotropia

O mapa de anisotropia da RCF (3.2) pode ser expandido em termos dos harmônicos

esféricos reais na forma

δT

T
(θ, ϕ) =

∞∑
l=1

al0Yl0(θ, ϕ) +
∑
lm

[AlmXlm(θ, ϕ) +BlmZlm(θ, ϕ)] , (3.34)

onde

Alm = alm + a∗lm ; Blm = i(alm − a∗lm) ,

e os harmônicos esféricos reais Xlm e Zlm são dados por (3.13) e (3.14).

Para construir o mapa na esfera pixelizada devemos obter a média da anisotropia

da temperatura em cada pixel. Para isto introduzimos a função janela no pixel P ,

WP (θ, ϕ) =

{
1

AP
se (θ, ϕ) ∈ P

0 se (θ, ϕ) /∈ P ,
(3.35)
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TABELA 3.4 - Exemplos do efeito da pixelização.

k = 1 k = 2

k = 3 k = 4

onde AP é a área do pixel P . A temperatura no pixel P é portanto

TP =

∫
dΩWP (θ, ϕ)T (θ, ϕ) (3.36)

=
∞∑
l=1

al0UP,l0 +
∑
lm

(AlmUP,lm +BlmVP,lm) ,

onde

UP,lm = NlmIP,lmJ
(c)
P,m e (3.37)

VP,lm = NlmIP,lmJ
(s)
P,m , (3.38)

com

Nlm =

√
2l + 1

4π

(l −m)!

(l +m)!

IP,lm =

∫ xi

xf

Pm
l (x)dx ; xi,f = cos θi,f

J
(c)
P,m =

{
ϕf − ϕi se m = 0

1
m

(sinmϕf − sinmϕi) se m 6= 0 ,

J
(s)
P,m =

{
0 se m = 0

1
m

(cosmϕi − cosmϕf ) se m 6= 0 .
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Finalmente, a integral
∫
Pm

l (x)dx é calculada recursivamente usando a fórmula (para

detalhes veja (CRITTENDEN; TUROK, 1998))∫ b

a

Pm
l+1(x) dx =

(l +m)(l − 1)

(l −m+ 1)(l + 2)

∫ b

a

Pm
l−1(x) dx+

2l + 1

(l −m+ 1)(l + 2)

[
(1− a2)Pm

l (a)− (1− b2)Pm
l (b)

]
,(3.39)

com as seguintes condições iniciais∫ b

a

P 0
0 (x) dx = b− a , (3.40)∫ b

a

P 1
1 (x) dx =

1

2

[
b(1− b2)1/2 − a(1− a2)1/2 + arccos a− arccos b

]
, (3.41)∫ b

a

Pm
m (x) dx = (2m− 2)(2m− 3)

∫ b

a

Pm−2
m−2 (x) dx− 2

∫ b

a

Pm−2
m (x) dx e(3.42)∫ b

a

Pm
m+1(x) dx =

2m+ 1

m+ 2

[
(1− a2)Pm

m (a)− (1− b2)Pm
m (b)

]
. (3.43)

A construção do mapa pixelizado, de acordo com a fórmula (3.36), é desenvolvida

integralmente em ambiente MatLab. A Tabela 3.5 mostra exemplos de mapas sim-

ulados para três espectros diferentes (Cl = 1
l(l+1)

, Cl = 1 e Cl = l(l + 1)), e em três

resoluções diferentes (Lmax = 5, Lmax = 10, e Lmax = 20). Em todos os mapas, o

monopolo e o dipolo são nulos. Todos os mapas são mostrados numa escala colorida

com os valores normalizados usando a projeção de Mollweide e utilizam a pixelização

Igloo com refinamento k = 5.

No próximo caṕıtulo descrevemos em detalhe a abordagem de caráter computacional

utilizada para a simulação dos mapas.
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CAPÍTULO 4

IMPLEMENTAÇÃO COMPUTACIONAL

Como trata-se de uma dissertação na área de computação aplicada, neste caṕıtulo

são apresentados os algoritmos desenvolvidos para as simulações dos mapas. A Figura

4.1 mostra o diagrama de fluxo dos passos necessários para obtenção de N mapas. É

importante notar que os códigos foram desenvolvidos em Matlab, onde os ı́ndices de

matrizes, vetores e listas iniciam em 1, porém nos algoritmos descritos neste caṕıtulo

consideramos que os ı́ndices iniciam em 0.

4.1 Algoritmo para a Pixelização Igloo

Para o processo de construção da pixelização Igloo (4.2) é necessário fornecer para

cada faixa, os limites superior e inferior das mesmas, s = cos θs, i = cos θi e o número

de pixels em cada faixa. Então, a estrutura de dados utilizada para codificar uma

faixa da pixelização é

FAIXA = [real, real, integer] ,

onde o primeiro elemento é s, o segundo é i e o último elemento é o número de pixels

nesta faixa. Assim, a estrutura de dados que codifica uma pixelização é

PIXELS = Dynamic List of FAIXA ,

onde o número de elementos de PIXELS é 3 ∗ 2k−1 com k sendo a ordem do

refinamento.

A função Pixe gera a estrutura de dados utilizada na pixelização Igloo. O parâmetro

de entrada é o número máximo do refinamento Max. A sáıda da função Pixe é uma

variável do tipo

MAPASPIX = Dynamic List of PIXELS ,

onde o número de elementos de MAPASPIX é Max + 1 para poder armazenar a

pixelização inicial.

O processo recursivo para construir o k-ésimo refinamento começa com a partição
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inicial dada por

PIX(0)[1] = [1, 0.5, 3] ,

P IX(0)[2] = [0.5,−0.5, 6] ,

P IX(0)[3] = [−0.5,−1, 3] .

O k-ésimo refinamento é então obtido a partir da (k − 1) refinamento pelo seguinte

processo, onde n indica a faixa que está sendo refinada:

quando n = 1

Pix(k−1)[1] = [1, cos θk−1, 3] →

{
Pix(k)[1] = [1, cos θk, 3]

Pix(k)[2] = [cos θk, cos θk−1, 9] ,

onde cos θk é obtido usando (3.29).

para 1 < n < m = 3 ∗ 2k−1

Pix(k−1)[n] = [s(k−1), i(k−1), N (k−1)] →

{
Pix(k)[2n− 1] = [s(k−1), cos θ, 2N (k−1)]

Pix(k)[2n] = [cos θ, i(k−1), 2N (k−1)] ,

onde, cos θ é obtido usando (3.30) ou (3.33), dependendo do critério de

divisão de faixas que está sendo adotado.

para n = m

Pix(k−1)[m] = [−cosθk−1,−1, 3] →

{
Pix(k)[2n− 1] = [−cosθk−1,− cos θk, 9]

Pix(k)[2n] = [− cos θk,−1, 3] ,

function Pixe(Max)

begin

// declaração de variáveis

FAIXA1, FAIXA2, FAIXA3 := FAIXA

// condições iniciais

FAIXA1 := [1, 0.5, 3] ;

FAIXA2 := [0.5,−0.5, 6] ;

FAIXA3 := [−0.5,−1, 3] ;

Pix[0] := [FAIXA1, FAIXA2, FAIXA3] ;
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for k = 1 . . .Max do

// n = 1

costheta := 1/4 ∗ (3+Pix[k-1][1][2]) ;

// ı́mpar

Pix[k][1] := [1, costheta,3] ;

// par

Pix[k][2] := [Pix[k][1][2], Pix[k-1][1][2], 9] ;

//1 < n < m = 3 ∗ 2k−1

for n = 2 . . . length(Pix[k-1])−1 do

// usando o critério de áreas iguais (3.31)

costheta := 1/2 ∗ (Pix[k-1][n][1]+Pix[k-1][n][2]) ;

// caso queira usar o critério de espaçamentos iguais (3.30) de-

sconsiderar a linha acima e considerar a linha abaixo

// costheta := Pix[k-1][n][1]+Pix[k-1][n][2]/2;

// ı́mpar

Pix[k][2∗n-1] := [Pix[k][(n-1)∗2][2], costheta,2∗Pix[k-1][n][3]] ;

// par

Pix[k][2∗n]:= [Pix[k][2∗n-1][2],Pix[k-1][n][2],2∗Pix[k-1][n][3]] ;

end

// n = Max

n := length(Pix[k-1]) ;

Pix[k][2∗n-1] := [Pix[k][2∗n-2][2], -Pix[k-1][1][2], 9] ;

Pix[k][2∗n] := [Pix[k][2∗n-1][2],-1,3] ;

end

return Pix

end

4.2 Algoritmo para Gerar UP,lm e VP,lm

Para gerar UP,lm e VP,lm dados por (3.37) e (3.38) respectivamente, necessários para

o cálculo da temperatura de cada pixel do mapa (3.36), desenvolvemos a função

FunUV, que possui como parâmetros de entrada os valores de L, M , a estrutura

de dados Pix dada pela função Pixe, a ordem do refinamento K, o valor máximo

de L (Lmax), e flag, uma variável de controle de sáıda da função FunUV, se flag

= 0 a função retorna a estrutura de dados com os valores de UP,lm, senão retorna

49



VP,lm. Assim, as sáıdas da função FunUV são duas variáveis, UP,lm e VP,lm, do tipo

FUNCASSOC dada por (4.1).

function FunUV(L,M,P ix,K,Lmax, flag)

begin

// atribuição a uma variável da estrutura gerada no refinamento K

P := Pixe[K];

// valor inicial da área do pixel

Ap := 0;

// valor de fi inicial

fi−i := 0;

// variável auxiliar para o cálculo do fatorial

fat := (factorial(L-M)/factorial(L+M));

for h = 1 . . . length(Pix[K]) do

// limites superior e inferior de cada pixel

b := P[h][1];

a := P[h][2];

// número de pixels da faixa

N := P[h][3];

// Área do pixel

Ap := (b-a)∗(2∗pi/N);

// chamada a função Pinteg

integral := Pinteg(Lmax, a, b);

for Q = 1 . . . N do

// valor de fi final

fi−f := fi−i + 2∗pi/N;

if M = 0 then

u := fi−f - fi−i;

v := 0;

else u := (sin((M)∗fi−f)-sin((M)∗fi−i))/(M);

v := -(cos((M)∗fi−f)-cos((M)∗fi−i))/(M);

end

// cálculo de U e V

U[h][Q] := (sqrt((2∗(L+1)/(4*pi)∗fat))∗integral[L][M]∗u/Ap;
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V[h][Q] := (sqrt((2∗(L+1)/(4*pi)∗fat))∗integral[L][M]∗v/Ap;

fi−i := fi−f;

end

end

if flag = 0 then

return U;

else return V;

end

end

4.2.1 Algoritmo para Gerar e Avaliar as Funções Associadas de Legen-

dre

Para gerar e avaliar numericamente as funções associadas de Legendre utilizamos a

fórmula recursiva (3.9) e a seguinte estrutura de dados

LEGENDRE = Dynamic List of real ,

onde o número de elementos de LEGENDRE depende de l. Devido à propriedade

(3.4) para cada l precisamos calcular apenas l + 1 funções associadas de Legendre.

A função Plms produz a estrutura de dados utilizada na geração e avaliação das

funções associadas de Legendre. Os parâmetros de entrada são o valor L até onde se

deseja gerar e avaliar as funções e o valor x onde são avaliadas as funções. A sáıda

da função Plms é uma variável do tipo

FUNCASSOC = Dynamic List of LEGENDRE . (4.1)

A (l− 1)−ésima função associada de Legendre de ordem m é obtida a partir das l e

(l − 1)−ésima funções associadas da mesma ordem m. Assim, o processo recursivo

para construir as funções associadas de Legendre tem como condições iniciais dadas

por (3.10), (3.11) e (3.12). Abaixo é apresentado o algoritmo desenvolvido para o

cálculo das funções associadas de Legendre.

function Plms(L, x)
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begin

//condição inicial

Plm[0][0]:=1 ;

for m = 0 . . . L do

//gerando as condições iniciais para cada m

Plm[m+1][m+1] := (2∗m+1)∗sqrt(1-x∗x)∗Plm[m][m];

Plm[m+1][m] := (2∗m+1)∗x∗Plm[m][m] ;

for Lm = 1 . . . L do

//cálculo da funções associadas utilizando a fórmula recursiva

(3.9)

Plm[Lm+1][m]:= [(2∗Lm+1)∗x∗Plm[Lm][m]-(Lm+M)∗
Plm[Lm-1][m]]/(Lm-M+1) ;

end

end

return Plm

end

4.2.2 Algoritmo para Gerar e Avaliar as Integrais das Funções Associ-

adas de Legendre

Para gerar e avaliar numericamente as integrais das funções associadas de Legen-

dre utilizamos a fórmula recursiva (3.39). A função Pinteg gera e avalia numerica-

mente de modo recursivo as integrais das funções associadas de Legendre no intervalo

fornecido. Os parâmetros de entrada são o valor L até onde se deseja gerar e avaliar

as integrais, o intervalo superior a e o intervalo inferior b da integral. A sáıda da

função Pinteg é uma variável do tipo FUNCASSOC dada por (4.1).

Do mesmo modo que com as funções associadas de Legendre, a (l+1)−ésima integral

da função associada de Legendre de ordem m é obtida a partir das l e (l−1)−ésima

integrais das funções associadas da mesma ordem m. O processo recursivo para

construir as integrais das funções associadas de Legendre tem condições iniciais

dadas por (3.40), (3.41), (3.42) e (3.43). Como pode ser observado em (3.39 e 3.43),

é necessário calcular o valor das funções associadas de Legendre nos extremos a e b

do intervalo de integração. Por isso no algoritmo abaixo, primeiramente calculamos,

através da função Plms, as funções associadas de Legendre nestes pontos.
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No processo de contrução da estrutura de dados é conveniente, devido à natureza

das condições iniciais para cada ordem m, calcular separadamente as integrais para

m = 0 com 0 < l < L− 1, para m = 1 com 1 < l < L− 1, para os demais m′s com

m < l < L− 2, e finalmente para m = L− 1, L. Abaixo é apresentado o algoritmo

para o cálculo das integrais das funções associadas de Legendre.

function Pinteg(L, a, b)

begin

// gera e avalia as funções associadas de Legendre para os valores a e b

polya := Plm(L,a);

polyb := Plm(L,b);

// variáveis auxiliares

sa := (1-â2);

sb := (1-b̂2);

// calculando todos os
∫
P 0

l

Pint[0][0] := b-a ;

Pint[1][0] := 0.5∗(sa∗polya[0][0]-sb∗polyb[0][0]) ;

for Lm = 1 . . . L-1 do

y := (2∗Lm+1)∗(sb∗polyb[Lm][0]-sa∗polya[Lm][0]) ;

z := Lm∗(Lm-1)∗Pint[Lm-1][0]) ;

den := (Lm+1)∗(Lm-2) ;

Pint[Lm+1][0] := (z-y)/den ;

end

// calculando todos os
∫
P 1

l

Pint[1][1] := 0.5∗((b∗ sqrt(sb))-(a∗sqrt(sa)) + arccos a - arccos b;

Pint[2][1] := (sa∗polya[1][1]-sb∗polyb[1][1];

for Lm = 2 . . . L-1 do

y := (2∗Lm+1)∗(sb∗polyb[Lm][1]-sa∗polya[Lm][1]) ;

z := (Lm+1)∗(Lm-1)∗Pint[Lm-1][1]) ;

den := Lm∗(Lm-2) ;

Pint[Lm+1][1] := (z-y)/den ;

end

// cálculo de todos os
∫
Pm

l para m ≥ 2 e m ≤ l − 1
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for m = 2 . . . L-2 do

Pint[m][m] := (2∗m-2)∗(2∗m-3)∗Pint[m-2][m-2]∗Pint[m][m-2];

Pint[m+1][m] := ((2∗m+1)/(m+2))∗(sa∗polya[m][m]-

sb∗polyb[m][m]);

for Lm = m+1 . . . L-1 do

y := (2∗Lm+1)∗(sb∗polyb[Lm][m]-sa∗polya[Lm][m]);

z := (Lm+m)∗(Lm-1)∗Pint[Lm-1][m]);

den := (Lm-m+1)∗(Lm-2) ;

Pint[Lm+1][m] := (z-y)/den ;

end

end

// cálculo de
∫
Pm

l para m = L− 1, L

m := L-1;

Pint[m][m]:=(2∗m-2)∗(2∗m-3)∗Pint[m-2][m-2]∗Pint[m][m-2] ;

Pint[m+1][m] := ((2∗m+1)/(m+2))∗(sa∗polya[m][m]-sb∗polyb[m][m]) ;

m=L;

Pint[m][m]:=(2∗m-2)∗(2∗m-3)∗Pint[m-2][m-2]∗Pint[m][m-2] ;

return Pint;

end

4.3 Algoritmo para Simular os Mapas de Anisotropia da RCF Conforme

Modelo EdS

Para a construção do mapa pixelizado de acordo com o modelo EdS, utilizamos a

Equação 3.36 que depende do cálculo dos coeficientes de expansão al0, Alm e Blm

com 1 ≤ l ≤ lmax, e de UP,lm e VP,lm, dados pela função FunUV. Os coeficientes da

expansão são gerados aleatoriamente seguindo uma distribuição normal com variança

dada pelo espectro de potência no modelo EdS (3.23).

A função maps gera N mapas pixelizados de anisotropia de acordo com o modelo

EdS. Os parâmetros de entrada são o valor de L máximo Lmax e a ordem do

refinamento K. A sáıda da função maps é uma variável do tipo FUNCASSOC

dada por (4.1).

function maps(Lmax,K)
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begin

// Quantidade de mapas

N := 100;

// Pixelização da esfera

Pix := Pixe(k);

// Cálculo de U e V

for L = 2 . . . Lmax do

for m = 0 . . . Lmax do

U[L][m] := FunUV(L,m,Pix,K,Lmax,0);

V[L][m] := FunUV(L,m,Pix,K,Lmax,1);

end

end

// laço que controla a quantidade de mapas

for n = 1 . . . N do

for L = 2 . . . Lmax do // M = 0

// espectro de potências

sigma := 1/sqrt(L*(L-1));

beta := sigma*sqrt(pi)/2;

// cálculo dos coeficientes para m = 0

control := 0;

while control = 0 do

u := rand;

v := rand;

a := -beta∗log(1-v);

w := a/beta-(a/sigma)ˆ2;

if u ≤exp(w) then

control := 1;

end

end

u := rand;

if u ≤0.5 then

a := -a;

end
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// cálculo da temperatura para cada pixel

for t = 1 . . . length(U [L][1]) do

Tps[t] := Tps[t]+(a*Ulm[L][1][t]);

end

//cálculo dos coeficientes para 1 ≤ m ≤ Lmax

for m = 1 . . . Lmax do

control := 0;

while control = 0 do

u := rand;

v := rand;

a := -beta∗log(1-v);

w := a/beta-(a/sigma)ˆ2;

if u ≤exp(w) then

control := 1;

end

end

theta := 2∗pi∗rand;

Alm := 2∗r∗cos(theta);

Blm := 2∗r∗sin(theta);

// cálculo da temperatura para cada pixel

for tt = 1 . . . length(U [L][1]) do

Tps[tt] = Tps[tt]+((Alm*Ulm[L][m][tt])+(Blm*Vlm[L][m][tt]));

end

end

// salvando a temperatura dos pixels para cada mapa

salvar TpsN;

end

end

end

Uma vez contrúıdas e testadas as ferramentas computacionais e teóricas para sim-

ulacão e visualização dos mapas descritas, respectivamente, neste caṕıtulo e no

caṕıtulo anterior, iremos descrever e aplicar no próximo caṕıtulo, a metodologia de

análise de padrões gradientes que terá como objetivo testar o desempenho da análise
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de padrões para caracterizar mapas com diferentes espectro de potência simulados

e visualizados de acordo com as técnicas apresentadas até aqui.
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FIGURA 4.1 - Diagrama de fluxo de geração de mapas.

FIGURA 4.2 - Pixelização da esfera.
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FIGURA 4.3 - Cálculo de UP,lm e VP,lm.

FIGURA 4.4 - Geração dos mapas.
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CAPÍTULO 5

ANÁLISE DE PADRÕES GRADIENTES

Neste caṕıtulo descrevemos a técnica de análise de padrões gradientes (Gradient

Pattern Analysis - GPA) e a sua aplicação para análise dos mapas simulados.

5.1 Os Momentos Gradientes

Um padrão espacialmente gerado em duas dimensões (x, y) é representado pela ma-

triz das amplitudes M = L`×`{M(1, 1), ...,M(i, j), ...,M(`, `) | i, j ∈ I e M ∈ <},
essencialmente uma grade quadrada, L , se as duas dimensões espaciais, x e y, estão

discretizadas em ` × ` pixels, com i = 1, ..., ` e j = 1, ..., `. Assim, uma sucessão

dinâmica de N grades, L0,L1, ...,LN , está relacionada à visualização da evolução

temporal de um envelope de amplitude Mx,y,t ≡ E(x, y, t). Usualmente, cada inten-

sidade da amplitude E(i, j), representa uma medida local de energia espacialmente

distribúıda (são exemplos a velocidade relativa, a taxa de concentração, intensi-

dade de emissão, temperatura, etc). A flutuação espacial do padrão global E(x, y),

para um dado instante t, pode ser caracterizado através do campo vetorial gradi-

ente Gt = ∇[E(x, y)]t. Uma flutuação espacial local, entre um par instantâneo de

intensidades, pertencentes ao padrão global, é caracterizada por seu vetor gradiente,

definido entre cada par de pontos da grade bi-dimensional. Nesta representação, os

valores relativos entre as amplitudes (que determinam a norma e a orientação de

cada vetor) são dinamicamente mais relevantes do que os seus valores absolutos.

Dentro do formalismo GPA, um campo vetorial gradiente Gt = ∇[E(x, y)]t, composto

por V vetores r, onde cada vetor ri,j, localizado na posição (i, j) do campo gradiente

está caracterizado por sua norma e fase (ri,j = (r, φ)). Dessa forma, um dado campo

escalar de valores absolutos pode ser interpretado com um campo gradiente das

flutuações das amplitudes locais e, esse campo gradiente, pode ser representado

por um par de matrizes, uma das normas e a outra das fases. Uma representação

subseqüente é dada por uma matriz complexa, onde cada elemento é um número

complexo zi,j, representando cada vetor do padrão gradiente. Assim, um dado campo

escalar matricial pode ser representado como a composição de quatro momentos

gradientes:

• o momento gradiente de primeira ordem, ga
1 , uma medida global da dis-
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tribuição de todos os vetores, isto é, de todas as normas e suas respectivas

fases localizadas no campo gradiente;

• o de segunda ordem, g2, que calcula a desordem existente no módulo dos

vetores;

• o terceira ordem, g3, que calcula a desordem existente na fase dos vetores

e o

• o quarto momento, g4, que é a medida global da norma dos vetores (ex-

tráıda da matriz composta por todas as normas locais) e da fase dos vetores

(extráıda da matriz composta por todas as respectivas fases locais).

Esses momentos estão apresentados graficamente na Figura 5.1.

FIGURA 5.1 - Representação esquemática da Análise de Padrões Gradientes de um campo escalar
matricial.

(a) um campo escalar arbitrário normalizado; (b) o correspondente padrão
gradiente da amplitude das flutuações; (c) a norma e a fase das flutuações; (d)
representação complexa das flutuações [Fonte: Rosa, et al. (ROSA et al., 2003)].

A partir da definição de ga
1 , g2, g3 e g4 é posśıvel representar o campo gradiente

Gt = ∇[ε(x, y)]t, como sendo um conjunto de quatro momentos gradientes Gt =

(g1, g2, g3, g4) .

Para a extração desses momentos são utilizados operadores computacionais. Assim, o

62



operador AAF (Asymmetric Amplitude Fragmentation) (ROSA et al., 2003; ROSA et

al., 2000; ROSA et al., 1999) baseado nas assimetrias dos vetores do campo gradiente

é utilizado para calcular o valor do momento ga
1 . O momento g4 (|g4| e φg4), é

calculado pelo operador computacional CEF (Complex Entropic Form) (RAMOS et

al., 2000) e os momentos g2 e g3 ainda não possuem um operador formal, definido

na literatura, para o seu cálculo.

5.2 O Primeiro Momento Gradiente para Assimetrias

A medida de quebras de simetrias do campo gradiente, ga
1 , pode ser obtida por meio

do operador computacional AAF, que mede o grau de fragmentação assimétrica das

amplitudes. Padrões bidimensionais sem fragmentação espacial (por exemplo, aquele

dado por um envelope Gaussiano) ou padrões fragmentados com simetria total (por

exemplo, aquele dado por um envelope Besseliano) possuem momento gradiente ga
1

nulo (não há assimetria na distribuição). Este operador gera, computacionalmente,

uma medida da assimetria global do padrão. No caso de um padrão espaço-temporal,

a variável ga
1(t), quantifica, no tempo, as posśıveis quebras de simetria ao longo da

evolução do padrão.

A partir do campo gradiente, ∇(M), que representa as flutuações pixel a pixel, os

pares de vetores simétricos (isto é, os pares de vetores que tem, para uma dada

tolerância, o mesmo módulo mas direções opostas) são removidos, obtendo-se assim

um campo formado somente por vetores assimétricos ∇A(M) (ROSA et al., 1999).

A medida de fragmentação espacial assimétrica ga
1 é definida como:

ga
1 ≡

(C − VA)

VA

(C ≥ VA > 0), (5.1)

onde VA é o número de vetores assimétricos e C o número de barras de correlação

gerado por uma triangulação de Delaunay tomando o ponto médio de cada vetor

assimétrico como vértice (veja Figura 5.2). A triangulação de Delaunay TD(C, VA),

neste contexto, é um campo fracionário com dimensão menor que a dimensão da

grade (ROSA et al., 1999). Portanto, variando no intervalo entre 1 e 2. Entretanto,

devido a sua propriedade de sensibilidade assintótica (PSA) os valores de ga
1 tendem

assintóticamente para o valor máximo (igual a 2, que corresponde a dimensão da

grade) (ROSA et al., 1999). Na Figura 5.2 mostramos como a triangulação de Dealu-

nay no contexto do operador AAF, quantifica uma quebra de simetria através do

aumento do número triângulos.
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Quando não há nenhuma correlação assimétrica no padrão, o número total de vetores

assimétricos é zero, e então, por definição, o momento gradiente ga
1 é nulo. Para uma

determinada grade de tamanho `x`, o padrão totalmente desordenado, em termos

de assimetrias, gera o mais alto valor para ga
1 . Padrões compostos por estruturas

regulares (ex. em forma de rolos e labirintos convectivos) apresentam valores espećı-

ficos não-nulos para ga
1 . Como exemplo, na Figura 5.3, mostramos o resultado após

a aplicação do AAF em uma sub-matriz 32x32 retirada de um mapa de RCF gerado

com as ferramentas apresentadas nos caṕıtulos anteriores.

FIGURA 5.2 - Triangulação de Dealunay no contexto do operador AAF.

Neste trabalho utilizamos o operador computacional AAF a fim de de verificar se a

técnica é senśıvel aos padrões de flutuações visualizados nos mapas para diferentes

espectros de potência.

5.3 Caracterização dos Mapas por Assimetrias

Para caracterizar os padrões de flutuações dos mapas por meio dos padrões de as-

simetrias calculados pela técnica GPA ((ROSA et al., 2003; ROSA et al., 2000; ROSA

et al., 1999; RAMOS et al., 2000)), simulamos 900 mapas, sendo 300 seguindo uma

distribuição normal com média nula e variância dada pelo espectro de potência no

modelo EdS (3.23). Outros 300 mapas com o espectro de potência dado por Cl = 1

e 300 com espectro Cl = l(l + 1). Para cada espectro, 100 mapas com Lmax = 5,

100 com Lmax = 10 e 100 com Lmax = 20 e refinamento k = 5. Para cada mapa é

escolhida a faixa do equador (32x192). Como a versão atual da técnica GPA (ROSA
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FIGURA 5.3 - Exemplo de sáıda do operador AAF.

et al., 2003) é aplicada apenas em matrizes quadradas, a faixa do equador é dividida

em 6 sub-matrizes (32x32), nas quais aplicamos o operador computacional AAF

e extraimos o primeiro momento ga
1 para cada sub-matriz 32x32 de cada mapa e

calculamos a média desses valores para cada sub-matriz.

Obtemos assim os seguintes resultados:

Na Tabela 5.1 encontramos os valores, estatisticamente representativos, para o

primeiro momento gradiente, obtidos para uma escala fixa igual a 32x32, para difer-

entes matrizes caracterizadas pelo par (Cl, Lmax). Nesse caso estamos interessados

na inspeção da variação do primeiro momento gradiente. Na Tabela 5.2 mostramos

os histogramas de todos os valores de ga
1 , obtidos para as escalas 32x32 de todos

os mapas, em função dos pares (Cl, Lmax). A forma de cada distribuição pode ser

utilizada como um classificador das assimetrias caracteŕısticas encontradas em cada

classe (Cl, Lmax) de mapas. Podemos notar que, a menos dos desvios, todos os con-

juntos de valores mais freqüentes de ga
1 são diferentes entre si. Observamos que o

valor mais freqüente de cada distribuição consegue distinguir os diferentes harmôni-

cos (Lmax), porém não é uma medida tão robusta na distinção dos espectros (Cl).

Entretanto, em termos de valores absolutos, considerando os respectivos desvios de
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TABELA 5.1 - Valores médios de ga
1 e desvio padrão.

Espectros Lmax = 5 Lmax = 10 Lmax = 20
Média Desvio Média Desvio Média Desvio
1.9553 0.0275 1.9675 0.0131 1.9761 0.0069
1.9553 0.0289 1.9680 0.0131 1.9763 0.0055

Cl = 1
l(l+1)

1.9614 0.0292 1.9684 0.0133 1.9751 0.0054

1.9502 0.0304 1.9679 0.0130 1.9756 0.0049
1.9619 0.0276 1.9650 0.0138 1.9760 0.0064
1.9569 0.0275 1.9699 0.0111 1.9758 0.0060
1.9557 0.0286 1.9671 0.0127 1.9762 0.0065
1.9552 0.0290 1.9664 0.0120 1.9759 0.0058

Cl = 1 1.9573 0.0287 1.9703 0.0113 1.9767 0.0058
1.9554 0.0303 1.9666 0.0137 1.9760 0.0053
1.9569 0.0323 1.9682 0.0121 1.9759 0.0063
1.9565 0.0296 1.9697 0.0112 1.9765 0.0063
1.9580 0.0261 1.9680 0.0115 1.9768 0.0063
1.9531 0.0291 1.9695 0.0124 1.9770 0.0052

Cl = l(l + 1) 1.9624 0.0279 1.9695 0.0115 1.9759 0.0052
1.9515 0.0296 1.9700 0.0113 1.9765 0.0054
1.9629 0.0256 1.9671 0.0126 1.9763 0.0061
1.9567 0.0255 1.9711 0.0104 1.9773 0.0051

cada classe de medida mostrados na Tabela 5.1, conclúımos que a faixa de variação

das assimetrias não valida o primeiro momento gradiente como uma medida valida

para a caracterização das flutuações observadas nas escalas 32x32 dos mapas gerados

neste trabalho.
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CAPÍTULO 6

CONCLUSÃO

Neste trabalho desenvolvemos, utilizando o modelo cosmológico simples de Einstein-

de Sitter, a simulação, visualização e análise computacional de mapas da radiação

cósmica de fundo. Os mapas da anisotropia foram implementamos a partir da técnica

de pixelixação Igloo em conjunto com a projeção Mollweide. Foram gerados cerca

de 900 mapas para diferentes pares de espectros de potência e harmônicos esféricos.

O espectro de potência para este modelo foi calculado pressupondo perturbações

iniciais de densidade do tipo gaussiano com espectro de Harrison-Zeldovich.

Em geral a geração dos mapas apresenta um alto custo computacional 1 Neste tra-

balho mostramos que a metodologia adotada apresenta relativa facilidade na sua

implementação computacional mostrando-se ser eficiente na geração de mapas da

RCF para um modelo cosmológico simples. O trabalho de programação foi integral-

mente desenvolvido utilizando o Matlab.

Embora nossa motivação tenha sido a geração de mapas de anisotropia da RCF,

a ferramenta desenvolvida pode também ser utilizada para simular mapas da dis-

tribuição de população global (TOBLER, 1992), da topografia da superf́ıcie terrestre

(LEE; KAULA, 1967), do fluxo global de calor do interior no nosso planeta (CHAP-

MAN; POLLACK, 1975), etc.

Aplicamos a Análise de Padrões Gradientes (GPA) aos padrões de anisotropia, a fim

de verificar se esta técnica computacional é capaz de distinguir as classes de mapas

com diferentes espectros de potência e quantidade de harmônicos. Concluimos que a

caracterização dos mapas por assimetrias não é absolutamente robusto e suficiente

para essa tarefa.

Para o trabalhos futuros sugerimos os seguintes tópicos:

• Selecionar novas amostras de flutuação 64x64 dos mapas simulados;

• Testar como ferramentas de análise uma nova forma logaŕıtmica do

primeiro momento gradiente (DASILVA et al., 2000) e também em me-

didas baseadas na métrica do padrão (por exemplo: área e contornos de

1± 20 min. para gerar um mapa com Lmax = 20 em um computador Pentium III, 300 MHz e
390 KB
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cobertura a partir da estimativa dos funcionais de Minkowsky (MECKE,

2000);

• Gerar mapas com diferentes modelos cosmológicos;

• Reescrever os códigos feitos em C e paralelizá-los, a fim de tornar a simu-

lação mais rápida;

• Reconstruir mapas de anisotropia, ou seja reconstruir os coeficientes da

expansão alm, a partir de uma representação discretizada, e mesmo incom-

pleta, na esfera pixelizada.

• Aplicar a técnica GPA e possivelmente, os funcionais de Minkowsky, nos

mapas reconstrúıdos e comparar os resultados com resultados obtidos nos

mapas reais gerados.
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em: http://camb.info. Acesso em: 20 jul. 2004. 19

CHAPMAN, D. S.; POLLACK, H. N. Global heat flow: A new look. Earth and

Planetary Science Letters, v. 28, n. 1, p. 23–32, nov. 1975. 69
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APÊNDICE A

PROJEÇÃO MOLLWEIDE

Esta projeção foi desenvolvida por Mollweide em 1805, é conhecida também como

projeção eĺıptica ou projeção equivalente homolográfica e é do tipo pseudo-cilindŕıca,

ou seja, as linhas da latitude são retas paralelas e os meridianos são igualmente es-

paçados, mas todos os mediridianos exceto o central são curvos. Na projeção Moll-

weide cada ponto (θ, ϕ) da esfera é projetado no ponto (x, y) usando a transformação

(MALING, 1973)

x =

√
8

π
ϕ cos Ψ , (A.1)

y =
√

2 sin Ψ , (A.2)

onde Ψ é um ângulo auxiliar obtido resolvendo a equação

sin 2Ψ + 2Ψ = π cos θ . (A.3)

A Figura A mostra um exemplo da esfera pixelizada utilizando a projeção Mollweide

FIGURA A.1 - Projeção Mollweide.

Para resolver a Equação A.3 é utilizado o método de Newton.

A.1 Algoritmo para Projeção Mollweide

Para o processo de construção da projeção Mollweide, é necessário fornecer para

cada faixa, os limites da esquerda e direita (xe e xd), os limites superior e inferior (ys
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e yi) e N o número de pixels em cada faixa dado pela pixelização. Então, a estrutura

de dados utilizada para uma faixa da projeção Mollweide é

FAIXAMOLL = [real, real, real, real, integer] ,

onde os elementos são respectivamente, ys, yi, xe, xd e N. A função Moll gera a

estrutura de dados utilizada na projeção Molweide. O parâmetro de entrada é o

número máximo do refinamento m. A sáıda da função Moll é uma variável do tipo

PIXELSMOLL = Dynamic List of FAIXAMOLL .

onde o número de elementos de PIXELSMOLL é 3 ∗ 2k−1 com k sendo a ordem do

refinamento.

O processo recursivo para construir a n−ésima faixa tem como valor inicial

Moll[0] = [sqrt(2), 0, 0, 0, P ix[k][1][3]] .

Com isso, a estrutura de dados das demais faixa é obtido da seguinte maneira

Moll[n] = [y(n)
s , y

(n+1)
i , x(n)

e , x
(n+1)
d , P ix[k][n][3]] ,

onde (xe e xd) são obtidos a partir de (A.1) e (ys e yi) de (A.2).

function Moll(m)

begin

// chamada a função de pixelização com o número máximo de refinamento

Pix := Pixe(m);

// variável auxiliar

a := sqrt(8)/pi;

// solução para calota, valor inicial de ψ

psi := pi/2-(10−1);

// preenchendo a última posição da estrutura Moll com o valor de N (nro de divisoes

em cada faixa)
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for r = 0 . . . length(Pix[m]) do

Moll[r][5] := Pix[m][r][3];

end

Moll[1][1] := sqrt(2);

for r = 1 . . . length(Pix[m]) do

pitheta:=pi∗Pix[m][r][1];

delta := 1; // método de newton para encontrar o melhor valor de ψ

while abs(delta)> (10−8) do

delta := (sin(2∗psi)+(2∗psi)-pitheta)/(2∗(cos(2∗psi)+1));

psi := psi - delta;

end

// completando a estrutura de dados Moll

Moll[r][1] := sqrt(2)∗sin(psi);

Moll[r-1][2] := Moll[r][1];

Moll[r][3] := a∗cos(psi);

Moll[r-1][4] := Moll[r][3];

end

Moll[r][2] := -sqrt(2); return Moll
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