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Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais (INPE)
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Resumo

Neste trabalho apresentamos um resumo sobre os mode-
los cosmoĺogicos de Friedmann-Lemaı̂tre e radiaç̃ao
cósmica de fundo. Os conceitos básicos de harm̂onicos
esf́ericos e pixelizaç̃ao da esfera s̃ao discutidos para
geraç̃ao de mapas de anisotropia da radiação ćosmica
de fundo. Como resultados preliminares apresentamos
os mapas de anisotropia obtidos utilizando harmônicos
esf́ericos e a pixelizaç̃ao Igloo.

1. Introdução

A radiação cósmica de fundo em microondas, ou sim-
plesmente radiação cósmica de fundo (RCF), é de fun-
damental importância na cosmologia, principalmente no
estudo da formação de estruturas em larga escala no uni-
verso, causada pela instabilidade gravitacional devido a
flutuações na densidade de matéria no universo primor-
dial. Tais flutuações são responsáveis pelas diferenças
de temperatura em distintas direções e fornecem esti-
mativas precisas de parâmetros cosmológicos como a
idade do universo, a constante de Hubble, a densidade de
matéria, a densidade bariônica, a constante cosmológica,
entre outros.

A geração de mapas de anisotropia da temperatura é
uma etapa essencial no processo de simulação e análise
da RCF. Isto requer o processamento de grandes conjun-
tos de dados (106 a 1010 pontos), e portanto de sistemas
de alta capacidade de processamento para sua redução,

visualização e análise.
Este trabalho tem como objetivos (i) construir mapas de

anisotropia em um modelo simples do Universo (mode-
lo Einstein-de Sitter), onde é possı́vel conhecer com pre-
cisão as propriedades da RCF, e (ii) aplicar a Análise
de Padrões Gradientes (GPA) para extrair informações,
como redundâncias e assimetrias nos mapas, na tentativa
de obter maior precisão e velocidade na análise. No pre-
sente estamos concluindo a primeira fase, e começando a
adaptação da técnica GPA para análise destes mapas.

2. Modelos Cosmoĺogicos de
Friedmann-Lemaı̂tre

Entre 1922 e 1924, Alexander Friedmann usando as
hipóteses de homogeneidade e isotropia espaciais, cons-
truiu dois modelos em que o espaço apresenta cur-
vatura positiva (Universo fechado) ou negativa (Universo
aberto). No modelo de Friedmann fechado, a densi-
dade média de matéria é maior que a densidade crı́tica,
Ω0 = ρ/ρcrit > 1, e o espaço é representado por uma es-
fera tridimensional. Já no modelo de Friedmann aberto, a
densidade média é menor que a densidade crı́tica,Ω0 < 1,
e o espaço é o espaço hiperbólico [8].

Um terceiro modelo é o universo de Einstein-de Sitter
(EdS), criado em 1932, e que supõe que a densidade de
matéria é exatamente a densidade crı́tica,Ω0 = 1, e o
espaço é o espaço euclidiano. O modelo EdS é, às vezes,
chamado de modelo de Friedmann de curvatura nula. Ou
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seja, a expressão modelos de Friedmann pode designar às
três teorias descritas acima.

Os três modelos consideram constante cosmológica
nula, e prevêm uma expansão do universo que está
desacelerando, ou seja a velocidade da expansão está
sempre diminuindo. Isso porque a única força at-
uante é a atração gravitacional, que freia a grande
velocidade inicial. Até há poucos anos, achava-se
que essa previsão estava correta. Em 1999, a partir
da observação de supernovas distantes, pesquisadores
chegaram à conclusão de que a expansão do universo
não está freando, mas acelerando [13]. Isto mo-
tivou em épocas recentes a introdução de uma cons-
tante cosmológica nos modelos de Friedmann.

Neste trabalho são consideradas a constante cos-
mológica e a curvatura nulas pois o modelo Eds é muito
simples, o que permite que concentremos nossos esforços
na implementação dos algoritmos para simular os mapas
de anisotropia da RCF.

3. Radiaç̃ao Cósmica de Fundo

Uma das descobertas mais espetaculares na cosmologia
do século XX foi a detecção de um sinal muito fraco
na freqüência das microondas que provinha de todas as
direções do céu. Esta radiação passou a ser chamada de
Radiação Cósmica de Fundo de Microondas, ou mais sim-
plesmente, Radiação Cósmica de Fundo (RCF).

A RCF é entendida agora como um remanescente de
uma época em que o universo era extremamente pequeno,
e portanto a densidade de matéria e a sua temperatura
eram extremamente altas. Em um cenário desse tipo os
fótons são tão energéticos que não permitem a formaç˜ao
de átomos: qualquer átomo que se formar é imediata-
mente destruı́do e absorvido ao bater num dos inúmeros
fótons que vagueiam pelo universo.

Com o passar do tempo o universo se expandiu e es-
friou o suficiente de modo a permitir os átomos de se for-
marem, pois a energia da grande maioria dos fótons era in-
suficiente para rompe-los. Como conseqüência, os fótons
não eram mais absorvidos e reemitidos pela matéria e não
existiam mais elétrons livres para espalha-los significati-
vamente. Eles podiam agora viajar livres pelo universo.
Esses são os fótons que compõem a RCF, e se encontram
na região espectral das microondas devido a que o uni-
verso agora é aproximadamente 1000 vezes maior do que
era quando virou transparente [8].

A RCF é altamente isotrópica, isto é, a temperatura da
radiação (medida pelo espectro de corpo negro) é essen-
cialmente a mesma em qualquer direção. Esta tempera-
tura é T0 = 2, 726 ± 0, 001 K [5]. No entanto a
radiação não é perfeitamente isotrópica: existem peque-
nas diferenças entre as temperaturas provenientes de dis-
tintas direções. Denotemos porT (θ, ϕ) a temperatura
da radiação de fundo observada na direção dada pelos

ângulos polar e azimutal(θ, ϕ). O mapa das anisotropias
da RCF é definido por

δT

T
(θ, ϕ) =

T (θ, ϕ) − T0

T0
. (1)

Observações feitas a partir de 1992 pelo satélite COBE
(Cosmic Background Explorer)determinaram que a am-
plitude das anisotropias é|δT/T | ∼ 10−5 [18].

Por outro lado, um dos problemas mais intrigantes na
cosmologia é explicar a formação de estruturas em grande
escala observadas no universo (galáxias, aglomera-
dos de galáxias, filamentos, etc). As explicações atuais
mais aceitas são baseadas na hipótese da existência
de pequenas perturbações na densidade de matéria nos
primeiros instantes do universo. Estas pertubações des-
crevem regiões, onde a curvatura é um pouco maior
(ou menor) que a curvatura média do universo. Como
a gravidade é atrativa, as regiões com maior curvatura,
começariam a acumular mais matéria, deixando as regiões
com menor curvatura cada vez mais vazias. Esta instabili-
dade daria origem às estruturas observadas no universo
[11].

O fato crucial para nós é que as perturbações da
métrica, na época em que se originou a RCF, ficaram
registradas nas anisotropias da temperatura. E o mais im-
portante, a amplitude destas anisotropias é da ordem ad-
equada para que as perturbações gerem as estruturas ob-
servadas no presente. De tudo isto segue-se que um es-
tudo detalhado da anistropia da RCF pode nos ajudar a
entender melhor os mecanismos da geração de estruturas
de larga escala.

4. Harmônicos Esf́ericos

Como o mapa das anisotropias (1) é uma função definida
na esfera, a maneira natural de estuda-lo é mediante o uso
dos harmônicos esféricos. Os harmônicos esféricos são
funções na esfera definidas por

Ylm(θ, ϕ) =

√

2l + 1

4π

(l − m)!

(l + m)!
Pm

l (cos θ)eimϕ (2)

ondel ≥ 0, −l ≤ m ≤ l e (θ, ϕ) são as coordenadas
esféricas usuais. As funções associadas de Legendre são

Pm
l (x) =

(

1 − x2
)m/2 dmPl

dxm
(x) e (3)

P−m
l (x) = (−1)m (l − m)!

(l + m)!
Pl(x) , (4)

onde0 ≤ m ≤ l, e Pl (x) são os polinômios Legendre,
que podem ser definidos recursivamente [1] por

Pl+1(x) =
1

l + 1
[(2l + 1)xPl(x) − lPl−1(x)] , (5)



Tabela 1: Polinômios de Legendre
P0(x) = 1
P1(x) = x

P2(x) =1
2 (3x2 − 1)

P3(x) =1
2 (5x3 − 3x)

P4(x) =1
8 (35x4 − 30x2 + 3)

P5(x) =1
8 (63x5 − 70x3 + 15x)

P6(x) = 1
16 (231x6 − 315x4 + 105x2 − 5)

P7(x) = 1
16 (429x7 − 693x5 + 315x3 − 35x)

com P0(x) = 1 e P1(x) = x. A tabela 1 mostra os
polinômios de Legendre para0 ≤ l ≤ 7.

As funções associadas de LegendrePm
l (x) podem

também ser obtidas recursivamente usando a expressão

Pm
l+1(x) =

1

(l − m + 1)
[(2l + 1)xPm

l (x) (6)

−(l − m)Pm
l−1(x)

]

,

com os seguintes valores iniciais

P 1
1 (x) = 1 ,

Pm+1
m+1 (x) = (2m + 1)(1 − x2)1/2Pm

m (x) e

Pm
m+1(x) = (2m + 1)xPm

m (x) .

A tabela 2 mostra as funções associadas de Legendre, para
1 ≤ l ≤ 4.

Tabela 2: Funç̃oes associadas de Legendre
P 1

1 (x) = −(1 − x2)1/2

P 1
2 (x) = −3x(1 − x2)1/2

P 2
2 (x) = 3(1 − x2)

P 1
3 (x) = 3

2 (1 − 5x2)(1 − x2)1/2

P 2
3 (x) = 15x(1 − x2)

P 3
3 (x) = −15(1 − x2)3/2

P 1
4 (x) = 5

2x(3 − 7x2)(1 − x2)1/2

P 2
4 (x) = 15

2 x(7x2 − 1)(1 − x2)

P 3
4 (x) = −105x(1 − x2)3/2

P 4
4 (x) = 105(1 − x2)2

Como os harmônicos esféricos definidos por (2) são
funções que tomam valores complexos, para represen-
tar funções reais na esfera é conveniente introduzir os
harmônicos esféricos reais por

Xlm(θ, ϕ) =
1

2
[ Ylm(θ, ϕ) + Y ∗

lm(θ, ϕ)] (7)

=

√

2l + 1

4π

(l − m)!

(l + m)!
Pm

l (cos θ) cos mϕ ,

Zlm(θ, ϕ) =
1

2i
[ Ylm(θ, ϕ) − Y ∗

lm(θ, ϕ)] (8)

=

√

2l + 1

4π

(l − m)!

(l + m)!
Pm

l (cos θ) sin mϕ .

5. Pixelizaç̃ao da esfera

Os mapas da radiação cósmica de fundo consis-
tem em um número finito de medidas de tem-
peratura em diferentes regiões do céu (esfera ce-
leste). Uma questão importante, para represen-
tar este conjunto finito de dados, é como pixe-
lizar a esfera, e a escolha certa da pixelização melhora
e acelera a geração e análise dos mapas.

A pixelização mais simples usa divisão igual na latitude
θ e na longitudeϕ. Essa é chamada de Projeção Cilı́ndrica
Equidistante (Equidistant Cylindrical Projection- ECP).
Esta é a pixelização utilizada em sistemas como MatLab,
Maple, etc., e nela os pixels próximos dos pólos são pe-
quenos e muito distorcidos.

Outra pixelização é a cúbica (Quadrilateralized
Spherical Cube Projection), utilizada
para construir os mapas gerados pelo
satélite COBE. Esta pixelização é construı́-
da circunscrevendo um cubo na esfera, divindo cada
face do cubo em quatro quadrados iguais, e projetando
essa divisão para a esfera. Este processo é iterado para
obter uma maior resolução [7, 20].

Nos mapas gerados pelo WMAP(Wilkinson
Microwave Anisotropy Probe)́e utilizada a pixelização
HEALPix (Hierarchical Equal Area isoLatitude
Pixelisation of the sphere), onde a esfera é enxadrezada
em quadriláteros curvilı́neos. A resolução inicial de 12
pixels, é aumentada dividindo, a cada refinamento, cada
pixel em quatro novos com áreas idênticas [6, 21].

Neste trabalho é utilizada a pixelixação Igloo por ser de
fácil implementação computacional [4, 22]. A pixelizac¸ão
Igloo consiste em dividir a esfera em faixas de latitude
constante onde cada faixa é dividida em partes iguais
com longitude constante. A figura 1 mostra a pixelização
Igloo.

Figura 1: Exemplo da pixelizaç̃ao Igloo

O processo de construção da pixelização Igloo começa



com a divisão inicial da esfera numa partição 3:6:3, onde
cada região tem a mesma área: três regiões com áreas
iguais na calota superior, seis na faixa central e três na
calota inferior da esfera (veja figura 2(a)).

(a) (b)

(c)

Figura 2: (a) Divisão inicial, (b) primeiro e (c) segundo
refinamento da esfera na pixelizaç̃ao Igloo

A área de cada calota inicial é a quarta parte da área da
esfera

A0 =
1

4
Aesfera = π , (9)

e por outro lado

A0 =

∫ θ0

0

∫ 2π

0

sin θ dθ dϕ , (10)

ondeθ0 é o ângulo polar do paralelo que limita a calota.
Daqui segue-se que

cos θ0 =
1

2
. (11)

O processo de refinamento consiste na divisão de cada
calota em uma nova calota com um quarto da área ini-
cial, e uma faixa horizontal onde cada setor se divide em
três pixels de mesma área. Por outro lado, cada pixel per-
tencente as outras faixas horizontais é divido em quatro
novos pixels.

Como a área das calotas é a quarta parte da área das
calotas do refinamento anterior, temos para ok-ésimo re-
finamento

Ak =
1

4
Ak−1 , (12)

e como

Ak =

∫ θk

0

∫ 2π

0

sin θ dθ dϕ , (13)

obtemos

cos θk =
1

4
(3 + cos θk−1) (14)

As faixas horizontais podem ser divididas seguindo qual-
quer um dos dois critérios seguintes.

Espaçamentos iguais.Cada faixa é di-
vidida em dois por um para-
lelo, de modo que cada faixa resultante tenha a
mesma abertura angular. O ângulo polar do paralelo
que faz a divisão é dado por

cos θ = cos

(

θi + θf

2

)

, (15)

ondeθi é o ângulo superior da faixa eθf é o ângulo
inferior da faixa.

Áreas iguais. Cada faixa é dividida em dois por um para-
lelo, de modo que cada faixa resultante tenha a
mesma área. A área de uma faixa horizontal limi-
tada pelos ângulosθi e θf é

A = 2π(cos θi − cos θf ) (16)

Denotando por̃A a área de cada faixa resultante da
divisão temos

Ã =
1

2
A (17)

daqui segue que o ângulo polar do paralelo que faz a
divisão é

cos θ =
1

2
(cos θi + cos θf ) (18)

Este processo recursivo tem sido implementado em
Matlab de modo que podemos obter a esfera pixelizada
na ordem, em princı́pio, arbitrária. Na prática, porém,
não tem sido necessário passar do oitavo refinamento.
Maiores detalhes podem ser encontrados em [2].

6. Geraç̃ao de mapas de anisotropia

O mapa de anisotropia da RCF pode ser expandido em
termos dos harmônicos esféricos na forma

δT

T
=

∞
∑

l=1

al0Yl0(θ, ϕ) (19)

+
∑

lm

[AlmXlm(θ, ϕ) + BlmZlm(θ, ϕ)] ,

onde

Alm = alm + a∗

lm ; Blm = i(alm − a∗

lm) ,



e os harmônicos esféricos reaisXlm eZlm vêm dados por
(7) e (8).

Para construir o mapa na esfera pixelizada devemos
tirar a média da anisotropia da temperatura em cada pixel.
Para isto introduzimos a função janela no pixelP ,

WP (θ, ϕ) =

{

1
AP

se(θ, ϕ) ∈ P

0 se(θ, ϕ) /∈ P ,
(20)

ondeAP é a área do pixelP . A temperatura no pixelP é
portanto

TP =

∫

dΩWP (θ, ϕ)T (θ, ϕ) (21)

=

∞
∑

l=1

al0UP,l0 +
∑

lm

(AlmUP,lm + BlmVP,lm) ,

onde

UP,lm = NlmIP,lmJ
(c)
P,m e

VP,lm = NlmIP,lmJ
(s)
P,m ,

com

Nlm =

√

2l + 1

4π

(l − m)!

(l + m)!

IP,lm =

∫ xi

xf

Pm
l (x)dx ; xi,f = cos θi,f

J
(c)
P,m =

{

ϕf − ϕi sem = 0
1
m (sin mϕf − sin mϕi) sem 6= 0 ,

J
(s)
P,m =

{

0 sem = 0
1
m (cosmϕi − cosmϕf ) sem 6= 0 .

Finalmente, para obter
∫

Pm
l (x)dx é utilizada a

seguinte fórmula recursiva
∫ b

a

Pm
l+1(x) dx =

(l + m)(l − 1)

(l − m + 1)(l + 2)

∫ b

a

Pm
l−1(x) dx +

2l + 1

(l − m + 1)(l + 2)

[

(1 − a2)Pm
l (a)

−(1 − b2)Pm
l (b)

]

, (22)

com as seguintes condições iniciais
∫ b

a

P 0
0 (x) dx = b − a ,

∫ b

a

P 1
1 (x) dx =

1

2

[

b(1 − b2)1/2 − a(1 − a2)1/2

+ arccosa − arccos b] ,
∫ b

a

Pm
m (x) dx = (2m − 2)(2m − 3)

∫ b

a

Pm−2
m−2 (x) dx

−2

∫ b

a

Pm−2
m (x) dx e

∫ b

a

Pm
m+1(x) dx =

2m + 1

m + 2

[

(1 − a2)Pm
m (a)

−(1 − b2)Pm
m (b)

]

.

Os mapas de anisotropia da temperatura da
RCF (19) são simulados gerando aleatoriamente
os coeficientesalm, com 2 ≤ l ≤ lmax,
seguindo uma distribuição normal com variança
dada pelo espectro de potência no mode-
lo EdS

Cl = 〈|alm|2〉 =
cte

√

l(l + 1)
. (23)

A construção do correspondente mapa pixelizado (21) é
realizada em MatLab. A figura 3 mostra dois exemplos
de mapas de anisotropia da RCF, um paralmax = 5 e
outro paralmax = 11. Ambos os mapas são mostra-
dos numa escala colorida usando a projeção de Mollweide
(ver apêndice).

Figura 3: Exemplos de mapa de anisotropia da RCF,
o mapa superior corresponde almax = 5 e o mapa
inferior a lmax = 11. Em ambos os mapas, o monopolo
e o dipolo s̃ao nulos.

7. Resultados Preliminares e Traba-
lhos Futuros

Até o momento, implementamos a pixelização da esfera e
a geração dos mapas. Embora nossa motivação tenha sido
a geração de mapas de anisotropia da RCF, a ferramenta
desenvolvida pode também ser utilizada para simular e/ou
analisar mapas da distribuição de população global [19],
da topografia da superfı́cie terrestre [9], do fluxo global de
calor do interior no nosso planeta [3], etc.

O próximo passo será implementar a geração dos ma-
pas de anisotropia da RCF seguindo o modelo EdS e
caracterizar os padrões de flutuação por meio da técnica
GPA (Gradient Pattern Analysis) [14, 12, 15, 16, 17] a
estes mapas.



Apêndice - Projeç̃ao Mollweide

Na projeção Mollweide cada ponto(θ, ϕ) da esfera é pro-
jetado no ponto(x, y) usando a transformação [10]

x =

√
8

π
ϕ cosΨ ,

y =
√

2 sin Ψ ,

ondeΨ é um ângulo auxiliar obtido a partir da equação

sin 2Ψ + 2Ψ = π cos θ .
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