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Abstract. Markov Decision Process (MDP) is a model for sequential decision
problems under uncertainty, whose solution is an optimal policy that defines
an action for each state in which the system may step in. For complex models,
where the state space is large, the application of classical techniques for solving
MPDs, and finding optimal policies, may be computationally infeasible. Several
approaches have been developed to find near optimal policies efficiently using,
for example, function approximation, online search methods and simulation. In
this work, one approximate approach for solving large MDPs, called approxi-
mate dynamic programming, is described.

Resumo. Processo Markoviano de Decisdo (PMD) é um modelo para proble-
mas de decisdo sequencial sob incerteza, cuja solugdo é uma politica 6tima que
define uma ag¢do para cada estado que o sistema possa assumir. Para mode-
los complexos, em que o espaco de estados é grande, a aplicagdo de técnicas
classicas para resolver PMDs, e encontrar politicas otimas, pode ser computa-
cionalmente invidvel. Diversas abordagens vém sendo desenvolvidas para en-
contrar politicas proximas as otimas de maneira eficiente utilizando, por exem-
plo, aproximacado de funcdo, métodos de busca online e simulacdo. Neste tra-
balho, uma abordagem aproximada para resolver PMDs de grande porte, de-
nominada programagdo dindmica aproximada, é descrita.

Palavras-chave: Processo Markoviano de Decisdo, Programagcdo Dindmica Aproxi-
mada, Simulagdo

1. Introducao

O problema de se tomar uma sequéncia de decisdes em um ambiente que apresenta in-
certeza surge em diversas dreas, como economia, inteligéncia artificial, teoria de con-
trole e pesquisa operacional. Deve-se levar em conta que tais decisdes apresentam con-
sequéncias a curto e longo prazo, e o desafio € conseguir prever o impacto de cada uma
delas mesmo que seus resultados muitas vezes nao possam ser determinados com certeza.

Uma ferramenta comumente utilizada para modelar esse problema € o Processo Marko-
viano de Decisdao (PMD), no qual o sistema tratado pode assumir um conjunto de estados
que estdo sujeito a transformacgdes de origem estocdstica, e deve-se escolher acdes dentre
as possiveis a fim de que a solugdo seja boa de acordo com algum critério. Tal solugdo
€ uma politica 6tima que define uma acdo para cada um dos estados que o sistema possa
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assumir. Ha mais de 50 anos sao estudados e empregados métodos capazes de determinar
uma politica 6tima para um PMD, como os algoritmos de iteracdo de valores e iteragao
de politicas [Puterman 2005].

Aplicacdes reais modeladas por PMDs vém crescendo em varios dominios, como geren-
ciamento de processos industriais, robdtica, e telecomunicagdes ([Simao et al. 2009],
[Mosharaf et al. 2003], [Tachibana et al. 2007]). Busca-se maneiras eficientes de solu-
cionar o problema para sistemas cada vez mais complexos, cujo espaco de estados pode
ser muito grande [Sigaud and Buffet 2010]. Para esses PMDs de grande porte, computar
uma politica 6tima é geralmente impraticavel.

Nesse contexto, novas abordagens vém sendo desenvolvidas para desenvolver solugdes
proximas as 6timas em que ndo € preciso avaliar exaustivamente o espago de estados e as
acoes. Para tanto, utiliza-se aproximacoes de funcdo, métodos de busca especializados e
simulacao.

O intuito desde trabalho € apresentar uma técnica aproximada existente na literatura,
denominada Programacdo Dindmica Aproximada (PDA) [Powell 2007], que combina
simulagdo e otimizagdo para obten¢cdo de boas solugdes. Para aplica-la, no entanto, €
preciso se ter um conhecimento sobre a estrutura do problema tratado para conseguir
capturar caracteristicas que auxiliem na aproximacao da funcao.

O restante do trabalho é organizado da seguinte forma: na secdo 2 € apresentado o PMD
bem como um dos métodos cldssicos utilizado para resolvé-lo; na secao 3 é descrita a
PDA e seus algoritmos bdsicos, a partir dos quais se desenvolvem a pesquisa nessa area;
e, por fim, na secdo 4 sdo feitas as consideracdes finais.

2. Processo Markoviano de Decisao

A Figura 1 ilustra um problema de decisdo sequencial, no qual, em um determinado ins-
tante de tempo, o decisor observa o estado atual do sistema e escolhe uma agdo entre
um conjunto de acdes possiveis para aquele estado. Essa acao gera uma recompensa (ou
incorre em um custo) imediata, e pode fazer com que o sistema evolua para um novo
estado em um determinado tempo. No proximo instante de decisdao o processo se repete.

Agdo Acéo
Estado Préximo
—_— —
atual estado
Recompensa Recompensa

Figura 1. Representacao de um problema de decisao sequencial (Adaptado de
[Puterman 2005])

As consequéncias das acoes disponiveis podem apresentar incerteza, ou seja, os efeitos
das decisdes tomadas podem nao ser conhecidos antecipadamente de uma forma deter-
ministica. Dessa forma, tal problema passa ser denominado problema de decisdo sequen-
cial sob incerteza.

Uma solugdo para esse problema deve especificar qual acao deve ser escolhida em cada
instante do processo de decisdao para qualquer estado que o sistema possa alcangar. Busca-



XII Workshop de Computacio Aplicada -WORCAP 2012

se uma solu¢do, denominada politica, 6tima que gere a maxima (minimo) recompensa
(custo) esperada.

Um modelo particular para o problema de tomada de decisao sequencial sob incerteza
€ o Processo Markoviano de Decisdo, que vem sendo utilizado em varias areas, dentre
elas telecomunicagdes, processamento de sinais, inteligéncia artificial, gestao e economia
[Hu and Yue 2007].

Em um PMD apenas as informacdes proporcionadas pelo estado e agdo atuais sio
necessarios para o calculo das recompensas, conjunto de acdes possiveis e probabilidades
de transi¢do do sistema. Busca-se entdo uma boa descricdo de cada estado do sistema
que respeite a propriedade de Markov, que garante a auséncia de memoria, ou seja, a pos-
sibilidade de se prever o "futuro” do processo dado o ’presente”’, independentemente do
“passado” [Tijms 2003].

Quando as decisdes sdo tomadas apenas em um conjunto de pontos fixos no tempo pode-
se modelar o sistema como um Processo Markoviano de Decisdo a Tempo Discreto, des-
crito como uma quintupla

{T7 S? A(Z>7 pt(ﬂi?a)? 7nt(iva)}a

em que o conjunto de instantes de decisdo é representado por 7' = {1,2,...}; S é o espago
de estados que o sistema pode assumir; A(7) o conjunto de a¢des possiveis para o estado
i € S; pi(j]i,a) a probabilidade de transicdo do estado ¢ € S para o estado j € S ao se
escolher a acdo a € A(7) no tempo t; e, por fim, (i, a) é a recompensa ao se tomar a
acdo a € A(7) no estado ¢ € S no tempo t.

No instante ¢, ao se observar o sistema no estado ¢, uma a¢ao a deve ser escolhida. Feito
1880, tem-se:

1) uma recompensa 7 (i, a);

2) uma probabilidade p;(j|i, a) de transi¢do para o estado j em que:

> pi(ili,a) =1

jes

Em algumas aplicagdes, o tempo entre os instantes de decisdo pode ndo ser constante,
mas sim aleatério com 7' = (0, oo]. Nesse caso, o sistema pode ser modelado como um
Processo Markoviano de Decisdao a Tempo Continuo.

2.1. Programacao Dinamica

Visto que o problema € sequencial, [Bellman 1957] sugeriu uma abordagem para resolveé-
lo por meio de equacdes funcionais, conhecida como Programag¢do Dinamica. Define-se
entdo uma fun¢@o V;(7), conhecida como fungio de valor, que representa o valor maximo
do retorno esperado no instante de decisdo ¢ até o final do horizonte de planejamento a
partir de um estado inicial 7. V;(7) pode ser escrita em fun¢do de V;;(j), com j € S, da
seguinte maneira

Vi) = max {r(i.0) + Gl ) 1)

a€A(7) ies
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A Equacdo 1, conhecida como equacdo de Bellman, permite a obtencdo do retorno
maximo esperado para um horizonte finito de forma retrégrada no tempo, e, para isso,
é inicializada com um conjunto de valores Vr (i), com ¢ € S. Tais valores correspondem
aos retornos recebidos no final do horizonte de planejamento em fun¢do do dltimo estado
i observado.

Se existem |S| estados possiveis, existem |S| equagdes de Bellman a serem resolvidas,
uma para cada estado. A Figura 2 ilustra o algoritmo utilizado para resolugdo.

Algoritmo Programagao Dinamica
Inicialize Vp(i), Vi e S
Parat=T7T—1até t =0 faga

Para cada i € S faga

R i {( ) s ml(:f)}

acA(i) jES
a; (i) = argmax {-rt(if a)+ > pt(ji.a)VHl(j)}
aEA(H) j€s

Fim Para
Fim Para
Fim Algoritmo

Figura 2. Algoritmo para PMD a horizonte finito

Para PMDs a horizonte infinito utiliza-se, tradicionalmente, trés estratégias para a
obtencdo de uma politica 6tima: iteracao de valores, iteragdo de politicas e programagao
linear.

Neste trabalho, apenas o algoritmo de iteracdo de valores com critério descontado é de-
talhado, visto que este é largamente utilizado e serve como base para a técnica abordada
neste trabalho. No critério descontado, o fator de desconto v, com 0 < v < 1, descreve a
preferéncia em recompensas atuais sobre recompensas futuras. Quando mais proximo -y
estd de 0, menores os valores das recompensas no futuro.

2.2. Algoritmo de Iteracao de Valores

O algoritmo de iteracdo de valores assemelha-se ao algoritmo apresentado na Figura 2. A
diferenga reside em se incrementar ¢ iterativamente e calcular V() até que um critério de
convergéncia seja satisfeito. Seja

Ve = Vieall = max |Vi(d) = Via (9)],

segundo [Tijms 1995], para um ¢ suficientemente grande, quando ||V; — V,_1|| resulta
em um valor menor que uma tolerancia pré-estabelecida ¢, um estado de equilibrio €
alcancado. Ao se alcancgar tal equilibrio, os valores encontrados sdo solugdes para as
equagoes de Bellman. Além disso, essas solu¢des sao tnicas, e a politica obtida é 6tima.

A Figura 3 mostra o algoritmo para o caso discreto, em que, para cada estado do sistema,
calcula-se a funcdo V(i) e a agdo a,(7) que a maximiza, com o intuito de se obter uma
politica 6tima.
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Algoritmo Iteracao de Valores
Inicialize V5(i), Vi € S
t=1
Repita
Para cada i € S faga

Vi) = mas {( &)+ S sk, a‘)vf_lm}

JjES

a,(i) = argmax {-r(i., a)+v 3 pili, G)Hq(j)}

acA(i) jeS
Fim Para
t=t+1
Até que ||V, — Vi_y|| <€
Fim Algoritmo

Figura 3. Algoritmo de iteracao de valores

3. Programacao Dinimica Aproximada

Para a maioria dos problemas reais, a quantidade de estados do sistema € tdo grande que
uma representacao perfeita da funcao de valor para cada um destes torna-se impraticavel.
E necessdrio, entdo, utilizar técnicas que aproximem essa funcao e desenvolver métodos
que facam uso dessas técnicas.

Para tanto avancga-se no tempo, diferentemente da programacdo dindmica, utilizando
algoritmos iterativos para estimar a fung¢do de valor. Essa estratégia, de acordo com
[Powell 2007], ja foi desenvolvida sob os nomes de programac¢do dindmica adaptativa
(adaptive dynamic programming), aprendizado por reforco (reinforcement learning) e
programacdo neuro-dindmica (neuro-dynamic programming). Um outro termo que vem
sido adotado, neste trabalho inclusive, é programacdo dindmica aproximada - PDA (ap-
proximate dynamic programming).

Ao se avangar no tempo, as fungdes de valor ainda ndo foram computadas, entdo surge
a necessidade de se substituir a funcdo de valor por uma aproximacdo estatistica, dada
por V;(i). O desafio ao se utilizar a PDA é encontrar aproximacdes que sejam boas o
suficiente para o problema tratado.

Existem diversas maneiras de se aproximar a funcdo de valor. A mais simples é a chamada
tabela de pesquisa (lookup table), na qual, para cada estado i, tem-se uma estimativa V; ().
Estima-se V; (i) iterativamente assumindo-se que existe uma aproximagdo inicial V;? para
todo ¢. Seja V;" ! a aproximacio da fungdo de valor apés n — 1 iteragdes e considerando
a n-ésima iteracao, tem-se o seguinte problema de otimizacao

5= max {Nﬁﬂﬁ+7§jﬂﬂﬁﬂﬂ@%%ﬁ} @

atEA(i?) ies

em que iy é o estado atual no tempo ¢ na iteragao n, A(i}") o espago de a¢des para o estado
i, € Uy uma estimativa do valor de se estar nesse estado. A agdo 6tima a; € determinada
por

ot = argmx {rif, ) 47 3Gl ) V) | ®)

ateA(i?) jES
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Ao se utilizar a tabela de pesquisa, a atualizacdo da estimativa da fun¢do de valor do
estado ¢, é dada por

V(i) = 07 “4)

enquanto para os demais estados, a funcdo de valor no tempo ¢ é a mesma da iteracao
anterior.

Escolhida a acdo pela Equacao 3, deve-se conhecer a informacgdo externa que chegard ao
sistema entre os instantes ¢ e ¢t + 1, a qual pode ser, por exemplo, a nova demanda por
um determinado produto. Como no tempo ¢ tal informagao é desconhecida, a estratégia
adotada € utilizar um processo artificial para escolher uma informagdo, ou observagao,
aleatdria da populacao de informagdes possiveis, ou seja, uma simulacao.

A partir da a¢do escolhida e da informagao obtida pelo processo de simula¢iao, pode-se
computar o proximo estado 7, ; a ser visitado. Essa computagdo € feita pela fungdo de
transicao

i =1 (i af, Wiga)

em que W, é um conjunto de varidveis aleatérias que representam a informagao que
chegou ao sistema entre ¢ e t 4+ 1. Feito isso, repete-se o processo até que o horizonte de
planejamento seja alcancado.

Observa-se que uma parte fundamental da PDA € a escolha de uma sequéncia de
informagdes externas ao sistema, representada por w. Desse modo, W;(w) representa uma
informacao externa escolhida aleatoriamente que chegou ao sistema no instante ¢ seguindo
a sequéncia w. Em um algoritmo iterativo, na n-€sima iteracao, escolhe-se uma sequéncia
w™, e tem-se as informagdes Wi (w™), Wa(w™), ..., Wr(w™). Na préxima iteragdo escolhe-
Se um novo w, € assim sucessivamente.

Um algoritmo bésico de PDA ¢ ilustrado pela Figura 4 . Nota-se que esse algoritmo itera
N vezes, sendo que a cada iteracdo um w € escolhido e encontram-se as melhores acdes
para os estados visitados pelo sistema de acordo com as informagdes geradas por ele.

Algoritmo Programacao Dindmica Aproximada
Inicialize V,°(i;), Vi€ S ,Vt € {0,1,.., T}
Escolha nm estado inicial i3
Paran=1até n = N faca

Escolha um w"
Parat=0atét =T — 1 faga

oy = max {?‘(?i?‘-at)+7Zp(ﬂ???«.ﬂ-t)f/tﬁl(j)}

ar€A(E) jes

Seja af o valor de a; que maximiza o}’

—n O 1
Vn(?‘f) _ Ui . sety = 1
%N V" (i4) caso contrdrio
Compute i, , = iM (@7, af, Wiy (W™))

Fim Para
Fim Para
Fim Algoritmo

Figura 4. Algoritmo basico de programacao dinamica aproximada
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Nao € preciso calcular a funcio de valor para todos os estados possiveis, problema en-
contrado na programacio dindmica, mas, de acordo com [Powell 2007], alguns novos
desafios sdo introduzidos:

e Precisa-se de uma aproximacao da funcao de valor dos estados visitados pelo sis-
tema, e daqueles que possam ser visitado por meio desses estados iniciais no
calculo envolvendo a matriz de probabilidades de transicdao. Tal nimero pode
ainda ser muito grande para se tratar computacionalmente;

e Apenas as funcdes de valor dos estados visitados pelo sistema sdo atualizadas.
Assumindo que as aproximacoes iniciais tenham valor 0, deve-se encontrar uma
maneira de estimar o valor de estados que ndo foram visitados pelo algoritmo;

e Pode-se cair numa situagdo em que estados que foram visitados apresentem uma
funcao de valor alta, tendo mais preferéncia em futuras decisoes; fazendo com que
estados que possam ser bons para o sistema nunca sejam visitados.

A aproximacdo das funcdes de valor também € aplicada a problemas cujo horizonte de
planejamento € infinito. Tais modelos tendem a ser computacionalmente mais faceis,
visto que ndo € preciso aproximar funcdes de valor em cada instante de tempo, reduzindo
o nimero de parametros a serem estimados. A Figura 5 ilustra um algoritmo bésico de
PDA para horizonte infinito.

Algoritmo Programacao Dinamica Aproximada
Inicialize VO(i), Vi € S
Escolha um estado inicial 4!
Paran =1 até n = N faga

7" = max {r(i”: a)+v > pljgle, a)417'7“1(,j)}
acA(i) ick

Seja a™ o valor de a que maximiza 7"

V() = { 7 =1

VV7=1(i) caso contrario
Escolha uma informacio w™t
Compute i+ = iM (", q", W (w"H)

Fim Para
Fim Algoritmo

Figura 5. Algoritmo basico de programacao dinamica aproximada para um prob-
lema a horizonte infinito

Nota-se que, diferentemente dos algoritmos para horizonte finito, w™ € uma realizagcdo da
informacao que chega em um unico periodo, e ndo uma sequéncia de informacdes.

4. Consideracoes Finais

Neste trabalho foi descrito um método existente na literatura cujo objetivo € tornar vidvel a
resolucdo de PMDs de grande porte. Parte do poder da PDA esté no fato que ela funciona
como uma simulacdo cldssica com regras de decisdo mais inteligentes, j4 que nos seus
algoritmos tem-se dois passos: um passo de otimiza¢do, onde se escolhe a melhor a acao,
e um passo de simulagdo, onde sdo capturados os efeitos de informacdes aleatorias.
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Ap6s o desenvolvimento de um algoritmo de PDA € necessério testa-lo para verificar se as
solugdes sdo boas para o problema modelado. Neste caso, duas estratégias sao geralmente
adotadas: comparar com a solu¢do exata de um PMD, quando for possivel resolver uma
instancia pequena do problema de maneira exata; ou comparar com um problema deter-
ministico, pois muitas vezes o problema possui uma formulacido deterministica que seja
significativa para permitir, a0 menos, uma comparagao com uma solu¢do aproximada.

Ressalta-se que os algoritmos apresentados nas Figuras 4 e 5 sdo genéricos, e a partir
destes sao desenvolvidos os algoritmos especificos para cada aplicacao dos PMDs. Parte
desse desenvolvimento envolve a escolha do método de representagcdo da fungao de valor
a ser utilizado, assim como a técnica de simula¢do empregada.

Como trabalho futuro pretende-se desenvolver um algoritmo de PDA para resolver
PMDs aplicados na area de telecomunicagdes, mais especificamente em problemas de
otimizacdo em redes Opticas.
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