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RESUMO

O empuxo é tratado como uma variavel de controle na otimizacdo da altitude
de um foguete movendo-se na atmosfera. Sdo determinadas as caracteristicas
de empuxo para obter a altitude maxima de um foguete lancado verticalmente
na atmosfera, com uma dada quantidade de combustivel. Neste trabalho é
mostrada passo a passo, a sequiéncia de controle 6tima a ser aplicada desde o
instante inicial do langamento do foguete até o fim da queima, considerando-se
a superficie da Terra como um sistema de referéncia inercial. Em seguida €&
feita também uma analise do alcance maximo do foguete, quando a superficie
da Terra é considerada curvada, ou seja, admitindo-se os efeitos da rotacédo da
Terra. Ao final, apresenta-se um exemplo de resolucdo numérica para um
foguete hipotético. O presente estudo utiliza o calculo variacional para a analise
da trajetoria de um foguete usando o empuxo como variavel de controle, no
entanto, o método pode ser aplicado a outros tipos de problemas, considerando
outras variaveis de controle.






OPTIMIZATION OF THE PUSH OF A ROCKET MOVING IN THE
ATMOSPHERE

ABSTRACT

In this work the thrust is considered as a control variable in order to maximize
the altitude attained by a rocket. Initially, the Earth Surface is taken as an
inertial reference frame. The rocket is launched vertically into the atmosphere
with a given quantity of fuel. It is shown how optimal control can be applied from
the initial launch point up to the burn-out. An example with a numerical solution
is presented for a hypothetical rocket. The rocket trajectory launched vertically
is also analyzed, considering the effects of the Earth rotation. The present study
makes possible the analysis of a rocket trajectory from a mathematical point of
view, using Variational Calculus, with thrust as a control variable; obviously the
method can be applied using other control variables.
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1 INTRODUCAO

A explicagdo de como 0s corpos se movem em suas Orbitas em torno da Terra
foi dada pela lei da gravitacdo universal de Newton, no final do século XVII.
Segundo esta lei, se um corpo fosse lancado para cima com uma velocidade
suficientemente elevada ele poderia entrar em Orbita da Terra. Tal principio
permeou os primeiros textos de ficgdo cientifica, principalmente os de Julio
Verne (1828-1905), que inspiraram todos os pioneiros da Astronautica.

O cientista russo Konstantin  Tsiolkwoski (1857-1935) demonstrou
matematicamente a possibilidade de véos interplanetarios por meio de foguetes
no artigo “Exploracéo do Espago Cosmico por meio de um Engenho Reativo”,
publicado em 1896. Neste trabalho Tsiolkwoski estabeleceu a equacao classica
da velocidade de um foguete em termos da razdo das massas inicial e final do
foguete. Os primeiros foguetes utilizavam propelentes soélidos como a pélvora
negra ou polvoras de base simples (nitrocelulose), posteriormente passaram a
empregar polvoras de base dupla (nitroglicerina e nitrocelulose) e “composites”,

explosivos contendo um ligante plastico.

Em 1926, o cientista americano Robert H. Goddard (1882-1945) lancou o
primeiro foguete empregando propelentes liquidos. Os propelentes liquidos

apresentam maiores velocidades de ejecédo que os solidos.

A segunda guerra mundial pds em evidéncia o alemdo Wernher Von Braun
(1912-1977), chefe técnico da construcdo dos misseis alemées das séries V1 e
V2. Von Braun continuou seu trabalho nos Estados Unidos da América nos
anos iniciais da guerra fria, comandando o desenvolvimento dos foguetes
Saturno. Nos anos 1970, Von Braun esteve no Brasil e visitou o Centro Técnico

Aeroespacial e o Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais.



1.1 Objetivos

O objetivo deste trabalho é determinar a altitude maxima alcancada por um
foguete, lancado verticalmente na atmosfera, com caracteristicas fixas,

utilizando-se a taxa massica m=k =—dm/dt, na saida da tubeira do motor,

como variavel de controle. Admitindo-se que a velocidade de ejecdo seja
constante, entdo o empuxo pode ser considerado também como a variavel de

controle.

O problema é chamado de “Problema de Goddard” e foi proposto no ano de
1919. Varios pesquisadores como G. Hamel em (1927), Tsien e Evans (1951),
Miele (1958) e Garfinked (1963), trataram deste assunto, bem como Fonseca,
em 1977, no ITA/Brasil.

O problema aqui tratado envolve dois aspectos diferentes:

» Aspecto Fisico: Consiste no estudo e andlise do movimento dos
foguetes na atmosfera, o que corresponde, fundamentalmente, a

Mecanica de V6o Atmosférico.

» Aspecto Matematico: Consiste na aplicacao da otimizacdo do empuxo,
recorrendo-se aos resultados classicos do Célculo Variacional e/ou do
Célculo da Otimizacédo dos Sistemas Dinamicos, incluindo o problema de

controle.



1.2 Hip6teses Admitidas

A Terra € considerada como um sistema de referéncia inercial plano.

No caso dos foguetes que se movem nas vizinhancas imediatas da
Terra (por exemplo, dentro da atmosfera terrestre), a influéncia de outros
corpos celestes é negligenciavel em relagdo a forca gravitacional

terrestre.

Sédo desprezadas as forcas menores como a forca centrifuga e a de
Coriolis, comparadas com as forcas de Tracdo, Aerodindmica e

Gravitacional.

O foguete, sendo lancado verticalmente na atmosfera, tem o angulo de
ataque a =0 devido a sua simetria axial. Logo, a for¢a de sustentacdo &
L(v, h) =0.

No conjunto das forgas ndo foram incluidas, forcas elasticas devidas as
oscilagbes de foguete, e também as forcas devidas a mudancas da

posicdo do centro de massa de foguete.

A taxa massica que sai da tubeira do motor do foguete sera

representada pela variavel de controle m=k =—-dm/dt.

A forca P(h), provocada pela diferenga de presséo entre a presséo P,

na saida da tubeira do motor de foguete e a pressédo atmosférica P, (h),

na altitude h, € uma parcela de carater corretivo.






2 ASPECTOS FISICO E MATEMATICO

2.1 Aspecto Fisico

Queremos determinar a altitude maxima possivel que um foguete lancado
verticalmente pode alcancar, controlando seu consumo de combustivel através

da variavel m=k =—dm/dt, que representa a taxa massica que sai da tubeira
do motor do foguete, com parametros como altitude h(t), pressdo P(h),
densidade p(h), temperatura T(h), velocidade v(t), arrasto C,(h), e a massa
m(t). As variaveis serdo estabelecidas de acordo com o modelo conveniente

da atmosfera.

A Figura 2.1 mostra um esquema de um foguete lancado verticalmente na

atmosfera.

' D= % CnpSV*

\" W=mg

K

F | F=T+P(h)

<
a
—_—

FIGURA 2.1 - Foguete langado verticalmente na atmosfera.



As forgcas que agem sobre o foguete em movimento langcado verticalmente na

atmosfera sao:

F= forga de tracao (2.1-1)
D= forca de arrasto (2.1-2)
W = forca gravitacional (2.1-3)

As outras forcas como as centrifugas e as de Coriolis s&o muito menores,

portanto podem ser desprezadas se comparadas as trés primeiras.

2.1.1 Forga de Tragéo

E a forca produzida pelo motor do foguete, que atua na direcdo do movimento.

F=T+P(h) (2.1.1-1)

com
T=-mve (2.1.1-2)
P(h)= [Pe - Pl(h)]Ae (2.1.1-3)

Substituindo (2.1.1-1) e (2.1.1-2) em (2.1.1-3), vem:

F=-mvg +{P, -R(h)IA (2.1.1-4)

onde:

T forcadoempuxodevidoao fluxodos gases;

P(h) = forca provocadano se ntidodo movimento, devido
a diferencaentrea P, (pressdonasaida da tubeira
do motor de foguete) e P,(h) (pressdo atmosférica
naaltitudeh),acompanhad de A, (area transversal

dasaidadatubeiradomotor);

m = taxa de variacdo da massa do foguete (m <0), (o sinal
negativo é decorrente, do fato da massa decaircom o tempo);
ve = velocidade de eje¢cdodos gases.



2.1.2 Forga Aerodinamica

E a forca exercida pelo ar sobre o foguete em movimento. Em nosso problema
a Unica forca aerodindmica que age sobre o foguete em movimento é a forca
de arrasto. Esta forca € a componente da for¢ca aerodinamica na direcdo oposta

a da trajetdria do véo, representada pela letra D (“Drag”).

1
D(v,h) = E,o(h)vzsc:D (M, a) (2.1.2-1)
e
CD(M ,O{): JI_D(V,h) (2.1.2'2)
> OS2
Onde:
D(v,h) = forca dearasto;
p(h) = densidade atmosférica;
S, = secdo dereferéncia do foguete(= cte);
v(t) = velocidade do fogueteem relagéo aoar;
Cp(M,a) = coeficientede arasto (¢ fungiodondmerode Mach);
M -V - numerode Mach do foguete;
a(h)
a(h) = velocidade do somnoar.

Note-se que para M fixo e valores do angulo de ataque «r pequenos, C, é uma
fungéo aproximadamente linear de « , sendo que no caso de foguetes, devido

a simetria axial, o =0 consequentemente C, =0 e a for¢a de sustentacdo

L(v,h)=0.



2.1.3 Forga Gravitacional

E a forca exercida sobre o foguete por todos os corpos celestes (sol, planetas,
lua, etc.). Ela age na dire¢cdo do centro de massa do corpo em questdo. Esta

forga é chamada de “Peso” e € designada por W .

A forca gravitacional na superficie da Terra € dada por:

GM;:m
W, =mg, = Rz: (2.1.3-1)

A forga gravitacional na superficie da terra que age num corpo a uma altitude h

é da forma:
GM m
T
dividindo (2.1.3-2) por (2.1.3 -1) temos:
R 2
g(h)= gO(R—lhj (2.1.3-3)
T

onde:

m = massa do foguete,

R; = raio daTerra;

G = constaante gravitacional;

M, = massa da Terra;

W, = forca gravitacional na Superficie daTerra;

W = forga gravitacional terrestreno ponto onde se encontrao corpo;

g(h) = aceleracdo da gravidade no ponto onde se encontra o corpo;

g, = aceleracdo da gravidadena Superficie da Terra.

h = distéancia entre ocentro de massa do foguete e a Superficie daTerra.




2.2 Aspecto Matematico

O estudo deste trabalho possibilitara a apresentacédo da analise da trajetéria do

foguete sob o ponto de vista matemético, recorrendo-se ao chamado Calculo

Variacional. O problema de calculo variacional é determinar os valores

extremos (maximos e minimos) de uma funcao.

2.2.1 Equacao Geral do Movimento

Com base na 2° Lei de Newton, a Equacao (2.1) pode ser escrita na forma:

Y:zmv

onde
F=T+P(h)-D-W
Igualando as Equagdes (2.2.1-2) e (2.2.1-1) temos:

V =%[—mvE +P(h)-D-W|

Admitindo que:

m=—k = 9m
dt
ve = depende de m
P="P(h)
D = D(v,h)
W =W (m,h)

L

Finalmente,

(2.2.1-1)

(2.2.1-2)

(2.2.1-3)

(2.2.1-4)



V= %[kvE +P(h)- D(v,h)-wW(m,h)] (2.2.1-4a)
h=v (2.2.1- 4b)

M=k=——" (2.2.1- 4c)

As Equacbes acima formam o sistema de equacdes diferenciais do movimento

do foguete.

2.2.2 Observacao

A tubeira é um bocal que tem por objetivo acelerar os gases produzidos na
camara de combustao até velocidades supersonicas. A tubeira é dividida em

trés partes, o convergente, a garganta e o divergente:

O escoamento dos gases de combustdo ocorre da seguinte forma:

Céamara de Combustdo — Convergente — Garganta — Divergente

Na garganta da tubeira a velocidade dos gases ndo pode ultrapassar a
velocidade sénica, portanto a variavel de controle k, da Equacéo (2.2.1-4c),
deve ser limitada fisicamente.

logo

0<k<k,, (2.2.2-1)
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3 OTIMIZACAO DA ALTITUDE DE UM FOGUETE
3.1 Otimizag&o da Altitude

O problema de maximizar h(t,;) nos leva a minimizar o funcional J expresso

através das Equacoes (2.2.1- 4a, b e ¢):

J(v,h,m,K) =-h(t,), (3.1-1)

sujeito aos seguintes vinculos:

o, (v,v,h,h,m,mh k) =0 (3.1-2)
onde
o, (v,v,h,h,m,m, k)= v —%[kvE +P(h)-D(v,h)-W(m,h)]=0 (3.1-2a)
@, (v,v,h,h,m,m,k)=h—v =0 (3.1- 2b)
o, (v.v,nh,mmk)=m+k =0 (3.1- 2¢)
As condi¢des iniciais
v(0)=0 (3.1-3a)
h(0)=0 (3.1-3b)
m(0) = m, (3.1-3c)

e final:
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m(t; )=m¢ — valor conhecido (3.1-4a)

h(tf )—>valoraser maximizado (3.1-4b)

Sendo que as variaveis de estado v,h,m e a variavel de controle k sé&o

variaveis dependentes, funcbes do tempo, e o tempo estatico t, a variavel

independente.
3.1.1 Formulacéo Matricial do Problema

Sejam x,(t), x,(t) e x,(t) as coordenadas das variaveis de estados v,h,m,

representadas da seguinte forma:

x () | |v()
x. (t) = | x,(t) | =| ht) (3.1.1-1)
X (t) | [ m(t)

onde i=123..

Logo, tem-se que

1
w1 071 | e +Ple OBl ®.x O]-Wik 0. 0]
%) =| %0 |=| h) [= %, (1)
0] |mo (1)

(3.1.1-2)
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Admitindo

_Xsl(t) k(tWe +P[x, ®)]- D[, (t), x,®)]-W[x, t), x; ®)]
g;(t)= X, (1) (3.1.1-3)
—k(t)
temos:
% (t)=g.(t) (3.1.1-4)
ou, ainda

%i(t)=| % (t)| =| g, (t) %, (t) x5 () k(t)] (3.1.1-5)

Tendo em vista a Equacéao (3.1-2), a representacao matricial tem a forma:

(v, v,h,hm, k)= %, (t)- g;(t) =0 (3.1.1-6)

ou seja
%) [9ulx )% t)x,OkE]] [0]
olx (£ % (£ % (8) %, (0) x5 () % (1) k(©)] = | %, (1) = | 92 %, (8). %, (1) %, (£) k()] | = | O
%)) [9a[x (1) x,(0) %, () k()] (0]

(3.1.1-7)
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3.1.2 Condicao Necessaria para Minimo

Queremos determinar a fungéo k = k(t), que minimiza (-h, ) ou maximiza (h, ),

a altitude do foguete. Usando a Equacdo (3.1-1) e os Multiplicadores de

Lagrange temos:

IO % OXEKEY =)+ [Fipdt  (@.12-1)

onde:

h(t, )=—x,(t,)

assim,

t t,
J (4 (1), %o(t), xg (1) k() 1) = —xXa(ts ) + | A4 % (t)dt - ! 4" gi(t)dt

Usando a matriz transposta aos Multiplicadores de Lagrange temos:

sendo que, integrando por parte, vem:

ty ty
J A%t = 2% () - [ATx @t
to to

e substituindo a Equacgéo (3.1.2-5) em (3.1.2-3) temos:

v 4700 4w 0

fo

3 (%, () %, (£) X5 (E) k() 1) = =%, (t ) + ATix,

A funcéo hamiltoniana do sistema acima € dada pela relacao:

Hi =—4"g;(t)

assim, substituindo a Equacao (3.1.2-7) em (3.1.2-6) obtém-se:

14

(3.1.2-2)

(3.1.2-3)

(3.1.2-4)

(3.1.2-5)

(3.1.2-6)

(3.1.2-7)



30, (0, %, (1), %, () k(O 1) = =%, (t, ) + Ao ! +HH — AT ()t (3.1.2-8)

)

Para que o funcional J, seja um minimo é necessario que a primeira variacao
seja nula, isto é 8] =0.

Admitindo que,

to — fixo
0 _ (3.1.2-9)
ty — livre

Xl(tf ):0
xz(tf )—> livre

kxs(tf ): m ¢

temos:

(1) dtax,(b)

8] = jK d_J JSxi(t)}dt=0 (3.1.2-10)

a{M H(t, ﬂat alt)- T (t)+

ot

TK ailijl_) -\ jﬁxi (t)+ % Sk(t)}dt =0

(3.1.2-11)
uma vez que x,(t) e 8k(t) sdo independentes.

Anulando cada termo da Equacéo (3.1.2-11) em relacéo a zero, temos:

_ 0X, (tf) _
H(t,) = . (3.1.2-12)
At )=1 (3.1.2-13)
oH .o

OR A (3.1.2-14)
oH

FON (3.1.2-15)
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3.1.2.1 Fung¢&o Hamiltoniana

Para resolver nosso problema recorrermos ao elemento mais importante da
otimizacdo, a funcdo Hamiltoniana descrita por Pontryagin [7], cuja sua

expressao é da forma:

%[kvE +P(h)-D(v,h)-W(m,h)]

H(v,h,m 21,kt)=-2"9, =4, 4,1, } v

(3.1.2.1-1)
logo,

H(v,h,m, 4,k t)= %[— kve —P(h)+D(v,h)+mg]+ 4, k-4v  (3.1.2.1-2)

Para saber o comportamento da funcdo hamiltoniana ao longo da trajetoria
Otima, basta derivar a Equacéao (3.1.2.1-2) em relacdo ao tempo:

Assim, temos:

dH _ .+ .
— == 0.
dt 1 gl 1

Sabemos que

(3.1.2.1-4)
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Levando as expressoes (3.1.2.1-4) na Equacéo (3.1.2.1-3) vem:

dH _ oH oH oH
halL A : X(t kit 3.1.2.1-5
dt ox(t) 9t o (t) K(t)+ ok (t) © ( )
Tendo em vista que:
Xi (t): gl
(3.1.2.1-6)
dH
——=0
dk(t)
e substituindo (3.1.2.1-6) em (3.1.2.1-5) temos:
aH _, (3.1.2.1-7)
dt
ou, ainda
oH(t - X\t
( f):a X2(f)}=o (3.1.2.1-8)
ot ot
como
H(t, )=0 (3.1.2.1-9)
entao
H=0 (3.1.2.1-10)

Concluiremos que ao longo da trajetoria 6tima, a funcdo Hamiltoniana é nula.
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3.1.2.2 Equacéo de Euler para Variavel de Controle

Deseja-se transformar o intervalo fechado da variavel de controle k da
Equacédo (2.2.1-5) em um intervalo aberto para que a nova variavel de controle

assuma qualquer valor real:

Admitimos:

k=k,._ cos’d,0 R (3.1.2.2-1)
e substituindo (3.1.2.2-1) em (2.2.1-5) vem:
0<Kk,, cos’ @<k, (3.1.2.2-2)

onde

0<cos’f<1 (3.1.2.2-3)

Derivando parcialmente em relagdo a nova variavel de controle vem:

a—H=6—H%=0 (3.1.2.2-4)
ok 00 ok
Assim

00 -1 0 oH

= = 0 =—-—=0 (3.1.2.2-5)
Ok K, . SEn 260 00
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Substituindo (3.1.2.2-1) em (3.1.2.1-2) temos:

2
H(v,h,m,ﬂ,k,t)z—ﬂv[k""x cos Ove P(h) D(r‘; h)_ g}—/’th+ﬂbmk,mxcos2 0

m m
(3.1.2.2-6)
e derivando parcialmente (3.1.2.2-6) em relagéo a 6 vem:
K=K =0
% =0 =
00 5 (3.1.2.2-7)
sen ZG{V—‘/E—Am} =0
m

Analisando a Equacao (3.1.2.2-7), sédo definidos os possiveis valores 6timos da

variavel de controle k:

="

Av 2

VTE—zmio —sen20=0= (3.1.2.2-8)
a=0+1+2+3.....

Substituindo, a Equacao (3.1.2.2-8) em (3.1.2.2-1), obtem-se uma solucao da

forma:

para o, =024, Kk =K, (3.1.2.2-9)
K=K,y cos{% =
para Qe =135. k=0 (3.1.2.2-10)
AVe 5 g
m (3.1.2.2-11)

O caso (3.1.2.2-11) ndo pode ser determinado, pois ndo fornece nenhuma
informacdo de como obter a varidvel de controle k. Este caso sera objeto de

estudo no préximo Capitulo.
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3.1.2.3 Equacédo de Euler para as Variaveis de Estados

Derivando a funcdo Hamiltoniana em relacéo a cada variavel de estado temos:

S
x| A =-4 + ’I:nDV (3.1.2.3-1)
oH

A=|ox, |=14, = —’1—”:[9h - D, —mg, ] (3.1.23-2)
oH A, = %[kvE +P(h)-D(v,h)] (3.1.2.3-3)

| OX; |

3.1.3 Condicédo de Weierstrass

A condicao necesséaria do minimo para satisfazer o controle 6timo é dada pela

seguinte equacéo:

AH = H(x,k, 4,) = H(x, k", 4,)>0 (3.1.3-1)
[kvE+P D-W] ——[k ve +P-D-W]|

H=[4,.4,.4,] 0 >0 (3.1.3-2)
—k+k”

Para A, #0 temos:

AH =(/1V[V—E}—Amj(k—k*)zo (3.1.3-3)

O termo (ZV[V—E}—/L“J é chamado de funcdo comutadora (“Switching-
m

Function”) e é denotado como S(t).:

s(t)= [%—zm} (3.1.3-4)
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A funcdo comutadora S(t) € 0 processo que permite determinar a altitude

méaxima do foguete em trés casos possiveis.

@ k" =k, se  S(t)>0 (3.1.3-5)
(2) 0<k" <k, se S(t)=0 (3.1.3-6)
() k"=0 se  S(t)<o0 (3.1.3-7)

[8]
Note-se, que os casos (3.1.3-5) e (3.1.3-7), definem os sub-arcos nao
singulares, embora seja importante ressaltar que, quando a variavel de controle
Otima, passa bruscamente do valor maximo para o valor minimo, sem passar
pela varidvel de controle étima singular, trata-se de Problema do tipo “Bang-
Bang”. O caso (3.1.3-6), chama-se de controle singular ou sub-arcos

singulares.

3.1.4 Condicéao de Controle Singular

Queremos determinar a solugdo da Equacédo (3.1.3-6), calculando a primeira
derivada da funcdo comutadora S(t), até que se encontre explicitamente a
variavel de controle 6tima procurada.

Derivando a fungcdo comutadora (S(t)), em relacdo ao tempo temos:

$(t) = i{ﬁ—ﬂm} _Ave MAVe ;o (344

dt| m m m? "

Introduzindo as expressdes 4, e A na equacédo vem:
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$(t)= —’1“% —%[P(h)— D,v. -D(v,h)]  (3.1.4-2)

se S(t)=0 e m=0 temos:

mveA, ]
S CORA) N

Pode-se ver que na primeira derivada de (S(t)), nenhum termo da variavel de
controle k foi encontrada. Logo, calcularemos em seguida a segunda derivada
de (§(t)) e assim por diante, até que seja explicitamente encontrada a variavel

de controle 6tima de k procurada.

Assim
$0)= 32 150l= S [-2mve - A[P()- Dy, - D1 (3.1.4-4)
ou ainda,

§(t): [— ihmvE —A,Mmve —ZV[P(h)— Dve - D(v,h)]—/iv [P(h)—DV Ve — D(V,h)]]

(3.1.4-5)
mas
D, =D, v+D,h (3.1.4-6a)
D(v,h)=D, v+D,h (3.1.4-6b)
P(h)=Ph (3.1.4-6c)

Substituindo as Equacoes (3.1.4-6a, b, c) e (3.14-3) em (3.1.4-5) temos:
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_1 |:mVE2[Ph -Dy - mgh]_VE DV[P(h)_ D(v,h)— D,ve ]:|+
h [P(h)-D,v. ~D(v,h)]

_A [(Dwv; +v¢D, Jkve - P(h)+ D, h)—W(m,h)]}r
“ [P(h)-D,v - D(v,h)]

B mva[—Ph+Dh+DvhvE] N v +D v +Dlv
I oL L (RN L O IR )

(3.1.4-7)
Para 4, #0 e S(t)=0 temos:

_my.[-P, +D, +mg, ]+ mv|R, - D, = D,ve |+ D, ve[-P(h)+ D(v,h)+W(m,h)]

- D, v’ +2D,v, +D(v,h)-P(h)| i
-2D,v¢ +D,[2P(h)-2D(v,h)+W(m,h)] [P(h)-D(v,h)f )
ID,,ve” +2D,v¢ +D(v,h)-P(h)] ve D, Ve +2D,v, +D(v,h)—P(h)|
(3.1.4-8)

Finalmente, manipulando a Equacdo acima, a variavel de controle procurada

na Equacéo (3.1.3-6) apareceu explicitamente em (3.1.4-8), e sera chamada de

variavel de controle singular ks .

_mve[-R, +D, +mg,]+mv[R, - D, - D,v, |+D,,ve[-P(h)+D(v,h)+W(m,h)]
C ID,,ve” +2D, v +D(v,h)—P(h)|

*

—2D,*v, + D, [2P(h)— 2D(v,h)+W(m, h)] [P(h)-D(v,h)[

[D,.ve? +2D,v +D(v,h)-P(n)]  ve[D,.ve’ +2D,v + D(v,h)-P(h))
(3.1.4-9)

Admitindo que:
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¥ =D, v’ +2D,v; + D(v,h)-P(h) (3.1.4-10)

e, levando a Equacéo (3.1.4-10) em (3.1.4-9) vem:

[— mvP(h)+mv.D, + mszg]+ [mvP, —mD,v +mvv.D, —D(v,h)]+.....
ks =$ L [P(h)-D(v,h)F + D, v [ P(h)+ D(v, h)+W(m,h)]- 2D, 2, +.....
Ve

D, [2P(h)— D(v,h)+W (m,h)]

(3.1.4-11)
Resumido:
@ k" =k, se S(t)>0 (3.1.4-12)
(2) k" =k’s se S(t)=0 (controle singular) [vide eq (3.1.3-6)]
(3) k=0 se  S(t)<O0 (3.1.4-13)
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3.1.5 Determinacéo da Seqiiéncia de Variavel de Controle Otimo

Para que possamos calcular a altitude maxima de um foguete lancado
verticalmente na atmosfera, deve-se primeiramente determinar a sequéncia de
variavel de controle 6tima a ser aplicada no instante inicial do movimento do
voo. Deseja-se determinar os multiplicadores de Lagrange das Equacbes
anteriores (3.1.2.1-2), (3.1.3 -4) e (3.1.4-2), que formam um sistema de trés

equacdes com trés incognitas conforme mostrado abaixo:

Resolvendo o sistema temos:

A, (~kvg =P(h)+D(v,h)+mg)  —-Amv  +i,mk =0 (3.1.5-1a)
A,(P(h)-D,v, — D(v,h)) + A, My, 0 =0 (3.1.5—-1b)
A Ve 0 ~A,m =0 (3.1.5-1c)
e, onde
'[-kv. —P(h)+D(v,h)+mg] -mv +mk |
Det =|[P(h)- D, v, — D(v,h)] mve 0 (3.1.5-2)
| Ve 0 -m |

Det = —m?v, [~ kv — P(h)+ D(v,h)+mg]-m?/[P(h)- D,v. — D(v,h)]-m?kv.* =0
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= Para m=0 e Det =0 temos:

ve[P(h)-D(v,h)-mg]

= 3.1.5-3
" TP(0)-D,ve - Dn) o459

Substituindo a Equacéao (3.1.5-3) no sistema de equacao acima vem:
4, [+ P(h)-D(v,h)-D,ve ]+ 4,mve =0 (3.1.5-4)

Introduzindo a Equacao (3.1.5-4) no sistema de equacfes acima chega-se as

seguintes :
P -mv,
" [P(h)-D(v,h)-D,v,]
4
A £ 3.1.5-5
"~ [P()-DW.h) - Dyve] 3459)
Ay =1

levando as expressoes 4,,4, e 4, da Equacéo (3.1.5-5), nas Equacobes

(3.1.2.1-2), (3.1.3 -4) e (3.1.4-2).

Obtem-se:

S(t)=0 (3.1.5-6)

Convem salientar mais uma vez que, quando tivermos a condi¢ao (3.1.5-3),

teremos as condi¢des da Equacao (3.1.5-6).
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Entéo, ao longo da trajetdria 6tima

(3.1.5-7)

Neste caso, como ja foi dito antes, a variavel de controle a ser aplicada ser4,

obviamente, k™ =k’s [vide eq (3.1.3-6)].

= Para m#0 e Det 0 temos:

ve[P(h)-D(v,h)-mg]
[P(h)-D,ve —D(v.h)

V# (3.1.5-8)

aplicaremos as variaveis de controle seguinte, k™ =k, e k =0 [vide eq

(3.1.4-12) e (3.1.4-14))].

E interessante notar que, para determinar a seqiiéncia de variavel de controle a
ser aplicada ao movimento do foguete no instante inicial t =0, analisaremos a
Equacéo (3.1.5-3), recorrendo as Equacbes (3.1-3 a),

(3.1-3b) e (3.1-3c):

Aplicando as condices iniciais na Equacao (3.1.5-3) vem:

Como

D(v(0),h(0))=(0,0); D, (+(0),h(0))=(0,0) (3.1.5-10)
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entdo

v(0)="= [P(0) W (m, 0) (3.1.5-11)

[P(0)]

Recorrendo a Equacéo (2.1.1-1) vem:

F, =T +P(h)=—mmvg +{P, —P,(h)}A (3.1.5-12)

onde:

P(h) = forca causada na saida da tubeira do motor do foguete
devido a diferenca de pressdoé uma parcela a carater
corretivo sendo, no instante inicial (t =0), muito menor
do que a parcela estatico (T =—mv.), e muito menor que
a forga gravitacional ,\W(m,h)

e, finalmente:
P(0) <W(mg,0) (3.1.5-13)
VE > 0]

Portanto, para que haja movimento no instante inicial (t=0) do vdo, a taxa

massica que sai da tubeira do motor tem que ser diferente de zero (k =—m =0),

0 que confirma a condi¢ao da Equacéo (3.1.5-8).

ou seja,

(3.1.5-15)

Logo,
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v(0)#0= (3.1.5-16)

Finalmente, da Equacéo (3.1.5-16), concluiremos que a variavel de controle a

ser aplicada no inicio do movimento é k=k™ =k, -
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4 EFEITOS DA TERRA CURVADA, EM ROTACAO

Neste Capitulo sédo estudados os efeitos da rotacdo da Terra sobre a trajetéria

de um foguete lancado verticalmente.

4.1 Equacionamento de Trajetdrias no Campo Gravitacional Newtoniano

4.1.1 Algumas Caracteristicas do Campo Newtoniano

Como se sabe, 0 equacionamento do movimento em campo central de forcas

do tipo newtoniano € dado pela equacéo.

(4.1.1-1)

F(r)

Il

|
7~ N\
ﬂm| wn
N

onde
F(r)= forca do campo;
r = coordenada radial do sistema cilindrico;

€, = versorradial dasbases do mesmo sistema;
S = fator de proporcionalidade, cons tan te.

A Equacéo (4.1.1-1) pode ser escrita na forma:
F(r)=-=> (4.1.1-2)

com

F(r):‘lf(r] (4.1.1-3)
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Nota -1

A origem do sistema de coordenadas é colocada no centro de massa Terra &
missil. Como a massa do missil € m<<<M; (massa da Terra), para todos os
fins praticos, podemos admitir que a origem esteja colocada no centro da Terra.
Veremos mais adiante que, para as velocidades iniciais que n&o ultrapassam a
velocidade de escape do missil, este vai-se mover ao longo de uma elipse cujo

foco, “ativo” vai coincidir com o centro da Terra.

E facil ver que o campo representado pela Equacdo (4.1.1-1) é potencial. De

fato, o potencial é.

vo-2, (4.1.1-4)
r
pois
oV S
2 = —F(r 41.1-5
&~ 7= F0) (4.1.15)
Recorrendo a variavel
u=or22 (4.1.1-6)
r u

F[_J oy (4.1.1-7)

No campo Newtoniano atrativo (tal como o campo gravitacional), tem-se S >0.

Comparando-se as Equacdes (2.1.3-1) e (5.1.1-2) temos:
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4.1.2 Leis de Kepler

Como se sabe da Mecanica Celeste, a trajetéria no campo do tipo da Equacéo

(4.1.1-7) satisfaz as chamadas leis de Kepler:

1) - Todos os planetas movem-se em torno do Sol, em orbita eliptica,

estando o Sol em um dos dois focos, chamado de “ativo”.

2) - O vetor posicao do planeta em relacdo ao Sol varre a mesma area

em intervalos iguais de tempo.

3) - O quadrado do periodo de revolucdo do planeta é diretamente

proporcional ao cubo da distancia média do Sol.

Como uma das consequéncias das leis de Kepler, temos:

» As Orbitas dos planetas sdo planares; assim, o equacionamento do
movimento pode ser expresso num sistema de coordenadas polares,

com a origem no foco “ativo” do campo gravitacional.

= A chamada “velocidade areal’, isto &, referida a area varrida pelo

vetor-posicao, é constante. Ela pode ser expressa pela chamada

“‘quantidade de movimento angular”, h.

Nota -2
As leis de Kepler valem para qualquer campo gravitacional. Por exemplo, no

caso de um missil movendo-se no campo terrestre, a palavra “Sol” deve ser

substituida pela “Terra” e a palavra “Planeta” por “Missil” (por exemplo)
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4.1.3 Equagéo de Energia

Sendo o campo gravitacional
preservada.

Temos:

potencial, a energia mecéanica

» 1) A equacéo da energia cinética € dada por:

c

T :lm
2

(r'2 +r292)

onde, pela segunda lei de Kepler, temos:

h=r?0

Assim, temos

= 2) A energia potencial, V, é dada pela Equacédo (4.1.1-4).

Assim, a energia mecéanica total é

(constante)
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4.1.4 Equacao da Trajetoria

como

o

0

r

_ h
o_r>
r r

associando as Equacobes (4.1.3-4) e (4.1.4-1), temos:

-2
4o = hmr==dr :
Zm{E + S} —h—z
rir
ou entao,
-1
0—0, - “—LI hmr—dv
J2mEr? + 2mSr +h2m
introduzindo a variavel
1
u=-=,
r
resulta que:
6-6,=[ du
JZE 25u
mh?*>  mh?
Chamando
2E 2S
= ; = ;r=-1
mh? p mh? "7
e recorrendo as tabelas de integrais, temos:
0-6,= Larccos{ pr2p

V-7
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(4.1.4-1)

(4.1.4-2)

(4.1.4-3)

(4.1.4-4)

(4.1.4-5)



ou seja,

u-— SZ

0 — 6, = arccos] — mh (4.1.4-6)
8*2E
m®h?  mh?

onde ¢, é uma constante de integracdo que pode ser determinada pelas

condigdes iniciais. Voltando a variavel r, [vide eq (4.1.4-4)], obtem-se.

p

r= 4.1.4-7

1-ecos(@-6,) ( )

onde
2
p =N (4.1.4-8)
S
2

e |14 2EN (4.1.4-9)

[P} ”

Y
(em latim, “latus rectum” significa “lado reto”). Como se sabe da Geometria

O parametro € chamado de “semi latus rectum” e “e” de “excentricidade

Analitica, a Equacdo (4.1.4-7) representa as chamadas curvas conicas

(elipticas, incluindo circunferéncia, pardbola ou hipérbole) com a origem

colocada num dos focos chamado “ativo” da curva.
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4.1.5 Interpretacdo dos Parametros “p” e “e“

Observemos que a Equacdo (4.1.4-7) é expressa em coordenadas polares

r, 6. Notemos o valor minimo de r corresponde ao valor 6 =6, neste caso:

r=r —_P (4.1.5-1)

p

(L-e)

que, se =6 J_r% , € e<l, tem-se:

Assim, é a distancia mais curta entre o foco e a curva. Notemos ainda

r=r,=p (semilatus rectum) (4.1.5-2)

Desta maneira podemos admitir ,=0 e o eixo x a dire¢do da distancia mais

curta. A Figura 4.1 mostra um esquema da configuracdo da curva conica nas

vizinhancas do foco ativo.

pP=nhr ¢

X|

P=rir {

FIGURA 4.1 - Configuracéo da curva cdnica nas vizinhancas do foco ativo.

A expressao “e” (excentricidade) denota o tipo de curva conica.

Assim temos:

0<e<1—Elipse (quando e = 0 - circunferéncia);

e =1 — Paréabola;

e >1—Hipérbole.
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Em nosso caso so interessam trajetorias fechadas, isto € com 0<e<1.

4.1.6 Forma Alternativa da Equacéao de Trajetéria

Diferenciando duas vezes a Equacéo (4.1.4-5) em relagédo a u, obtem-se uma

equacao diferencial linear de ordem 2, extremamente simples:

d?u
do?

+u=C (constante) (4.1.6-1)

A solucdo da Equacédo (4.1.6-1) € imediata:

u= 1 = Asind+Bcosé +C (4.1.6-2)
r

da qual, recorrendo-se as condicdes iniciais e calculando A,B,C obtem-se a
solucdo (4.1.6-1). Embora a solucdo geral seja simples, o calculo das

constantes de integracéo apresenta certa dificuldade.

4.2 Equacéo da Trajetoria de um Missil em relacdo a Superficie da Terra

Curvada, sem Movimento

4.2.1 Consideracdes Gerais

Qualguer missil lancado da superficie da Terra move-se num campo
gravitacional Terrestre e, portanto, apds o instante de “burn-out”, ndo levando
em conta a resisténcia do ar, move-se ao longo da trajetdria cbnica, com um

dos focos (o ativo) colocado no centro da Terra [8].

O movimento parabolico s6 poderia ser considerado, se a superficie da Terra

fosse sem curvatura.

A trajetoria do tipo em questdo sofrerd a acdo dos fatores diferentes:

1) - A propria curvatura da superficie, como ja foi mencionado.
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2) - A rotacao Terrestre com a velocidade angular:

o= 271 4.2.1-1)
24h

que agird impondo uma componente tangencial ao movimento do missil em

relagdo a superficie fixa.

4.2.2 Condic¢0Oes Iniciais do Lancamento

A Figura 4.2 mostra um esquema da trajetoria de um missil.

ssuisas /)"l’ N
7} 3
H \
= / '

e

X

/
~_ |

FIGURA 4.2 - Esquema da trajetéria de um missil.

Como na Secédo anterior, introduziremos um sistema polar de coordenadas,

r,0 com a origem no centro da Terra.

Sejam:
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r, = posicéo inicial do foguete em relagcéo ao centro da Terra no "burn—out";
R =raio da Terra;

H = altitude do ponto inicial da trajetoria em cima da sup erficie;
£, = @ngulo inicial datrajetoria em relagdo alinha horizontal local.

As expressdes r(t) e B(t) sdo as mesmas que r, e f,, s6 que num instante

genérico, t. Escolhendo um certo instante como inicial (t=0) é facil verificar que
no instante inicial temos:

t=0,
B= :60
r=r, (4 .2.2-1)
6=0
f, = v,sin f, = componente radial da velocidade (4.22-2)
0= ﬁcosﬁo = componente polar da velocidade (4.2.2-3)
r.0

O valor de h pode ser também determinado das condic¢des iniciais, embora
permaneca invariante durante toda a trajetoéria.

h=6r?= ‘;—O[COS,BO I, =v,r,cos B, (=constante) (4.2.2-4)
0

4.2.3 Equacgéo Diferencial e sua Solugéo Geral

Levando em conta a Equagéo (4.1.6-1) temos:

e tu=C (4.2.3-1)
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onde

C= GMT =— ?M > (=constante)
mh*  v,r," cos® f3,

Introduzindo uma variavel adimensional

rv?

P=aM

temos, da Equacéo (4.2.3-2)

c_GMm 1 1 1

Vo' o C0S* By py Ty cos’® 3,

(4.2.3-2)

(4.2.3-3)

(4.2.3-4)

A Equacéo (4.2.3-1) é, obviamente, linear, ndo homogénea, de ordem 2, com

coeficientes constantes. Como é f4cil verificar a sua solugéo geral é;

u:l = Asind + Bcos@ +C
r

onde A e B sdo constantes de integracfes e C é dada por (4.2.3-2)
4.2.4 Solucgéo Particular
Diferenciando (4.2.3-5) em relacdo ao tempo, temos:

U= —rizr' = Afcosd—Basind
Substituindo as Equacgbes (4.2.2-1) em (4.2.3-5) temos:

u:icﬁmdm+5qu+C:>B+C=%

r0 0

ou, entao,
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1 1 1 1

B=—-C=r-mr
fo Iy Ty P COS” f3 (4.2.4-3)
1 2.
Brp,=1-——
PoC0S” f,
Substituindo as Equacbes (4.2.2-2) em (4.2.4-1) temos:
U= _M = AY2 cos 8, cos(0)- B L2 cos 3, sin(0)
Iy lo 0
. sin 3,
—v,sin B, = Ay r,cos B, => A= ——2
oS fo ofo €08y r, cos 3, (4.2.4-4)
= Ar, =-tgf,
Assim, a Equacéao (4.2.3-5) fica:
u _1__ W sin9+i(1—;2jcos(9+i;2 (4.2.4-5)
r fo Iy Po €OS™ f3, fo Po COS™ f3,
ou, entéo
fo :—tg,Bosim9+l[l—;2jcosé’+l;2
r Iy Po €OS™ [y fo o COS™ fy
) sim9+cos€+—1_cofg
cos f, Py C0S* f,
r_o_—sin,BOsiné'+cos,BOcosé'+ 1-cosé (4.2.4-6)
r cos f3, P, €02 3, o

assim, obtem-se

_cos(5,-6) . 1-cos (4.2.4-7)

cosf,  p,c0s’ fy

fo
r

Nota- 3

Como se sabe da Mecénica Celeste, esta € a equacdo de qualquer curva

cbnica, com foco ativo no ponto r=0 (centro da Terra). Curvas conicas, nédo
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degeneradas, séo: elipse (incluindo o circulo), parabola e hipérbole. As duas
ultimas constituem trajetérias que se estendem até o infinito. Neste trabalho
estudaremos somente trajetorias fechadas: elipse ou, no caso particular, a

circunferéncia.
4.2.5 Alcance da Trajetoria

O alcance da trajetoria (6,, ) é obtido quando o missil tocar na superficie

terrestre, isto €, quando r=R. Assim, a relacdo entre 6_ e as condicbes

max

iniciais, é dada por:

_ cos(ﬁo—em)+1—c0349m (4.2.5-1)

cosf,  p,cos

fo
r

onde as grandezas p,,r,,e f, denotam as condi¢des iniciais. Se a trajetoria

comegar na superficie terrestre, a rela¢éo entre 6., e os valores iniciais €:

cos( s, — 6 1-cosé

(ﬂo rmx)+ Jmx 1 (4.2.5-2)
cosf,  pycos’
A relacdo acima pode fornecer uma dependéncia explicita entre o alcance

6 . e as condicoes iniciais. Realmente, (4.2.5-2) pode ser escrito da seguinte

max

forma:

P, €08 B3, (cos B, cosb,., +sing,sing,, )+1-cosd,, = p,cos’f,

ou, entao,

(po cos’® f3, —1)cos 0.0 + Po COS B,8INSBysinG . =-1-1p, cos® S, (4.2.5-3)
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Observemos que a equacao, acima tem a forma:

M(po,ﬁo)cosem + N(po,ﬂo)sinﬁm +Q(po’ﬂo):0

e, assim,

M cos@,, + N/ll—cos?,_ )+Q =0

= (M cosd,,, +Q) =-N2—-NZ2cos’@,,,
M ?cos® 0, +2MQcosé,,, +N*+N?cos’ 6, =0 (4.2.5-4)
e, finalmente,

(M2 +N?2)cos? 6,,, +2MQcos6,,, +NZ =0 (4.2.5-5)

A Equacéo (4.2.5-5), € uma equacao quadratica da qual se pode calcular

cosé. . ou termos das expressbes M, N, Q que dependem apenas das

condicdes iniciais.
Nota- 4

Os valores de M, N e Q sé&o:

M = p,cos’ S, (4.2.5-6)
N = p,cos f,sin S, (4.25-7)
Q =1+ p,cos’ B, (4.25-8)

4.3 Langcamento Vertical Considerando a Rotacéo da Terra

4.3.1 Consideracdes Gerais
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Notemos que o movimento rotacional da Terra ndo influencia a trajetoria do
missil, descrita nas Secdes 4.3.1 e 4.3.2, no plano inercial da for¢a central (pois
o0 centro da Terra ndo se move em relacdo a superficie). Assim, no plano
inercial o missil move-se, ao longo de uma cénica com foco ativo no centro da
Terra. Ademais, se a trajetoria for uma curva fechada, ela tem que ser eliptica.
A Figura 4.3 mostra um esquema da trajetoria eliptica inercial de um missil

lancado da superficie da Terra Curvada (esférica).

—
Centro da Terra
foco ativo da clipse

Trajetoria Real

- — — — Trajetdria Hipotétca

FIGURA 4.3 - Trajetéria eliptica inercial de um missil lancado da superficie da

Terra Curvada (esférica).

Na Secédo anterior, a velocidade inicial do missil foi determinada em relacdo a

superficie da Terra, tendo duas componentes:

1) - A vertical V,

2) - A tangencial, V,

Notemos que as duas componentes determinam tambéem

a) - O angulo g,, pois.
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195, = \\;—0 (4.3.1-1)

0

b) - O versor é normal ao plano inercial (isto é, plano aonde é

aplicado a 22 Lei de Newton).

8, =(,8)+(Ve) (4.3.1-2)

Conhecendo-se estes dois elementos e a velocidade inercial temos:
Vo =V, €, +V,é (4.3.1-3)

bem como as coordenadas geograficos do sitio do lancamento, a equacédo da

trajetdria pode ser imediatamente determinada (incluindo o alcance 6, ).

4.3.2 O Ponto de Impacto considerando a Rotacéo da Terra

A velocidade linear (na direcdo tangencial) € dada pela equacao:

v, =RQ (4.3.2-1)
onde:
Q = modulo da velocidade angular da Terra da Equacao (4.2.1-1)

= Notemos que para, um observador no plano inercial, valem os

resultados das sec¢fes anteriores deste Capitulo.

= Porém, um observador fixo na superficie vé o missil sujeito as forcas de

Coriolis e as centrifugas.

A velocidade resultante, v,, inercial no langamento, € composta da velocidade

de \70do foguete em relacéo a superficie da Terra, mais a velocidade\7t imposta

pelo movimento da Terra em relacdo ao plano inercial, onde, obviamente
temos:
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(4.3.2-3)

com

& ;| = Qrcos 4, (4.3.2-4)

onde 4, é a latitude do sitio do langamento.
Assim

V=V, +QF, (4.3.2-5)
A variavel adimensional inicial, p,, fica:

A _ 1|V, +Q rO|2

= (4.3.2-6)
GM GM

Po

Para langcamento vertical (em relacdo ao observador na superficie), o &ngulo g,

pode ser determinado da seguinte equagao:

tgf, = 2 (4.3.2-7)

Vo

A Figura 4.4 mostra um esquema do angulo S, de saida do foguete.
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Vo

FIGURA 4.4 - Angulo g, de saida do foguete.

O versor que normaliza o plano inercial pode ser determinado pela Equacéo
(4.3.1-2).

O alcance, 6,,, pode ser determinado da Equacao (4.2.5-5). Quanto ao ponto

de impacto (isto &, latitude e longitude), temos que levar em conta, que durante
0 percurso da trajetéria o intervalo At, a posicao da Terra em relacdo ao plano

inercial fica deslocada de angulo.

a =QAt (4.3.2-8)

Para determinar o tempo At decorrido durante a trajetdria, pode-se recorrer a

Equacao (4.1.3-2).
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5 RESOLUCAO NUMERICA
5.1 Exemplo

Queremos através de um exemplo, resolver o problema de otimizagdo da
altitude de um foguete hipotético lancado verticalmente na atmosfera com os
seguintes dados:

Massa inicial do foguete m, =1000kg
Massa de combustivel m_ = 750kg

Massa final m; = %mo = 250kg
Tempo de queima t, = 60s

fluxodemassa— k™ =Kk,

Considerar constante; Jaceleragdo gravitacional — g, = 9,81(%2)

velocidade de escape dos gases — v, = 2000(%)

Determinar, nos diferentes casos considerados:

1) O fluxo de massa;

2) A velocidadev, (t,) do foguete na fase final 1(t= tq);
3) A altitude h,(t,) no instante (t :tq);

4) A altitude maxima do foguete;
i “v ) on )|
5) A energia total do foguete, E,=m, qu t,)+ah(t, )]

6) Apresentar a tabela dos resultados para todos os casos considerados
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Resolucao
Pela 22 Lei de Newton:

F=mvy (5.1-1)
Como sabemos, um foguete movendo-se no espaco livre (isto €, no vacuo),

sem a pressao P(h) e sem angulo de ataque os resultantes das for¢cas durante

o vb6o sdo dados pela seguinte equacao.
F=T-W =|mv, —mg, (5.1-2)
Igualando as Equacdes (5.1-1) e (5.1-2) temos:

dv vgdm
dv _ _vedm 5.1-3
dt mdt e ( )

A Equacdo (5.1-3) pode integrada imediatamente entre t = 0 e t genérico.

t t

t
v
dv=—|-5dm-|g,dt (5.1-4)
Jv=Lyem-]e:
As condic¢des iniciais sao:
v(0)=0
(5.1-5)
m(O) =M,
assim
v(t)-v(0)=—vg Inm[} —g,t (5.1-6)

50



logo

m
t)=vg I —%—g,t 5.1-7
M) =veln 659 (5.1-7)
A velocidade v(t) do foguete no instante t (arbitrario) da fasel(O <t Stq)
v(t)=ve T gt (5.1-8)
m(t)
onde
m, —m, =m, — massa final do foguete (istoé,sem propelente)
t, > instante final da fase propulsiva ("burn—out")
m, — massa combustivel
A altitude h(t)do Foguete no Instante t (arbitrario) da fase 1 (0 <t< tq)
O caminho, h(t), percorrido pelo foguete é, obviamente:
t
h(t) = [ v(t)dt (5.1-9)
0
ou, entao,
t m t
h(t) = ve [In —2dt - [ g,tat (5.1-10)
o mt) g
E obvio que
t
m(t)=m, —.|.|m|dt
0
(5.1-11)

m(tq)sz =m, —m

c
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Substituindo (5.1-11) em (5.1-10) vem:

t t
h(t)=ve [in ﬁdt ~ [ gotet (5.1-12)
0 0 0

Como sabemos a velocidadev,(t,), nao depende da distribuicdo temporal da
funcao m(t) e sim, da quantidade do propelente gasto, m, =m, —m, assim, o

caminho h, (tq) € dada pela seguinte equacao:

tq tq
hy(t,) = ve [ I 2t — [ gtet (5.1-13)
> mt) g

Fazendo-se uma mudanca de variaveis, temos:

t . t
h(t) = —vet, | In(l—lt}ﬂ [ g,tet (5.1-14)
0 m, )t %
(b [t=x
tq
dt — |dt=dxt (51-13)
ax =&t |dt=0x,

Substituindo (5.1-15) em (5.1-14), resulta:

t mXt,
h(t) = —vet, j In|1-—
0

t
]dx - [ g,tdt (5.1-16)
0

0
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Admitindo que:

Temos

1-

£ :
h(t) = % [invay - [ gjtat
1 0

usando a tabela de integracéo dos logaritmos temos:

h(t) = v{tq +(m—f)—th|n(1—%H—tjgotdt
m My 0
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A equacéo da taxa de variacdo de massa m é:

K =m=-—¢ (5.1-20)

A Figura 5.1 mostra um gréfico da taxa de variacdo de massa versus tempo de

queima.
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FIGURA 5.1-Taxa de variagdo de massa versus tempo de queima.
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A equacdo da velocidade do foguetev, (t,) no final da queima é:

v (t,)=ve In%—gotq (5.1-21)

f

A Figura 5.2 mostra um grafico da velocidade do foguete versus tempo de

gueima.
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FIGURA 5.2 - Velocidade do foguete versus tempo de queima.
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A equacao da altitude do foguete no final da queima h,(t,) é:
2
m;, m, t,
hq (tq) = Vth [1-0— (m—C] In (m—O]:I =0 7 (51'22)

A Figura 5.3 mostra um grafico da altitude do foguete versus tempo de

queima.
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FIGURA 5.3 - Altitude do foguete versus tempo de queima.
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A equagdo da altitude maxima do foguete h,,, é:
29

e = [V‘*—(tq) +h, (¢, )j (5.1-23)

A Figura 5.4 mostra um gréfico da altitude maxima do foguete versus tempo de

queima.
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FIGURA 5.4 -Altitude maxima do foguete versus tempo de queima.
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A equacdo da energia total gasto do foguete é:

ET

(5.1-24)

m (v () oh.

A Figura 5.5 mostra um grafico da energia total gasto do foguete versus tempo

de queima.
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FIGURA 5.5 - Energia total gasta pelo foguete versus tempo de queima.
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TABELA 5.1 - Resultados dos casos considerados.

Tempos | K, Vq (tq ) h, (tq ) N o E;.
(s) (k%j fkm/) | km | km o 107x(3)

0 - 0 0 0 0
750 2.763 1.071 | 390.1 | 956.8
5 150 2.724 5256 | 383.3 | 9404
10 75 2.674 10.27 | 374.8 | 920.4
15 50 2.625 15.03 | 366.4 | 900.9
20 37.5 2.576 19.55 | 357.9 | 882.0
25 30 2.527 23.83 | 349.4 | 863.6
30 25 2.478 27.86 | 340.9 | 845.8
35 21.4 2.429 31.64 | 3324 | 828.5
40 18.8 2.380 35.18 | 323.9 | 811.7
45 16.7 2.331 38.48 | 3155 | 795.5
50 15 2.282 4153 | 300.7 | 779.8
55 13.6 2.233 44.33 | 298.5 | 764.7
60 125 2.184 46.89 290 750.1
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A Tabela 5.1 a seguir mostra os resultados de todos os casos considerados.
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5.2 Concluséo

No inicio do movimento do foguete o valor da varidvel de controle a ser
aplicado deve ser k =k, . Este valor deve ser mantido até que a funcéo
comutadora, S(t), e a velocidade, v, atinjam a igualdade, ou seja, S(t)=v.

Quando acontecer a condi¢cdo da Equacao (3.14-13), aplicaremos, entéo, a lei

de variacdo singular de controle ao sistema:

Quando a funcdo comutadora é nula (S(t):O), a variavel de controle singular

devera permanecer atuante até que toda a quantidade total de combustivel se

esgote (ou até que seu valor se anule). Caso a variavel de controle singular se
anular (ks =0), antes de combustivel se esgotar, ndo teria sentido fisico a
aplicacdo da variavel de controle singular. Apds o instante em que ks =0, a
aplicar k™ =0, o foguete perdera energia cinética sob a acido das forcas
(gravitacional e de arrasto). Portanto néo € viavel a aplicacdo de k™ =0, apos
que (ks =0)uma vez que isso fugira da solucdo 6tima. Mas se o combustivel
se esgotar durante a aplicacdo da variavel de controle singular obviamente o
proximo e dltimo valor 6timo que a variavel poderia assumir € k™ =0, neste
caso, a sequéncia de controle 6tima a ser aplicado sera

k" =K kK" =k's, k" =0. No final da queima (t=t,) toda a quantidade de

combustivel esta esgotada, portanto o foguete vai voar com sua inércia, ou

seja, a energia armazenada ou adquirida até o final da queima.
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No limite quando o tempo de queima t, — 0, a aceleragdo v — o, isto deixa

claro que o tempo de queima t, ndo pode ser arbitrariamente curto.

Para se obter um vbéo rigorosamente vertical de um missil, serd necessario
introduzir continuamente correcées na variagcdo de massa dos gases de saida
0 que nao seria pratico. Assim, um lancamento vertical pode ser considerado
apenas como uma aproximacado muito boa para altitude de ordem de até 10
km. Para ter no¢do do desvio do lancamento vertical, pode-se recorrer as
equacdes validas para sistemas de coordenadas fixas na superficie da Terra —

introduzindo-se as forcas de Coriolis e centrifugas.

5.3 Sugestéao para Trabalho Futuro

Minimizar o tempo gasto, para se obter o alcance maximo de um foguete a

partir de uma dada quantidade de combustivel.
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