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Abstract. In this work was investigated phase synchronization between two globally
coupled oscillators according to a sinusoidal function. The dynamics of each individual
oscillator is described by a discrete dynamical system called circle map. First introduced
a two-dimensional discrete dynamical system, described by two circle maps coupled
through a nonlinear coupling, describing and analyzing the dynamical characteristics and
the differences between the two systems. Were described regions of phase
synchronization with the boundaries analysis and explanation of these regions, which are
formed in Crisis boundary and bifurcations leading to loss of synchronization. A similar
analysis was made for a system of three globally coupled circle maps. We studied in
detail the changing balance of the system when the parameters are varied.

Resumo. Este trabalho tem como objetivo a investigacdo de sincronizacdo de fase entre
dois osciladores globalmente acoplados segundo uma fung¢do senoidal. A dinamica
individual de cada oscilador € descrita por um sistema dinamico discreto denominado
mapa circular. Primeiramente foi introduzido um sistema dindmico bidimensional
discreto, descrito por dois mapas circulares acoplados através de um acoplamento ndo
linear, descrevendo e analisando a dinamica, as diferencas e caracteristicas entre os dois
sistemas. Foram descritas as regidoes de sincronizacdo de fase, com andlise e explicacio
das fronteiras dessas regides, as quais sdo formadas por crises de fronteira e bifurcacdes
que levam a perda de sincronizagdo. Uma anélise similar foi feita para um sistema de trés
mapas circulares globalmente acoplados. Foram estudadas detalhadamente as mudancas
de equilibrio do sistema, quando os parametros sdo variados.
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1. Introducao

Sincronizagdo ocorre quando sistemas oscilatérios ajustam  seus
comportamentos um com o outro, de maneira a atingirem um estado onde suas
oscilagdes possuem periodos semelhantes [1]. Este fendmeno foi primeiramente
descrito por Huyghens, que notou que dois relégios de péndulo colocados contiguos em
uma mesma parede tendem a sincronizarem seus péndulos em fase ou em oposi¢do de
fase [2].

Sincroniza¢do de fase de oscilacdes é um fendmeno ndo linear em biologia,
fisica, quimica, computacdo e muitas outras areas da ciéncia e engenharia [7].
Alguns exemplos de aplicacdes sdo: piscar de luzes de um conjunto de uma espécie de
vaga-lumes [8,9], células de marca-passo no coragdo [10,11], atividade ritmica no
cérebro devido a disparos sincronizados de um enorme nimero de neurdnios [12-14],
células secretoras de insulina do pancreas [15], construcdo de manipuladores de robd
[16], em radio-fisica, rddio-engenharia e rddio-comunicag@o a sincronizacdo € aplicada
para estabilizacdo de geradores, para sintetizar frequéncias e modula¢do de sinais em
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sistemas Doppler [17] e esquemas de comunicacao eficiente [18-20].

O mapa circular proposto por Arnold [21], € um oscilador discreto no tempo,
usado quando a varidvel de interesse € uma fase angular normalizada (o circulo é
mapeado sobre ele mesmo). Alguns exemplos de sistemas fisicos, cujo comportamento
dinamico pode ser modelado por mapas circulares sdo: a convec¢do forcada de Rayleigh-
Bénard [22,23], células cardiacas perturbadas periodicamente [24,25], osciladores
guiados periodicamente [26,27] e condutividade elétrica em Niobato de Sédio e Bario
[28].

Pesquisas sobre sincronizagdo estdo atualmente voltadas para sistemas cadticos
[29]. Um sistema dinamico é chamado cadtico sempre que sua evolucdo depende
sensitivamente da variacdo de suas condicdes iniciais, isto é, duas trajetérias emergindo
de condig¢des iniciais proximas, se separam exponencialmente no curso do tempo [30-32].

Este trabalho estd focado no estudo de sincronizacdo de fase entre mapas
circulares acoplados. Em particular, a transicdo para a sincroniza¢do de fase e a perda de
sincronizagdo em sistemas de dois e trés mapas circulares acoplados, onde as fronteiras
das regides de sincronizagdo sdao formadas por bifurcacdes do sistema.

2. Sistema de Osciladores Acoplados

Um exemplo de um oscilador € o mapa circular (ou mapa de circulo), o qual se
trata de um mapa unidimensional discreto, cuja itera¢do da varidvel € interpretada como a
medida de um angulo que especifica onde a trajetdria estd sobre um circulo [4,21,28].

Esta ideia € motivada pela consideragdo do estado de um sistema que pode ser
sempre representado por um ponto na superficie de um tordide tridimensional.

Um sistema de dois mapas circulares acoplados pode ser descrito da seguinte
maneira:

X, =X, +27v, +£sen(yn -x,)
2 (1)

yn+1 =yn +2ﬂv2 +gsen(‘xn _yn)

onde ambas varidveis x e y sdo calculadas modulo 2n. Nesse sistema, v; € v, s@o as fre-
quéncias de cada oscilador, os quais sdo mutuamente acoplados através de um acopla-
mento seno, cuja intensidade é K.

3. Sincronizacao de Fase entre Osciladores Caéticos
A sincronizagdo de fase entre dois osciladores cadticos € definida como
travamento de fase: [33]

mixX, — may, < const )
onde m; e m, s@o inteiros, x, € y, sdo as fases dos sistemas interagindo e m; : m; € a razao
do travamento das fases, ou a ordem de sincronizacdo. Isto significa que m, periodos de
v, correspondem a m; periodos de x,, isto é, enquanto y, realiza m, oscilacdes, x, realiza
m, oscilagdes.

A sincronizagdo dos osciladores pode ser expressada em termos da diferenca en-
tre as varidveis de fase x, e y,. Subtraindo a segunda equacdo da primeira no sistema (1),
obtém-se a seguinte equacdo de diferenca de fase:

Xoe1 = Yor1 =X, =¥, ¥ 27(v; =v,) = K sen(x, =y, ).
Introduzindo uma nova variavel z, = x,, - y,
2y =2, t27(v, —Vv,)— K sen(z, ) 3)

onde z € calculado modulo 2n. Dessa forma, podemos concluir que a dindmica da dife-
renca de fase € descrita pelo mapa circular seno unidimensional.



XII Workshop de Computacao Aplicada - WORCAP 2012

O nimero de rotacdo € um nimero entre O e 1 que representa o limite da razdo en-
tre a distancia angular percorrida e o ndmero de iteragdes n, ou seja, o aumento médio da
fase por unidade de tempo, e € calculado da seguinte maneira:

p= Llimﬁ 4)
27 o= n
onde z, é calculado sem moddulo 2m, e o limite € incluido para eliminar qualquer com-
portamento transiente.

A Figura 1 mostra as regioes de sincronizagdo de fase, denominadas linguas de
Arnold, para o sistema (1), as quais representam a largura dos intervalos em que ocorre
travamento de frequéncia, calculadas através da equacgdo (4).

0 041 0.2 0.3 0.4 05 0.6 07 08 09 1
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Figura 1: Linguas de Arnold para o sistema (1), as fracdes mostram os nimeros de rotacdo para as
correspondentes linguas de Arnold.

A regido de sincronizacgdo 0:1, € limitada pela linha K = 2n(v; — v;), a qual € uma
bifurcacdo sela-né para os pontos fixos estdveis e instdveis dentro da lingua. Para K <
2n(v; — v2) ndo existem pontos fixos.

Na linha K = 1, o mapa se torna ndo inversivel. Conforme o valor de K aumenta
dentro das linguas, podem ocorrer cascatas de duplicacdo de periodo, e a dindmica do
sistema torna-se cadtica, resultando na perda de sincronizagdo.

(a) (b)
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Figura 2: (a) Diagrama de bifurcacdo e (b) expoente de Lyapunov do sistema (2). Os valores de x sdo dados
ao longo do eixo horizontal. O valor das condi¢des iniciais é zero. O valor dos parametros corresponde a
linha amarela destacada na figura 1.
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No interior de cada lingua de Arnold, as trajetérias sdo imediatamente atraidas
para ponto fixo estdvel existente. Na fronteira superior da lingua de Arnold 0:1 ocorre
uma crise de fronteira quando o valor mdximo do mapa torna-se igual ao valor do ponto
fixo instavel. Na fronteira inferior da lingua 0:1 ocorre uma bifurcacdo sela-nd, na qual
os pontos fixos estdveis e instaveis deixam de existir e, portanto, as trajetdrias que eram
atraidas para o ponto fixo estdvel, agora tendem para o infinito, resultando na perda de
sincronizagdo do sistema. Na fronteira esquerda da lingua 1:2 ocorre uma bifurcagao de
duplicacdo de periodo, onde a Orbita que era quase-periddica se torna periddica com
periodo 2, resultando na sincronizacao de fase do sistema na ordem 1:2. Na fronteira
superior da lingua 1:2 ocorre uma bifurcacao de duplicacdo de periodo, onde a érbita que
era periddica com periodo 2, se torna peridédica com periodo 4.

A figura 2 (a) mostra o diagrama de bifurcacdo e (b) o respectivo expoente de
Lyapunov para v; — v; = 0,01. Comparando as figuras 1 e 2, € possivel notar que as
bifurcagdes de duplicagdo de periodo ocorrem dentro da lingua 0:1, gerando caos e o
sistema perde a sincronizacdo de fase conforme o valor de K aumenta. Esse fendmeno
ocorre ao longo da linha amarela na figura 1.

4. Sincronizacao de Fase em um Sistema Tridimensional
Considere o seguinte sistema de trés osciladores de fase globalmente acoplados:

X, =X, +27v, +§[sen(yn -x, )+sen(z, —x, )]
K
yn+1 = yn +27W2 +§[sen(‘xn - yn )+ sen(zn - yn )] (5)

K
2y =2, T27v, +§[sen(xn -z, )+ sen(y, —zn)]

onde as varidveis de fase sdo calculadas modulo 2.
Subtraindo a segunda equacdo da primeira, e a primeira da terceira, temos o
seguinte sistema bidimensional:

un+1

=u, +27\, + £ [— 2senu, +senv, —sen(u, +v, )]
) (©)

K
v, =0, +27A, +§[— 2senv, + senu, —sen(u, +0, )]
onde

U, =X, =Y, 0, =2, =%, A =V, =V, e A, =V, —V,

A seguir, serdo analisados quatro casos diferentes para o sistema (6), variando A; e A.

4.1 Caso simétrico A; = A, =0

1 2 3 4 5 g
u
'n

Figura 3: Retrato de fase do sistema (6) com A; = A, =0.
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Neste caso, os trés osciladores de fase sdo idénticos, e suas frequéncias sdo iguais.
H4 seis pontos fixos: um nodo atrator, trés selas hiperbdlicas e dois nodos repulsores. A
figura 3 mostra o espaco de fase para o sistema (6) com A; =A; =0.

4.2 Caso paraA;=A;>0
Neste caso, o sistema (5) € reduzido para o seguinte mapa unidimensional:

W,,=u, +27A + % [sen(un )+ sen(2u, )] (N

onde A=A =A,.
A Figura 4 mostra as linguas de Arnold, para o sistema (6), com A; = A,.

s n s "
% 01 0.2 03 04 05
A

Figura 4: Linguas de Arnold para o sistema (6) com A; = A, > 0. As fragdes mostram os nimeros de
rotagdo para as correspondentes linguas de Arnold.

Na fronteira esquerda da lingua 1:4 ocorre uma bifurcacdo de duplicacdo de
periodo, onde a Orbita que era quase-periddica se torna periddica com periodo 4,
resultando na sincronizagao de fase do sistema na ordem 1:4.

A figura 5 (a) mostra o diagrama de bifurcacdo e (b) o respectivo expoente de
Lyapunov para A; = A,. Comparando as figuras 4 e 5, € possivel notar que as bifurcacdes
de duplicacdo de periodo ocorrem dentro da lingua 1:4, gerando caos e o sistema perde a
sincronizagdo de fase conforme o parametro K aumenta. Esse fendmeno ocorre ao longo
da linha amarela na figura 4.
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Figura 5: (a) Diagrama de bifurcacdo e (b) expoente de Lyapunov do sistema (6). Os valores de x sdo dados
ao longo do eixo horizontal. O valor das condi¢des iniciais € zero. O valor dos pardmetros correspondem a
linha amarela destacada na figura 4.
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4.3 Caso paraA;=0,A;>0.
Neste caso, a dinamica do sistema € governada pelo mapa circular seno
unidimensional, dado pela equacgdo (3). As linguas de Arnold se assemelham a figura 1.

4.4 Caso geral para A; # A,.
A Figura 4 mostra as linguas de Arnold para para o sistema (6), com A; # A, e
A;=0.9.

0‘.1 01.2 0‘.3 014 015 08 0.7 08 08 1
A
2
Figura 6: Linguas de Arnold para o sistema (6), com A; # Ay, e A; = 0.9. As fragdes mostram os nimeros

de rotacdo para as correspondentes linguas de Arnold.

Na fronteira direita da lingua 0:1 ocorre uma bifurcacdo sela-nd, onde os pontos
fixos se tornam préximos e se colidem um com o outro. Apds a colisdo, o ponto fixo
estdvel que atrafa as trajetérias deixa de existir e o sistema perde a estabilidade.
Consequentemente, o sistema perde sincronizacdo de fase. Na fronteira superior da
lingua 0:1 ocorre uma bifurcagdo Naimark-Sacker, onde um ponto fixo estivel sofre
bifurcagdes e surgem mais pontos fixos estdveis. Apds vdrias bifurcacdes, o sistema se
torna cadtico e perde a sincronizacao de fase.
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Figura 7: (a) Diagrama de bifurcacdo e (b) expoente de Lyapunov do sistema (6). Os valores de x sdo dados
ao longo do eixo horizontal. O valor das condi¢des iniciais € zero. O valor dos pardmetros correspondem a
linha amarela destacada na figura 6.

A figura 7 (a) mostra o diagrama de bifurcacdo e (b) o respectivo expoente de
Lyapunov para A, = 0,58. Comparando as figuras 6 e 7, € possivel notar que as
bifurcagdes de duplicacdo de periodo ocorrem dentro da lingua 1:2, gerando caos e o
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sistema perde a sincronizacio de fase conforme o pardmetro K aumenta. Esse fendmeno
ocorre ao longo da linha amarela na figura 6.

5. Conclusoes

Foi considerada a dindmica de sistemas de duas e trés dimensdes, formados por
mapas circulares globalmente acoplados através de um acoplamento senoidal. Para
investigar a sincronizacdo de fase nestes sistemas, consideramos o0s mapas
correspondentes para as diferencas de suas varidveis de fase originais e estuada a
estabilidade e bifurcacdes de equilibrio.

No caso de duas dimensdes, a dindmica da diferenca das fases € descrita pelo
mapa circular seno. Foram plotados varios diagramas das linguas de Arnold para orbitas
periddicas, e explicado como ocorre a perda de sincronizagdo quando os parametros sao
variados.

Para o caso de trés dimensdes, o sistema para as diferencas das fases é
bidimensional e mais complicado do que uma unica equag¢do do caso bidimensional.
Portanto, para o sistema de trés osciladores acoplados, foram considerados varios casos
particulares. No caso em que todos os trés osciladores t€ém a mesma frequéncia, foi
esbocado o retrato de fase do sistema, mostrando o comportamento dindmico e os pontos
fixos existentes. No caso em que as frequéncias dos dois osciladores diferem da
frequéncia do terceiro, o problema pode ser reduzido a uma equagao unidimensional para
a diferenca das fases. Foi explicado o comportamento das trajectérias, bem como a
estabilidade estrutural do sistema devido a existencia de pontos fixos 6rbitas periddicas.
Foi considerado também o caso bidimensional, onde a diferenca entre as frequéncias de
dois osciladores é fixa com valor igual a zero, e o terceiro oscilador difere dos outros
dois. Neste caso, a dindmica do sistema € descrita pelo mapa circular unidimensional.
Finalmente, considerou-se o caso geral onde todas as freqiiéncias dos osciladores sao
diferentes e explicou-se brevemente como as regides de sincronizacdo de fase podem
mudar a medida que as diferencas das freqiiéncias variariam.
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