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RESUMO

A dindmica de atitude de um veiculo espacial em Orbita da Terra refere-se ao
movimento deste veiculo em torno do seu centro de massa. O conhecimento do
movimento de atitude € fundamental para o cumprimento dos objetivos da missdo
espacial. O uso adequado de sensores e atuadores, computadores de bordo, GPS, radares
e estagdes terrestres sdo tecnologias que permitem o controle e estabilizacdo da atitude
para manter a atitude do veiculo espacial de acordo com suas especificacdes nominais.
LicOes aprendidas durante o inicio da era espacial ttém mostrado que a analise dindmica
representa um importante suporte e orientacao para o planejamento e o desenvolvimento
do subsistema de controle de atitude dos satélites (ACS). Uma dessas licdes refere-se ao
movimento de pecas internas e a associada dissipacdo de energia interna. As estruturas
moveis podem ser dispositivos atuadores como rodas de reacdo, liquidos dentro
recipientes, dispositivos passivos para a estabilizacdo de atitude, robds manipuladores e
entre outros. Este trabalho trata do comportamento de liquidos contidos em contéineres
e amortecedores liquidos geralmente usados para a estabilizacdo de satélites
estabilizados por rotacdo. O sloshing associado com o movimento de liquidos dentro de
contéineres, em veiculos espaciais, afeta a atitude deste veiculo e deve ser analisado, a
priori, para impedir que efeitos indesejaveis afetem o desempenho do controle em
manter a atitude do satélite em torno das especificagdes nominais. Neste sentido, este
trabalho procura dar uma contribuicdo para a melhor compreensdo do fendmeno de
sloshing em ambiente de microgravidade e, dessa forma, proporcionar um melhor
entendimento do impacto do sloshing no movimento de atitude de satélites artificiais.






FLUID BEHAVIOR IN THE SPACE - SLOSHING AND VISCOUS NUTATION
DAMPERS

ABSTRACT

The attitude dynamics refers to the space vehicle motion around its center of mass while
orbiting the Earth. The knowledge of the attitude motion is fundamental for the
accomplishment of the space mission objectives. The use of appropriate sensors and
actuators, onboard computers, GPS and radars and ground stations are among
technologies allowing the attitude control and stabilization to keep the spacecraft
attitude according to the nominal specifications. Lessons learned during the early days
of the space era have shown that the dynamic analysis represents a strong support and
guide when planning and developing attitude and control subsystem for satellites
(ACS). One of the lessons learned belongs to the context of internal moving parts and
the associated internal energy dissipation. The moving components may be actuator
devices such as reaction wheels, liquid inside containers, passive devices for attitude
stabilizations, robot manipulators and so on. This work deals with the fluid behavior
inside tanks and fluid dampers generally used for the sake of stabilization for spin
stabilized satellites. The sloshing associated with the fluid dynamics inside spacecraft
containers affects the space vehicle attitude and must be analyzed a priori to prevent
undesirable effects that affect control performance in keeping the satellite attitude
around the nominal specifications. In addition it discusses the passive fluid dampers
commonly used in spin-stabilized satellites. Finally, this work intends to contribute to
better understanding of the phenomenon of sloshing in microgravity environment, and
thus provide a better understanding the sloshing impact in the attitude motion of
spacecraft.
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1 INTRODUCAO

Wertz (1978) e Hughes (1986) referem-se a orientacdo de um satélite, em relacdo a um
sistema de referéncia conhecido, como sendo atitude e o movimento de rotagdo em
torno do seu centro de massa como sendo movimento de atitude. Assim, a atitude e o
movimento de atitude definem a orientacéo espacial e 0 movimento rotacional em torno
do centro de massa de um satélite. A atitude de um satélite em relacdo a um sistema de
referéncia é vital para a sua missdo, por isso, todos os satélites possuem sistemas de

controle para manter a atitude nominal do veiculo.

A implementacdo de um sistema de controle de atitude implica no conhecimento dos
requisitos da missao (por exemplo, satélites de telecomunicacfes exigem que o a antena
do satélite fique apontada para uma antena na superficie da terra) e das forcas
perturbadoras que agem sobre o satélite. Como a grande maioria dos satélites possuem
cargas liquidas, seja na forma de combustivel, dissipadores de calor, dentre outras, a

forca de sloshing é uma desta forcas perturbadoras da atitude do satélite.

Outro fendmeno que sabidamente resulta na influéncia do sloshing é o jitter causado por
aceleracdes residuais (aceleracdes espurias sofridas por veiculos espaciais em um
ambiente de microgravidade). Conforme Ibrahim (2005) o campo de aceleragéo residual
pode ser decomposto em uma componente quase-estavel (ou componente sistematica) e
uma componente flutuante conhecida como g-jitter (vibragdes de natureza aleatoria). Os
valores tipicos do componente quase-estavel estdo em torno de 10°°ge (ge é a aceleracdo
da gravidade na superficie da Terra). A contribuicdo flutuante, g(t), é aleatdria por
natureza e tem freqliéncia caracteristica de 1Hz ou mais. O estudo do g-jitter ndo é
objeto deste trabalho.

Os satélites podem ser estabilizados em apenas um eixo, como o0 SCD1 e SCD2, e em
dois eixos, dito também como estabilizacdo em trés eixos, uma vez que a estabilizacdo
do terceiro eixo é garantida pela estabilizacdo de dois eixos, como o CBERSL e
CBERS2 por exemplo. A terminologia utilizada para 0 movimento de atitude é a mesma

utilizada pela aeronautica. Denomina-se rolamento (roll), o movimento em torno da

25



direcdo da velocidade orbital, arfagem (pitch), o0 movimento em torno da dire¢cdo normal
a Orbita, e guinada (yaw), o0 movimento em torno da direcdo Nadir/Zénite. A forca de

sloshing tem impacto sobre esses trés movimentos.

Sloshing significa qualquer movimento de uma superficie liquida livre dentro de um
recipiente. E causado por qualquer distirbio em recipientes que estdo parcialmente
ocupados com liquido. Dependendo do tipo de disturbio e da forma do container, a
superficie liquida livre experimenta tipos diferentes de movimentos incluindo plano,
ndo plano, rotacional, pulsante irregular, simétrico, assimétrico, quase-periodico e
cadtico. Ao interagir com seu recipiente ou sua estrutura de suporte, a superficie liquida
livre pode gerar diversos tipos de movimentos na forma de troca de energia entre 0s
modos de interacdo. A superficie livre pode entrar em movimento modulado e ocorre
quando este movimento interage com a dindmica da estrutura de apoio préximo das
condicdes de ressonancia interna. Sob campo de baixa gravidade, a tensao de superficie
¢ dominante e o liquido pode se orientar aleatoriamente dentro do recipiente
dependendo essencialmente das caracteristicas de molhamento das paredes do
recipiente.

O problema basico do sloshing implica na estimativa da distribuicdo da presséo
hidrodindmica, forcas, momentos e frequéncias naturais da superficie livre do liquido.
Estes parametros tém um efeito direto na estabilidade dindmica e desempenho dos
recipientes em movimento.

Em geral, a pressdo hidrodindmica de liquidos em recipientes rigidos em movimento
tem duas componentes distintas. Uma componente é diretamente proporcional a
aceleracdo do tanque. Esta componente é produzida pela parte do fluido movendo-se
com a mesma Vvelocidade do tanque. A segunda € conhecida como pressédo “convectiva”
e representa 0 movimento da superficie liquida livre. Os modelos mecanicos como
massa-mola-amortecedor ou sistema pendular sdo normalmente usados para modelar a

parte do sloshing.

Um movimento de liquido dentro de seu recipiente tem um ndmero infinito de

freqUéncias naturais, mas os modos mais baixos sdo 0s mais susceptiveis de serem
26



excitados pelo movimento de um veiculo. Portanto, a maior parte dos estudos tem se
concentrado na investigacdo de oscilagcbes harmonicas forcadas préximas das
freqUéncias naturais mais baixas, previstas pelas equacdes lineares de campo de fluido.
Entretanto, efeitos ndo lineares resultam em freqliéncia de resposta méaxima

ligeiramente diferente da frequéncia natural linear e dependente da amplitude.

As solugdes analiticas estdo limitadas as formas de tanques geometricamente regulares
como cilindricas e retangulares. A natureza da dindmica do sloshing em tanques
cilindricos é melhor entendida do que para tanques na forma de prisma. Entretanto,
técnicas analiticas para prever sloshing de grande amplitude ainda nao estdo totalmente
desenvolvidas. Tais cargas sdo extremamente importantes no estagio de projeto de
estruturas de suporte e componentes internos dos tanques de veiculos. Para evitar
sloshing catastréficos em veiculos espaciais, as freqliéncias do sistema de controle, as
freqliéncias da estrutura elastica do veiculo, e as frequéncias do sloshing do fluido

devem estar suficientemente separadas.

Os fendmenos de sloshing em tanques retangulares em movimento normalmente podem
ser descritos considerando-se apenas duas dimens@es do fluxo do fluido se a largura do
tanque for muito menor que seu comprimento. O Sloshing em tanques esféricos ou
cilindricos é normalmente descrito nas trés dimensbes do fluxo. Tanques com duas
dimensoes de fluxo sdo divididos em duas classes: baixa e alta profundidade do liquido.
O caso de baixa profundidade é caracterizado pela formacédo de ressaltos hidraulicos e
propagacdo de ondas para periodos de excitacdo ao redor da ressonancia. Para altas
profundidades, geralmente formam-se grandes ondas estaciondrias na faixa de
freqUéncia de ressonancia. Os ressaltos hidraulicos ou propagacdo de ondas, quando
presentes, podem gerar pressdes de impacto extremamente altas nas paredes do tanque.
As pressbes de impactos sdo avaliadas somente experimentalmente e ndo podem ser

estimadas tedrica ou numericamente.

O comportamento dinamico dos liquidos em recipientes em movimento tem sido motivo
de estudo de pesquisadores em diversas areas como, geofisica, sismologia, engenharia

entre outras. Na area espacial, este estudo tem particular importancia devido a sua
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influéncia no comportamento dos veiculos espaciais, tanto para foguetes quanto para

satélites em Orbita da Terra. O fluido faz parte do sistema satélite:

a) na forma de combustivel liquido (hidrazina), seja em satélites ou em estagdes
espaciais, como a ISS com grandes tanques de combustiveis;

b) dissipadores de calor como os heat pipes;

c) dispositivos de controle passivo de atitude como os amortecedores de nutacdo

com liquidos viscosos; e

d) agua para consumo, no caso de astronautas em estacdes espaciais.

A presenca de liquido na estrutura das espaconaves requer cuidadosa analise uma vez
gue seu movimento dissipa energia interna no veiculo além de alterar as propriedades de
inércia e simetria da espaconave. Em alguns casos podem ocorrer problemas de
estabilidade nas espaconaves, associados ao sloshing. Por outro lado, o fendmeno de
dissipacdo interna de energia associada ao sloshing pode ser utilizado para efeitos de
estabilizacdo passiva dos veiculos estabilizados por rotagdo, como é o caso dos
amortecedores de nutacdo. A aprendizagem e uso dos amortecedores de nutacdo
liquido-viscosos decorreram do acidente com o satélite ATS-5 (Application
Technological Satellite) — Satélite de Aplicacdo Cientifica, cuja missdo se perdeu por
causa da dissipagédo interna de energia provocada pelo sistema de refrigeragdo (heat
pipe). O satélite possuia um sistema de controle de nutac&o ativo para evitar desvio do
eixo de spin uma vez que, na fase transitoria, o satélite tinha em sua estrutura um motor
de apogeu que seria descartado apds as manobras orbitais. A presenca desse motor fazia
com que, durante a queima do combustivel, o eixo de rotacdo fosse o de menor
momento de inércia. Esse eixo é sabidamente um eixo instdvel na presenca de
dissipacdo interna de energia (neste caso, causada pela queima do combustivel),
condicgd@o prevista no projeto do subsistema de controle. Porém, como ndo foi prevista
no projeto a dissipacdo interna de energia provocada pelo seu subsistema de dissipacéo

de calor (heat pipe), o subsistema de controle ndo conseguiu manter a atitude
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especificada para esta fase. Nestas circunstancias, o subsistema de dissipacdo de calor
funcionou como um excelente amortecedor de nutacdo, levando o satélite a
configuracdo de flat spin, ou seja, o eixo de spin desviou buscando o eixo estavel de
maior momento de inércia. Quando o motor de apogeu foi ejetado, o eixo antes instavel,
tornou-se o eixo de maior momento de inércia. Novamente a dissipacdo interna de
energia, causada pelo heat pipe, levou o eixo de spin a migrar para o eixo de maior
momento de inércia. Porém o eixo de spin orientou-se na direcdo do zénite e ndo havia
mais combustivel para nova manobra para a reorientacdo correta do eixo de spin.
Perdeu-se, portanto, a missdo (KAPLAN, 1976).

No caso do ATS o subsistema de controle projetado para o satélite ndo conseguiu
efetuar o controle na presenca da dissipacdo causada pelo heat pipe. Na verdade, desde
1958, com a perda do Explorer-1 (primeiro satélite americano) foi constatado que na
presenca do fendmeno de dissipacao interna de energia o eixo de menor momento de
inércia se torna instavel. A licdo aprendida com o ATS-5 é a da utilizagdo de tais
dissipadores para garantir a estabilidade direcional do eixo de spin em caso de
perturbacdes na atitude do veiculo espacial. Recomenda-se que todos os satélites
estabilizados por rotacdo incluam amortecedores de nutacdo. Os amortecedores de
nutacdo liquido-viscosos sdo muito eficientes nesses casos. Trata-se ainda de um

sistema passivo de amortecimento.

Os satélites brasileiros SCDs sdo estabilizados por rotacdo em torno do eixo de maior
momento de inércia e contém eficientes amortecedores de nutacdo liquido-viscosos em
sua estrutura. Os satélites cientificos da familia SACI também continham amortecedores

de nutacdo liquido-viscosos.

Para o Programa Espacial Brasileiro, estudo do sloshing tem indiscutivel relevancia,
uma vez que os satélites normalmente levam combustivel liquido para operacGes de
controle de Orbita e atitude. A compreensdo do impacto do sloshing no movimento de
atitude contribui para o projeto e implementacdo de subsistemas de controle mais

eficientes. Neste sentido, esse trabalho procura dar uma contribuicdo para melhor
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compreensdo do fendbmeno de sloshing em ambiente de micro-gravidade e, dessa forma,
proporcionar um melhor entendimento do impacto do sloshing no movimento de atitude

de satélites artificiais.

Este trabalho tem como objetivos:
a) discutir o comportamento do fluido em ambiente de micro-gravidade;

b) estudar as solugbes usadas para minimizar o problema do sloshing em

veiculos espaciais;

c) estudar as aplicacdes de fluidos favoraveis ao melhor desempenho do controle

de atitude de satélites estabilizados por rotacao (spin);

d) discutir as dificuldades associadas a modelagem e simulacdo de sistemas
contendo liquidos. As equacfes associadas ao movimento de liquidos séo

equac0es a derivadas parciais cuja integracdo € muito complicada;

e) discutir as diversas técnicas de modelagem matematica do problema de

sloshing;

f) estudar os amortecedores de Nutacao e suas aplicagdes para 0 SCD1, SCD2 e
SACIs; e

g) gerar um documento (Dissertacdo) que possa servir de referéncia para suporte
a projeto de futuros satélites no que diz respeito aos subsistemas de controle
de atitude, principalmente na presenca de sloshing.

Utilizou-se dos seguintes meios e recursos para o desenvolvimento deste trabalho:

a) pesquisa bibliografica utilizando os recursos da biblioteca do INPE e artigos

publicados na literatura da area; e

b) uso dos recursos computacionais para simulacdo como MATLAB para o

desenvolvimento das simulagdes.
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O desenvolvimento do trabalho proposto estd fundamentado nas seguintes

metodologias:
a) Modelagem matematica da dindmica do sloshing em um veiculo espacial,
b) Andlise dindmica via simulagdo computacional do modelo matematico.

A dissertacdo estd organizada conforme segue.

No Capitulo 1 ¢é feita uma breve introducdo sobre sloshing onde se procura
contextualizar o trabalho aqui apresentado, bem como, descrever as dificuldades
inerentes as caracteristicas de néo linearidade do sloshing. Esta contida também neste
capitulo a motivacdo para o desenvolvimento do trabalho, bem como os objetivos e 0s

recursos e as metodologias utilizadas.
O Capitulo 2 apresenta a revisao bibliogréafica.
No Capitulo 3 sdo apresentados alguns conceitos sobre o sloshing em contéineres em

movimento em ambiente com gravidade e com microgravidade, bem como,

consideracdes sobre seus modelos mecanico equivalentes.

No Capitulo 4 ¢é apresentada a formulagdo matematica para a cinematica e dindmica de

um satélite levando-se em conta os efeitos do sloshing em ambiente de microgravidade.

No Capitulo 5 sdo apresentadas as simulacdes da modelagem matematica envolvendo

sloshing em ambiente de microgravidade. E feita também a analise dos resultados.

No Capitulo 6 é feita a analise dos resultados e sugestdes para futuros trabalhos.
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2 REVISAO DA LITERATURA

A presenca de liquidos a bordo de satélites artificiais e estacdes espaciais como a ISS,
por exemplo, da origem a problemas dindmicos que afetam significativamente o
movimento de atitude do veiculo espacial. O estudo e o conhecimento prévio das
interacdes entre 0 movimento de atitude de satélites e 0 movimento interno de liquido é

fundamental para o projeto eficiente de um subsistema de controle de atitude.

Problemas encontrados em missdes espaciais durante o inicio da era espacial deixaram
ligdes muito interessantes. Dentre elas uso da interagdo entre 0 movimento rotacional de
veiculos espaciais e o de fluido em seus contéineres para fins de estabilidade. Uma
dessas licOes se refere ao uso de amortecedores de nutagdo viscosos para garantir a
estabilidade direcional de satélites estabilizados por rotagdo. Apresenta-se a seguir uma
revisdo da literatura na area, visando contextualizar esse trabalho no cenéario da
dindmica de atitude de satélites artificiais contendo liquido ou sistemas liquido-viscosos

em sua estrutura.

Stofan e Pavli (1962) apresentam os resultados obtidos em experimento realizado pelo
NASA Lewis Research Center para avaliar a eficacia de amortecimento de sloshing para
um sistema com fluido contido em bolsa de expulséo positiva (positive-expulsion bags)
e diafragmas em tanques esféricos. Esses sdo recursos utilizados para reduzir os efeitos
do sloshing na dinamica do veiculo espacial. Essa investigacdo experimental teve por
objetivo avaliar a eficacia do amortecimento de sloshing das bolsas de expulsdo positiva
e diafragmas em um tanque esférico de 9,5 polegadas de diametro, para aplicacdes
espaciais. Foram usadas no experimento bolsas e diafragmas de borracha butilica, com
espessura variando de 0,010 a 0,020 de polegada nos tanques modelados em um bloco
de lucite montado em rolamentos livre para oscilar em uma plataforma horizontal. O
movimento oscilatério do bloco é fornecido por um motor elétrico que pode impor
amplitudes de 0 a 0,100 de polegada e freqtiéncias de 0 a 5 Hz. Durante o experimento,
0 movimento oscilatério pode ser rapidamente interrompido de modo que as forcas
horizontais residuais resultantes do sloshing do liquido possam ser sentidas por um

medidor de forca montado entre o bloco de lucite e a plataforma. As frequéncias
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variaram de 0 até as freqliéncias naturais dos dois primeiros modos do liquido contido
no tanque. Os testes foram configurados com bolsas com espessuras de 0,015 e 0,020 de
polegadas e diafragmas com espessuras de 0,010, 0,015 e 0,020 de polegadas. Cada
configuracdo foi testada com amplitudes de 0,050 e 0,100 de polegada. A maior parte
dos testes foi feita com uma taxa de profundidade (profundidade do liquido/diametro do
tanque) de 0,50, a fim de se obter forcas de sloshing maximas para uma dada amplitude
de excita¢do. Contudo, também foram feitos teste com taxa de profundidade de 0,25. As
forcas maximas de sloshing, usando-se as configuraces com bolsa e diafragma,
ocorreram na frequiéncia natural do primeiro modo e foram aproximadamente de 50% a
60% menores do que as forcas com o liquido sem restricdo, ou seja, liquido em tanques
sem bolsas e diafragmas. Dentro do intervalo das variaveis examinadas, a eficicia de
supressdo do sloshing das configuracdes com bolsa e diafragma foi essencialmente
similar e pareceu ter sido afetada somente pela espessura da bolsa ou diafragma.
Quando a espessura do material foi aumentada, as forcas de sloshing tenderam a
diminuir, e a freqiiéncia natural do primeiro modo tendeu a aumentar. O experimento
mostrou também que o aumento da espessura da bolsa ou diafragma aumenta a taxa de

amortecimento.

Sumner (1963) apresenta os resultados de uma investigagdo experimental para
determinar as frequéncias modais naturais e as forcas de sloshing resultantes da
oscilacdo de liquidos em trés tanques toroidais orientados horizontalmente conforme
ilustrado na Figura 2.1, os trés tanques com os raios r (raio da secdo transversal) iguais
(2,5 polegadas) e os raios R variaveis (3,75, 6.25 e 9,75 polegadas). A amplitude de
excitacdo foi mantida constante, e a variacdo da frequéncia de excitacdo foi feita de
modo a envolver as frequéncias do primeiro e do segundo modo dos liquidos contidos
nos tanques dentro de um intervalo de taxas de profundidade do liquido. Os trés tanques
toroidais foram construidos em um bloco de lucite montado em rolamentos livre para
oscilar em uma plataforma horizontal. O movimento senoidal do tanque foi produzido
por um mecanismo (slider-crank) controlado através de um sistema transmissdo de
velocidade acionado por um motor elétrico. A amplitude de excitacdo foi mantida
constante em 0,050 de polegada, e a freqiiéncia de excitacdo foi variada de 0 a 5 Hz.

Durante o experimento, 0 movimento oscilatério pode ser rapidamente interrompido de
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modo que as forcas horizontais residuais resultantes do sloshing do liquido pudessem

ser sentidas por um medidor de forca montado entre o bloco de lucite e a plataforma.

R

Tanque ripol) | R ipol}
2.5 3,75
25 5,25
2.5 375

B

Figura 2.1 llustracdo esquematica de uma onda de sloshing

Inicialmente foram usados agua e mercurio como liquidos contidos nos tanques de
modo a cobrir um faixa de densidades e forcas de sloshing para a dada amplitude de
excitacdo. Estes dois liquidos foram escolhidos por terem uma grande diferenca de
densidade e valores quase iguais de viscosidade absoluta. O tetrabrometo de acetileno
(TBE) também foi usado como contetdo liquido nos tanques para determinar 0 maximo
das forgas do sloshing dos primeiro e segundo modos na faixa de taxas de profundidade
de liquido. O tanque e o liquido nele contido foram submetidos a um movimento
oscilatério com amplitude de 0,050 de polegada e uma freqliéncia pré-selecionada até
ser obtida a maxima altura de onda; entdo o movimento foi rapidamente interrompido, e
as forcas do sloshing residual foram registradas. Os testes iniciais com agua, mercurio e
TBE foram feitos para uma taxa de profundidade de liquido de 0,50. Posteriormente 0s
testes foram feitos com TBE cobrindo uma faixa de taxas de profundidade de liquido de
0,1a0,95.

Sumner concluiu que:

a) as freqUéncias naturais dos primeiro e segundo modo diminuem com um
decréscimo na taxa de profundidade de 0,5 do liquido e um aumento do raio R

do tanque;

b) as forcas de sloshing aumentam para os valores de pico quando a fregiiéncia
de excitagdo aproximam-se das freqiiéncias naturais dos primeiro e segundo

modos e entdo decrescem com aumentos adicionais na frequéncia;
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¢) ndo ha uma tendéncia consistente das forcas de sloshing do primeiro modo

com o aumento do raio R para uma taxa de profundidade de liquido constante;

d) as forcas maximas de sloshing associadas ao primeiro modo aumentam com
um aumento do raio r do tanque (dentro da faixa investigada) e ocorre para

taxas de profundidade de liquido progressivamente mais altas;

e) as forcas maxima de sloshing do segundo modo aumentam e tornam-se
significativamente maiores do que aquelas do primeiro modo a medida que o

raio R aumentou;

f) as forcas maximas de sloshing do segundo modo sempre ocorrem para uma
taxa de profundidade de liquido de 0,5 e variam entre 5,4 e 8,7% da altura

aparente do liquido contido no tanque (tetrabrometo de acetileno);

g) as forcas de sloshing séo diretamente proporcionais a densidade do liquido de

mesma viscosidade absoluta; e

h) as taxas de amortecimento associadas as forcas dos primeiro e segundo modos
sdo aproximadamente do mesmo valor, sdo independentes da configuracdo do
tanque, e tendem alcancar o valor minimo para as taxas de profundidade de

liquido onde as forcas de sloshing alcangam um valor maximo.

Stofan e Sumner (1963) apresentam os resultados de uma investigacdo experimental
para avaliar a eficacia do amortecimento de sloshing das bolsas de expulsdo positiva
(positive-expulsion bags) e diafragmas em tanques esféricos de 9,5 a 32 polegadas de
didametro. Neste experimento sdo usados tanques esféricos de 20,5 e 32 polegadas de
didametro, uma vez que o tanque de 9,5 polegadas de didmetro j& fora usado no
experimento de Stofan e Pavli (1962) com o mesmo objetivo. Os tanques sdo montados
em uma plataforma de teste livre para oscilar no plano horizontal. Um sistema de pistao
hidraulico fornece a forca de controle. As amplitudes e frequéncias podem variar
continuamente de 0 a 1 polegada e de 0 a 20 Hz, respectivamente. E usada uma forma
de onda senoidal para a excitagdo. Os circuitos de controle hidraulico e elétrico séo

projetados para que o movimento oscilatorio possa ser instantaneamente interrompido
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no ponto de méaxima aceleracdo e velocidade zero. As forcas horizontais sdo sentidas
por uma célula de carga horizontal e registradas por um oscilégrafo. E usado como
liquido o tetrabrometo de acetileno, com densidade especifica de 2,96 para aumentar o
potencial de precisdo dos dados. Bolsas e diafragmas de borracha butilica, com
espessura variando de 0,010 a 0,040 de polegada séo instaladas no interior dos tanques
esféricos. Para cada bolsa e diafragma, o tanque é submetido a um movimento
oscilatério com amplitude e freqiiéncia pré-selecionadas, 0 movimento € entdo
instantaneamente interrompido, e as forcas horizontais de sloshing residuais sdo
registradas. Os resultados registrados mostram que amplitude varia de 0 a 0,60 de
polegada e a frequéncia varia desde zero passando pelas freqtiéncias dos dois primeiros
modos do liquido contido no tanque para sloshing sem restricdo. Todos os testes foram

conduzidos com uma taxa de profundidade de liquido de 0,50.

Seguem abaixo alguns dos resultados obtidos:

a) a forca parametrizada, F./pgd®, onde F é a forga de sloching parametrizada,
p a densidade do liquido, g a aceleracdo da gravidade e d o didmetro do
tanque, aumenta quando a frequiéncia de oscilagdo parametrizada, a/ JR/g,

onde « é a frequéncia, R o raio do tanque e g a aceleragdo da gravidade,
aumenta para um valor de pico préximo ao do primeiro modo para sloshing
nédo restrito, obtidos em tanques sem bolsas e diafragmas, e entdo decresce
com o aumento da freqiéncia. Para os valores maiores de amplitude de
excitacdo, existe uma pequena diferenca nos valores de pico da forca

parametrizada entre os tanques de 20,5 e 32 polegadas de diametro;

b) a taxa de amortecimento é essencialmente independente da amplitude de
excitacdo para o tanque de 32 polegadas de diametro. A taxa de

amortecimento decresce quando o didmetro do tanque cresce;

¢) quando a espessura do diafragma cresce, a forca de sloshing parametrizada
decresce e as forcas de pico ocorrem no maior valor da frequéncia de

oscilacdo parametrizada. Existe uma pequena diferenca na magnitude da forca
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de sloshing parametrizada entre os tanques de 20,5 e 32 polegadas de

didmetro; e

d) quando a espessura do diafragma aumenta, a taxa de amortecimento aumenta.
A frequéncia de oscilagdo parametrizada essencialmente ndo afeta a taxa de
amortecimento para o tanque de 20,5 polegadas de diametro. Ha algum efeito
da frequéncia de oscilacdo na taxa de amortecimento para o tanque de 32

polegadas de diametro.

Alper (1965) apresenta uma andlise de um amortecedor passivo pendular projetado para
reduzir oscilagcdo conica (wobble) ou precessdo livre do eixo de rotacdo de um corpo
assimétrico girante. Observe que nao ha unanimidade no uso da terminologia para o que
a maior parte dos especialistas em dindmica de atitude chama de nutagdo. Este
fendbmeno é frequentemente chamado de precessdo, movimento de cone e wobble
motion que pode ser traduzido para Portugués como movimento de bambolear.
Voltando ao trabalho de Alper, o amortecedor por ele estudado é um péndulo com uma
massa concentrada ao final de uma haste rigida e delgada. Um material viscoelastico
prové no ponto de articulacdo do péndulo, pivd, duas caracteristicas, 0 de uma mola
torcional omnidirecional (em todas as direcGes) e um amortecedor viscoso. O péndulo
esta localizado no corpo paralelo a direcdo desejada do eixo de rotacdo. A vantagem de
um amortecedor viscoelastico como um dissipador de energia sobre outros tipos de
amortecedores mecanicos passivos é o fato de que ele ndo cessa sua funcdo para angulos
pequenos de oscilacdo em nutacdo devido ao atrito de Coulomb. Posicionando o
péndulo paralelo a localizacdo desejada do eixo de rotacdo e incorporando uma mola no
seu pivo, é possivel sintonizar a frequéncia do amortecedor a frequéncia de precessao,
melhorando a eficacia do amortecedor. Um péndulo paralelo ao plano dos eixos
transversais do veiculo tera uma freqiiéncia de ressonancia igual ou maior que a taxa de
rotacdo, dependendo da localizacdo do seu piv6. N&o é possivel sintonizar esta

configuracdo para a freqiiéncia de precessao.
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Alper considera o problema do movimento esférico do péndulo, e analisa o caso geral
de um corpo girante assimétrico. Em seguida ele apresenta um exemplo numérico para

ilustrar a eficiéncia deste tipo de amortecedor passivo para certas aplicagdes.

Finalmente conclui que a taxa de amortecimento do angulo de nutacéo é exponencial e
pode ser simplesmente expressa em termos da metade do angulo de oscilacdo inicial do

cone, das constantes fisicas do satélite e das propriedades do amortecedor.

Silverman e Abramson (1966) apresentam um estudo referente ao comportamento de
sloshing de liquidos em contéineres rigidos de diversos formatos. Eles comecam com
uma introducdo tedrica assumindo algumas simplificagBes, uma vez que uma solucéo
“exata” para o problema de oscilagbes de fluidos em contéineres em movimento €

extremamente dificil. Tais simplificaces sdo:
a) tanque rigido;
b) fluido ndo viscoso;
c) fluido incompressivel,

d) pequenos deslocamentos, velocidades, e inclinagcdes da superficie livre do

liquido;
e) campo de fluxo ndo-rotacional;
f) fluido homogéneo; e
g) sem escoamento ou fonte, ou seja, volume do liquido constante.

Na seqliéncia, Silverman e Abramson apresentam um estudo para tanques retangulares.
A partir da escolha apropriada de um sistema de referéncias ortogonal xyz, eles
analisam o efeito de um movimento horizontal ao longo do eixo X, “pitching” sobre o
eixo y e “yawing” sobre o eixo z. Continuam com o estudo de tanques cilindricos

circulares, dando a este caso maior importancia devido a sua relagdo com a maioria dos
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veiculos langadores. Apresentam ainda, estudos sobre tanques esféricos, toroidais e

esferoidais oblatos.

Dodge e Garza (1967) apresentam andlises e comparagdes experimentais para sloshing
de liquidos em um tanque cilindrico rigido sob condi¢Ges de aceleragdes axiais
moderadamente pequenas. Os resultados analiticos sdo postos na forma de um modelo
mecanico equivalente, mostrando que a massa em sloshing e a freqliéncia natural do
primeiro modo, para um liquido que tenha um angulo de contato de zero grau em
relacdo as paredes do tanque, sdo menores que para as condi¢cdes de alta gravidade. Os
dados experimentais, obtidos para tanques de diversos didmetros pequenos e trés
liquidos diferentes, sdo comparados aos previstos pelo modelo matematico. Na maioria
dos casos, foi encontrada uma boa correlagdo para as forcas de sloshing e freqiiéncias
naturais em funcdo do nimero de Bond. No Apéndice B sdo apresentados sobre este

artigo.

Alfriend (1973) faz uma analise de um amortecedor de nutagdo em forma de anel
parcialmente preenchido com liquido viscoso para satélites estabilizados por rotacao.
Ele modela o liquido como um bloco rigido, tarugo (slug), de comprimento finito
movendo-se em um tubo sob o efeito de uma forca de atrito viscosa linear. Mostra que
h& dois modos de movimentos distintos, chamados de modo sincrono com o giro (spin)
e modo sincrono com a nutacdo. As constantes de tempo para cada modo sdo obtidas
para satélites simétricos e assimeétricos. Analisa também o efeito de um pequeno desvio
(offset) do eixo do anel em relacdo ao eixo de rotacdo (spin). O offset do eixo do anel
aumenta a eficiéncia do amortecedor de nutacdo. Os estudos dos trabalhos de Alfriend

dentre outros, serviram para nortear os estudos do amortecedor de nutagdo para o SCD1.

Sayar e Baumgarten (1982) apresentam uma analise linear e ndo linear dos
Amortecedores de Sloshing. Neste artigo, os autores consideram uma estrutura vibrando
acoplada com um recipiente parcialmente preenchido com fluido em um modo de
vibracdo livre. Para simplificar a analise matematica eles usam um modelo de um
péndulo para reproduzir o movimento do fluido e um amortecedor massa-mola

amortecido, representando a vibracdo da estrutura. As equacfes do movimento séo
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obtidas pelo método de Lagrange e expressas na forma paramétrica. Os autores
verificam excelente conformidade entre os prognésticos tedricos e as observacoes
experimentais. Concluem finalmente que para uma apropriada selecdo de parametros de
projeto, recipientes parcialmente preenchidos com fluidos viscosos servem como bons

amortecedores de vibracao.

Hinada e Inatani (1984) apresentam estudo de varios tipos de amortecedores de nutacdo
passivos para satélites estabilizados por rotacdo e discutem o desempenho de um
amortecedor anular parcialmente preenchido com fluido. Os autores representam o
fluido dentro do anel por tarugo rigido, obtendo formulas simples para as caracteristicas
do amortecedor. Realizam também um estudo experimental sobre o comportamento do
fluido movimentando-se em um amortecedor anular, para discutir os efeitos da tenséo
superficial. Analisam os casos do alcool e mercurio, utilizados como fluido no

amortecedor de nutacéo.

Fonseca (1986) em seus trabalhos no grupo AMNUT que desenvolveu o amortecedor de
nutacdo para o SCD1, apresenta a partir da formulacdo lagrangiana as equacdes do
movimento de um Amortecedor de Nutagcdo constituido por um Anel Parcialmente
Preenchido com liquido viscoso. Sua abordagem foi assumir que o fluido comporta-se
como um tarugo rigido, seguindo Alfriend e Hinada. Uma vez que o fluido ocupa um
angulo relativamente grande do anel, o tarugo foi modelado como um bloco rigido de
comprimento finito. As equacdes do movimento foram obtidas e comparadas com as
equac0es simplificadas de outros trabalhos, utilizadas como ponto de partida no projeto
do amortecedor de nutagdo do SCD-1. Os angulos de nutacdo sdao em geral pequenos a
menos que ndo se tenha controle de seu aumento. O cone formado pelo angulo de
nutacdo pode ser amortecido por amortecedores de nutacdo de forma passiva. Diversas
técnicas estdo disponiveis para prover a dissipacdo de energia para amortecer a nutacao

de satélites girantes. Tais técnicas incluem:
a) recipientes com fluido com ou sem massas moveis;

b) recipientes com fluido com massas maveis interligadas com mola;
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c) amortecedores de impacto;

d) amortecedores de histerese magnética; e

e) amortecedores de corrente circular (eddy) magnética.
Baseados nestas técnicas existem quatro tipos comuns de amortecedores:

a) amortecedor massa-mola amortecido;

b) amortecedor pendular;

¢) amortecedor com esferas em tubo; e

d) amortecedor com fluido em tubo.

As duas primeiras técnicas sdo baseadas no principio que o movimento relativo da
massa fluida dentro do recipiente, resultando na dissipacdo de energia por atrito. O
amortecedor com fluido em um tubo em forma de anel foi escolhido para os satélites
brasileiros SCD-1, SCD-2, SCD-2A, SACI-1 e SACI-2.

Existem na literatura diversos trabalhos sobre amortecedores de nutacdo em forma de

anel, parcialmente preenchido com fluido viscoso.

Fonseca e Souza (1990) tratam da modelagem matematica e da validacdo experimental
do comportamento dindmico de um amortecedor de nutacdo do tipo anular viscoso
parcialmente cheio de 6leo de silicone. A formulacdo lagrangiana € utilizada para a
deducéo das equacbes do movimento. A validagdo experimental é feita em uma mesa de
mancal esférico aerostatico (ver Figura 2.2). A comparacao entre os resultados teéricos
e experimentais validaram o modelo mateméatico e o programa computacional

desenvolvido para as simula¢des da dinamica.
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Figura 2.2 Mesa de mancal esférico aerostatico

Dodge (2000) apresenta uma atualizagdo do documento de autoria de Dr. Norm
Abramson do SwRI’s Department of Mechanical Sciences, Dr. Douglas Michel da
NASA-OAST, Dr. George Brooks da NASA-Langley, e Dr. Helmut Bauer da Georgia
Tech, publicado em 1966 como NASA SP-106 “The Dynamic Behavior of Liquids in
Moving Containers”. Este documento tornou-se através dos anos uma referéncia no
estudo do comportamento dos liquidos e ainda hoje em dia existe uma grande demanda

de copias deste trabalho.

Dodge concluiu ser necesséaria uma revisdo no documento NASA SP-106 tendo em vista
que: (a) nem sempre, neste documento, as informagdes sdo apresentadas de uma forma
de facil entendimento; (b) muitos dos resultados numéricos sdo apresentados como
gréficos e tabelas decorrentes de métodos analiticos aproximados devido aos poucos
recursos computacionais dos anos 60; (c) hoje estes resultados estdo disponiveis de um
modo mais preciso; e (d) o continuo avan¢co no estudo do sloshing e da tecnologia
associada, sobre tudo no que se refere a mecanica e gerenciamento dos fluidos sob baixa

gravidade.
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Nem todos os assuntos abordados no documento SP-106 foram incluidos na reviséo de
Dodge, alguns por terem sido tratados marginalmente, outros por serem muito
especializados ou por ndo parecerem tdo importantes hoje como foram em 1966. Esta
revisdo foca principalmente os seguintes capitulos do documento SP-106: Capitulo 2 —
Sloshing Lateral em Contéineres em Movimento, Capitulo 3 — Efeitos N&o-lineares em
Sloshing Lateral, Capitulo 4 — Amortecimento Dos Movimentos do Liquido e do
Sloshing Lateral, Capitulo 6 — Representacdo Analitica do Sloshing Lateral por Modelos
Matematicos Equivalentes, Capitulo 7 — Estabilidade e Controle do Veiculo (mas
extremamente condensado) e Capitulo 11 — Comportamento do Propelente Liquido para
Baixo e G Zero (incrementado com grande quantidade de novas matérias sobre
dispositivos de gerenciamento de sloshing e propelentes). Além disso, um novo capitulo
foi incluido, Movimentos do Liquido em Tanques Girantes, devido & importancia deste
assunto na estabilidade de uma espagonave. Todos 0s capitulos na revisdo feita por
Dodge sdo extensos e contém uma abordagem matematica bastante complexa. Os

assuntos de interesse retirados desta publicagdo estdo detalhados no Apéndice A.

Ibrahim (2005) no capitulo 12 de seu livro discute a dindmica do sloshing em
microgravidade. Ele apresenta importantes topicos referentes a fisica dos fluidos em
microgravidade como: a mecanica de uma superficie livre do liquido sob
microgravidade; a estabilidade estatica e dindmica da superficie livre do liquido; linha
de contato; e angulos de contata entre outros. Estes tdpicos estdo detalhados no
Apéndice B.
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3 CONCEITOS SOBRE O COMPORTAMENTO DOS LIQUIDOS

Este capitulo apresenta alguns conceitos sobre o sloshing em contéineres em movimento
em ambiente com gravidade e microgravidade, bem como, consideracGes sobre seus

modelos mecanico equivalentes.

3.1.Sloshing em ambiente com gravidade

O sloshing é caracterizado por uma onda estacionaria formada na superficie do liquido
guando um tanque parcialmente cheio oscila como mostrado na Figura 3.1. O
movimento da onda tem uma freqtiéncia natural que depende da forma do tanque e da

aceleracdo da gravidade ou da aceleracgéo axial do tanque.

Onda de
oscilagao |\

Superficie
livre

<>
Oscilagao do tanque

Figura 3.1 llustracdo esquematica de uma onda de sloshing
Fonte: Adaptada de Dodge (2000).

O principal efeito dindmico do sloshing em um tanque é a oscilagdo do centro de massa
do liquido que pode ser representado por um modelo mecanico equivalente. Dodge
(2000) apresenta dois modelos ilustrados na Figura 3.2. Em um dos modelos a oscilagdo
do centro de massa do liquido é representada por um péndulo, e no outro, por um
sistema massa-mola. Ambos os modelos fornecem as mesmas forgas e torques. A
vantagem do modelo pendular sobre o modelo massa-mola é que no modelo pendular a
frequiéncia natural, (g/L)*°, varia com a aceleracéo g exatamente como a freqiiéncia de
sloshing do liquido, enquanto que, no modelo massa-mola a constante k da mola tem
que ser alterada quando ha uma mudanca em g. A massa-mola é colocada na mesma

altura da massa do péndulo, a massa é fixada na parede o tanque através de uma mola
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com uma constante elastica k=mg/L que fornece a mesma freqiéncia natural do

péndulo.

Superficie livre

. R

il 1
(N = K EK
M@ -t —W-O-W—
M
() M)
O/ O/
Péndulo Massa-Mola

Figura 3.2 Modelos mecénicos equivalentes do sloshing
Fonte: Adaptada de Dodge (2000).

Na Figura 3.1 pode-se observar que a onda de slosh tem um pico e um vale. Neste caso
a onda é chamada de onda fundamental e tem a frequéncia natural mais baixa, esta
frequéncia é também chamada de modo 1 ou modo fundamental. Podem ocorrer ainda
ondas com dois ou mais picos ou vales o que indica freqliéncias naturais maiores,
também chamadas de modos de ordem superior. Estas ondas de maior ordem podem ser
representadas na Figura 3.2 pela incorporacdo de um péndulo ou massa-mola adicional
correspondente a cada modo que se quer considerar. Geralmente, os modos de ordem
superior sdo de pouco interesse uma vez que a magnitude do péndulo ou massa-mola
para esses modos sao muito menores comparados ao modo fundamental. Ha de se levar
em conta que, para tanques sem simetria radial, ha um modo fundamental para cada um
dos eixos principais e pode ser necessario considerar um péndulo ou massa-mola para

cada um dos modos, principalmente se seus valores forem comparaveis.

Dodge (2000) apresenta uma abordagem matematica para o sloshing, em um tanque
rigido contendo um liquido ideal sem viscosidade. Nesta abordagem, que é detalhada no
Apéndice A, € adotado o sistema de coordenadas X, Y, z fixo ao tanque, e o sistema de

coordenadas inercial X, Y, Z como mostrado na Fig. 3.3. Considerando o tanque sem
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excitacdo (estaciondrio), chega-se & seguinte expressdo que é uma solucdo para as
frequéncias naturais w (DODGE, 2000):

o = 7(2n 4)(%) tanh[ﬂ(Zn 4)(2)} (3.1)

(a/2. b/2, h/2)

---------------- J
”
#
o
’

Superficie -
livre principal

Figura 3.3 Sistema de coordenadas para a obtengéo das equa¢fes do slosh
Fonte: Adaptada de Dodge (2000).

onde o indice n indica que w depende do nimero do modo n. A freqgliéncia diminui a
medida que a profundidade h diminui ou a largura a do tanque aumenta. O modo n=1

tem a mais baixa de todas as freqliéncias naturais.

A Figura 3.4 mostra 0 esboco dos trés primeiros modos e o deslocamento relativo do
centro de massa do liquido para cada modo para esta solu¢do. O deslocamento do c.m.
para 0 modo fundamental n=1 é substancialmente maior que 0s outros modos para a
mesma amplitude maxima da onda. Uma vez que a oscilacdo do c.m. é a fonte das
forcas e torques induzidos pelo slosh, a onda para n=1 produz muito mais forca e torque

do que qualquer outro modo.
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$ $
— |L_ — |L_ —
desviodo cm desviodo cm desviodo c.m.
modo n=1 modo n=2 modo n=3

Figura 3.4 Forma de onda do Slosh para os trés primeiros modos assimétricos em x de um
tanque retangular.
Fonte: Adaptada de Dodge (2000).

Uma segunda solugdo possivel que corresponde aos modos de slosh simétricos e cujas

freqliéncias naturais sdo mais elevadas é dada pela relagdo (DODGE, 2000):

w? = Zmz[gj tanh{Zzzm[ﬂﬂ (3.2)
a a

A Figura 3.5 mostra as primeiras formas de onda simétricas que, como se pode
observar, ndo provocam deslocamento de c.m. do liquido para qualquer um destes

modos, ndo produzindo assim forgas ou torques laterais.

JA A NAN
7o B ElvanvZan Il AvAvATA
¢ ¢ ¢

modo m=1 modo m=2 modo m=3

Figura 3.5 Formas de onda de Slosh para os trés primeiros modos simétricos em x para um
tanque retangular.
Fonte: Adaptada de Dodge (2000).
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3.2.Sloshing em ambiente com microgravidade

O efeito do potencial gravitacional regular sobre a massa de um liquido é de
estabilizacéo, levando seu volume para o fundo do seu contéiner. Quando a forca sobre
o liquido diminui, seu volume assume qualquer posicdo dentro de seu contéiner de uma
maneira imprevisivel. Assim os problemas da dindmica do sloshing do liquido sob
microgravidade s&o diferentes daqueles encontrados sob um campo gravitacional
regular. Sob microgravidade as forcas de tensdo superficial comecam predominar em
detrimento da forca gravitacional. A razdo entre a forca gravitacional e a forca de

capilaridade é chamada de nimero de Bond e é dado pela expressdo (IBRAHIM, 2005):

_ poR?

N. =
B0 = (3.3)

onde, o é tensdo superficial, p a densidade do liquido, g a aceleracdo da gravidade e R
o raio da superficie livre.

Para valores de N, >>1, a forca gravitacional predomina, e para N, <<1, a forca de

tensdo superficial predomina e a superficie livre do fluido sobe nas paredes do

contéiner.

O estudo do comportamento do liquido em microgravidade envolve a mecénica e a
termodindmica dos sistemas capilares. No Apéndice B é apresentada uma abordagem
teorica para a dindmica de sloshing em microgravidade baseada em Ibrahim (2005) que
inclui a mecéanica de uma superficie liquida livre sob microgravidade; a estabilidade da

estatica e dindmica da superficie liquida livre; a linha de contato, e &ngulo de contato.

3.3.Modelo Mecéanico para Sloshing em ambiente com gravidade

A conveniéncia de trocar o liquido por um modelo mecénico equivalente é devida ao
fato de que as equacBes de movimento de massas pontuais oscilatorias e de corpos
rigidos serem incluidas mais facilmente na analise do que as equagdes dinamicas do
fluido.
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O liquido que ocupa completamente um contéiner fechado pode ser substituido
dinamicamente por um corpo rigido equivalente, porém, se a superficie do liquido é
livre para mover-se, o sloshing resultante tem uma ou mais freqiiéncias naturais,
impedindo que o modelo mecénico equivalente seja um corpo rigido. O modelo

mecanico pra o sloshing deve conter massas livre para oscilar.

O modelo apresentado por Dodge (2000) ¢ mostrado na Figura 3.6 e a deducdo das
equacdes do modelo bem como a deducéo analitica de seus parametros sdo apresentadas
no Apéndice A.

£2 X2

5 2
T — WA Mo — A
H A
J’ H i}

Y
| . D—%
Hyp
l mg Iy
2a

Figura 3.6 Esquematico do modelo mecénico equivalente para sloshing
Fonte: Adaptada de Dodge (2000).
A primeira relacdo para se determinar k e m é dada por (DODGE, 2000):
k,/m, = @’ (3.4)

onde ax, é a freqliéncia natural de slosh do modo n.

O célculo de m, é dado por (DODGE, 2000):

—_— { a tanh[(2n—1;)7z£1/a]} (35)
h  (2n-1)°x
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As frequéncias naturais do slosh sdo dadas pela solucdo da equacdo 3.1, reproduzida a
sequir (DODGE, 2000):

? =m(2n —1)(%] tanh{fz(Zn —1)(2)}

E, conseqlientemente, as constantes elasticas do modelo devem ser escolhidas como
(DODGE, 2000):

K —m 8gtanh[(Zn—l)ﬂh/A] (3.6)
"M h (2n-1)%72° '

3.4.Modelo Mecanico Sloshing em ambiente com microgravidade

Dodge e Garza (1967) propdem um modelo para um tanque cilindrico de raio R em
microgravidade (10 < Ng, < 100) que é mostrado na Figura 3.7. Neste modelo, que é
similar ao modelo para alta gravidade, deve ser incluido um oscilador massa-mola para
cada um dos modos do slosh. Os parametros do modelo (mg, m,, hg, hyk,) séo
calculados para igualarem-se as forgas e momentos reais com as forgas e momentos
causados pelo modelo para uma mesma excitacdao. Estes calculos estdo detalhados no

Apéndice B.

= b K e BT km
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Figura 3.7 Esquematico do modelo mecénico equivalente
Fonte: Adaptada de Dodge e Garza (1967).
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A Figura 3.8 mostra a massa do sloshing fundamento m; e a constante elastica
fundamental ki, em funcéo do nimero de Bond (DODGE; GARZA, 1967). Em todos os
casos, a quantidade de liquido que participa no movimento de sloshing é menor que
para Ng, = co. De fato, para Ng, = 10, a massa de sloshing é cerca de 10% menor do que
para o caso de gravidade alta. Para o segundo modo e os modos mais altos, quantidade
de liquido que participa no movimento de sloshing é muito pequena.

0.48 T T GEE | T ; PR | I T
o —0.80 [&°
o o on
a : Tp"ﬂ" *0.455 for Ngo* | i
hoEAL i ! -10.78 ©
y i ! — .
3 oml|- - s
F— on
- - | —H0.76 £
4] A o
2 owl N oo . 5
= = 0.837 for Ngo*® @
By R OBT o Nggre |
= =
5 i c
= 2
0.40 : 9 P
| | | | d| | | | 1 | 934
0 20 40 80 100

. Bond hiu mber, Ngo

Figura 3.8 Massa e constante elastica do slosh fundamental

Fonte: Adaptada de Dodge e Garza (1967).
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4 FORMULACAO DO PROBLEMA

Este Capitulo apresenta a formulacdo e a simulacdo do problema proposto neste

trabalho bem como a anélise dos resultados.

O modelo fisico do satélite é mostrado na Figura 4.1 bem como os sistemas de
referencias utilizados para escrever as equacfes da dinamica do satélite. O modelo

fisico inclui um recipiente cilindrico parcialmente preenchido com liquido conforme

mostrado na Fig. 4.1.

nZez v
Y
,’ - "Rs.\
[ )
[ -1
1 i 1
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| M X .
7 1
I i
1 I
o 7 | i
P R I §
7 1 I \ X
7 1 1 \
/ P \\ CM: Centro de Massa do
,’ [ /‘ \ Satélite
v S Y ¢m: Centro de Massa do
Liquido

Figura 4.1 Modelo Fisico do Satélite

Para o cilindro contendo liquido utiliza-se 0 modelo proposto por Dodge e Garza
(1967), onde o liquido é modelado por um conjunto de massa-mola associado a cada

modo de oscilacdo de sloshing, esquematicamente representado pela Fig. 3.7.

4.1.Modelo Matematico

Neste trabalho, dada a complexidade das equac¢bGes do movimento, apenas 0 primeiro
modo de vibracdo € considerado na modelagem matematica. A Figura 4.2 ilustra o
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modelo mecanico equivalente para 0 modo 1, do tanque de liquido embarcado no
satélite. Na Figura estdo indicados o centro de massa do satélite, C.M. e o centro de

massa do liquido, c.m..

Z_ez

om

Figura 4.2 Modelo mecénico equivalente para 0 modo 1

Dodge e Garza (1967) apresentam um grafico na Fig. 3.8 de onde se pode calcular a
massa do sloshing fundamental m; e a constante elastica fundamental k;, para um dado

valor do niimero de Bond.

4.2.Equacg6es do movimento

As equacbes do movimento do satélite sdo obtidas através a formulacdo lagrangiana
para quase-coordenadas e para coordenadas generalizadas (MEIROVITCH, 1970). A
formulagdo lagrangiana para quase-coordenadas permite a obtencdo das EquacOes
Modificadas de Euler, contendo os termos de acoplamento do sistema mecanico
equivalente. A formulacédo lagrangiana para coordenadas generalizadas ¢ utilizada para

a modelagem matematica do sistema mecanico equivalente. A abordagem lagrangiana
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parte da definicdo da posicdo de uma massa elementar no corpo ou da posi¢cdo de uma
massa concentrada. A partir da posicdo € escrita a expressao da velocidade e da energia
cinética associada a cada parte do sistema. A energia potencial também é determinada e
com as energias cinética e potencial define-se a funcdo lagrangiana L. Uma vez obtida a

funcdo lagrangiana pode-se utilizar a férmula de Lagrange para coordenadas

d( oL oL
a(a—q]-a—q—q

onde L é a fungdo lagrangiana, q; representa cada uma das coordenadas generalizadas do

generalizadas:

problema e Q; as forcas externas associadas a cada uma dessas coordenadas. A equacao
de Lagrange para quase-coordenadas pode ser escrita na forma que se segue quando a
energia potencial independe do tempo. Quando nenhum potencial é considerado L se

resume na Energia Cinética T.
O P GV
dt\ ow Ow
onde arepresenta o vetor velocidade angular e N é o vetor torque externo associado ao

problema.

O lagranginano é dado por L= T — V, onde T é a Energia Cinética do sistema e V a

Energia Potencial.

A Fig. 4.5 mostra uma ilustragdo tri-dimensional do modelo massa-mola do primeiro

modo (modo fundamental) do sloshing do liquido.
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Figura 4.3 llustracéo tri-dimensional

A Energia Cinética do liquido, aproximado por um sistema massa-mola equivalente
pode ser obtida a partir do vetor posicdo da massa m em relacdo ao CM do satélite, dado

por:
F=xi —Z,] (4.1)
e que:
\7:l’;+67)><F:()'(—Zla)y)iA+(Xa)Z + a)x)]—xa)ylz (4.2)
Da Equacéo 4.2 obtém-se que:
V2=V = (X=Zm, f +(x@, + Zo, } + X’ (4.3)
que pode ser escrita como:
v: =X+ Xz(a)y2 + w2)+ Zf(a)2 + a)f )— 2XZ,0, + 2XZ,0,0, (4.4)

A energia cinética do liquido é dada por:

=Moo 2207 of )220, 1 2200] 49)

Também da Fig. 4.5 pode-se escrever que a Energia Potencial da mola é dada por:

2
V, =1(ﬁx2+ﬁx2j=kl—x (4.6)
AR 2
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A energia cinética do satélite é dada por:
T, = 1(Aw? + Ba? + Co?) 4.7
s=5 o, +Bw, +Cao, 4.7

onde, A, B e C sdo 0s momentos principais de inércia do satélite.

Assim, a energia cinética total pode ser escrita como:
T= %(Aa)f + Ba)i + Ca)zz)+ %[XZ + xz(a)f + w2)+ le(a)z + a)j)— 2%Z,0, + 2XZla)xa)Z] (4.8)

e a energia potencial total como:

2 2
V=V, +V, =0+ klg - klé‘ (4.9)

Considerando a equacéo de Lagrange para quase-coordenadas dada por:

{% (%j} + [5)]{%} ={N} (4.10)

onde:
di o oL
t\ o A
; ) “ 0 -0 o O, N,
Sl Gl o ol {2t Loy
dt\ dw dt| dm, 0 ow o, N
oL B o :
dt| o, 0w,
e a equacdao de Lagrange para a coordenada generalizada x
d(oL) oL
Bl el P 4.11
dt(&)‘(j OX R (4-11)

onde:

L=T-V =%(Aa)xz + Ba)j +wa)+%[)’(2 +X2(a)y2 +a)22)+ le(a)x2 +a)§)—

2
k,x

2X2,0, + 2XZ,0,0, |~

Assim, pode-se escrever que:
o 1

P E(ZAwX)+%[ZZfa)X +2XZla)Z] = Ao, +MmZl o +MZXo,
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oL

v = Ew, — DXo, (4.12)
a))(
onde, D=-mZ, e E=A+mZ/
%[;—L] = Ed, - D(X@, + x@,) (4.13)
a)X
oo 1 m . .
6_a)y = E(ZBa)y)—i-?l[sza)y +22%w,+2%Z,|= B, + ml(xza)y +Zlo, - XZl)
oL 2 2 .
o Bo, + mX 0, +mZ o, +mZX
y
L e+ mx’w, + DX (4.14)
aa)y y y
onde, F=B+mZ’ e
d| oL ) 2. ! o
it 7 = Fao, +mXx°o, +2mxxo, + DX (4.15)
o
y
;—L = %(ZCCOZ)+%[2X2@Z —2xZ,0,]=Cao, + ml(xza)Z - XZla)X): Co, +mX’w, +MZ Xo,
a)Z
aa_l‘ =Co, + mXx’w, — DXo, (4.16)
a)Z

%( o J =Ca, +2m XX, + M x°®, — DXo, — DXa@,

o, (4.17)
=Cao, + M X%k, + 2mxXw, — D(X@, + X, )
Fazendo:
oL
0 -0 o 0o, X
[@{i} 0 -0, Sy (4.18)
ow 0w,
-0, o, 0 EN z
Ow,
e substituindo as equacdes 4.12, 4.14 e 4.16 em 4.18 tem-se:
X =Gow,- D()'(coZ + Xa)xa)y) (4.19)

onde G=C-F,
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Y = Ho,o, -mX’ o0, + D(Xa)f —~ Xa)zz) (4.20)

onde H=E-C,
Z =Joo, +mx o0, + Dxo,o, + DXo, (4.21)

onde J=F-E,
%(%j . % = mX-mZ,o, - mx(’ + 0 )+ MZ,o,0, + kX (4.22)

e finalmente, considerando Q, =0, pode-se escrever
X-Z,a, ~X(0® + 0° )+ Zw,0, + Kx =0 (4.23)

onde K =k, /m, .

Somando-se as equagbes 4.13 com 4.19, 4.15 com 4.20 e 4.17 com 4.21, e,
considerando que n&o ha torques externos, Nx=Ny=N,=0, pode-se escrever que:
Ed, - D(2%®, + X@, + x0,0, )+ Go,w, =0

F+mX? o, +2mx%e, +(H —mXx* Jo @, + DX+ X@? — Xw? )=0
(F +myc Jo, ,+(H=mx* o0, + D )

(C+myx® )i, +2m XX, — Dxev, +(J +mx? ko, 0, + D =0 (4.24)
+MX° o, + 2m XXw, — Dxo, +\J + mx° o, 0, + DXo,o, =
%+2,0, X" + 0 )+ Zo,0, + Kx =0
Fazendo X=X, X, =X, X, =%, X3 =@,, X, =0, € X; = @, tem-se:
X =X,
. ; 2 2
X, =—2ZX, + xl(x4 + Xg )— Z, X% — KX,
. D(2X,Xg + X X5 + X XX, ) — GX, X (4.25)
? E
2 v 2 2
W = 2M; X, X, X, — (H —mX; )x3x5 - D(x2 + X X3 — x1x5)
4

2
F+mx
= 2m XX, X + DX, X, — (J +mx’ )x3x4 + DX, X, X
C+mx;

XS
Substituindo x, em X,, X; em X;, X, em X, € X, em X,e apos alguma manipulacdo

algébrica tem-se:
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X =X,

o = 2DxxX, + Zl(S — 2x12)x3x5 - (B + mle)xlxs2 +DZx x5 + (F +mx; Xxle - le)

2 B +m,x’
X = 2CDX, %, + NX, XX, + (Oxf —CG)x4x5 (4.26)
EC + Mx
‘- [DK —2MX,X, — D(x32 +X )]x1 + (C —A+mx; )x3x5
) B +m,x’

= 2MIX,X, X5 + (Pxf -EJ )x3x4 + QX X, Xs

X
° EC + Mx?

onde M=Am, N=D(C-J), O=D*-Gm,, P=D’-Em, Q=D(E-G) e
S=H-F.

4.3.Dindmica de Atitude

Conforme Fonseca, Lourencdo e Oliveira (1985), a dindmica é descrita pelas equacdes
de Euler e a atitude expressa em quaternion, tendo em vista as vantagens inerentes a
estes, 0s quais sao mais compactos do que a matriz dos cossenos diretores, uma vez que
0 quaternion se compde de quatro parametros que se contrapdem aos nNove COSSenos
diretores. Alem disto, o emprego de quaternion ndo envolve fungGes trigonométricas, as
guais consomem muito tempo computacional.
Definem-se dois sistemas de referéncia, um no espaco inercial, OXoYoZy, fixado no
centro da Terra, e outro fixado no centro de massa do satélite, OXYZ, coincidente com
seus eixos principais de inércia. Ambos 0s sistemas se relacionam atraves da matriz de
rotacdo L, obtida por meio de trés rotagBes sucessivas de 03, 6, e 6; nos eixos Z, Y e X,
respectivamente. Tal matriz é dada por:
co,co, so,co, —-s0,
L =|c6,56,56,—s6,c6, 0,560,560, +c6,cH, cb,56 (4.27)
€0,50,c0,+s6,56, s0,50,c0,—c0.560, cO,co,

onde cé =cos(d), sé =sen(d), 1=123.

Em termos de parametros de Euler esta matriz é:

60



0 +0;-1/2  00,+00,  G0;—0,0,
L=2 90,-00, G;+d;—-1/2 0,9,+0q, (4.28)
00; +0,0,  G,0,—0,0, 05 +0y —1/2

que permite obter as relacbes que fornecem os angulos de Euler em funcdo do

quaternion:

0, - tg| 40+ 9s |

g +a;-12]
6)2 = —sen‘l[z(q1q3 - q4qz)]1 (4-29)
0. - to| %%+ |
R Py

As condicdes iniciais em quaternion, a partir de condicdes iniciais dadas em angulo de

Euler, sdo dadas por:

a, —cﬂc&si—sis&cﬁ,
0 2 2 2 2 2 2
o ol b, 0 0 O
° 2 2 2 2 2 2 (4.30)
63 02 01 63 92 91 -
g, =s—=>Cc-2c+-c-3s-2s-1
0 2 2 2 2 2 2
d, =c%cicﬁ+s&sisﬁ.
° 2 2 2 2 2 2

A derivada temporal do quaternion d{q}/dt em funcdo da velocidade angular

Aw,(a = x,Y,2) é dada por (Fonseca, Lourencéo e Oliveira 1985):

d, 0 Aw, -Ao, Ao,||q

j -Aw 0 Ao, Ao

C‘IZ — E z X y q2 (4'31)
0;| 2| Ao, -—Aw, 0 Aw, | |q,

d, -Ao, -Ao, -Aw, 0 ||q,

de onde se obtém o seguinte sistema de equaces diferenciais:
(4.32)

onde Q é a velocidade angular orbital.

Fazendo X; =0, X, =0,, X3 =0 € X, = (,tem-se:
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=5 %~

= = {x,—20(x

x2Q

_

= ={x,—20(x

|\>||—\ |\>||—\ N|I—‘ r\>||—\

Xg )]Xg - [XA o ZQ()(7 Xg + X6 Xg )]Xs + [Xs - 2Q(X§ + Xg _1/2)])(7}

X )X + [X,

XX ) + X,

— X, % )[Xs +[X,

— 200X, % + XX )]

- 2Q(X7 Xg + XeXq )]Xe

Xy — [Xs _ZQ(XS + X: _]/2) XG}

_[Xs _ZQ(X82 + Xg _1/2) Xg}

— 20X, X, + XeXo )X, +[X — 2Q(x2 + X2 ~1/2)[x, }
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5 SIMULACOES

Este Capitulo apresenta as simula¢fes do problema proposto neste trabalho através da
integracdo numérica do sistema de equacdes diferenciais formado pelas equacdes 4.26 e
4.33 é feita com o0 método Runge-Kutta 4 utilizando o aplicativo MATLab verséo 6.5.
Os parametros considerados na integracao sao:

Tabela 5.1 — Pardmetros de integracdo

Pardmetros Valores
- Momento de inércia do satélite no eixo X A = 9,18 kgm®
- Momento de inércia do satélite no eixo Y B = 9,90 kgm?
- Momento de inércia do satélite no eixo Z C = 11,07 kgm?
- Rotagdo do satélite no eixo Z Q =140 rpm
- Raio do recipiente R=01m
- Altura do liquido h=3R
- Densidade do liquido (agua) p=1g/cm®
- Tensdo superficial do liquido (dgua) 5= 0,07 N/m
- Coeficiente de viscosidade cinematica 1=0,03

Devido aos dados disponiveis, é considerado também um nimero de Bond Ng, = 10, e
como Ng, = png/ae a aceleragdo da gravidade é g =0,07m/s?, entdio com o grafico

proposto por Dodge e Garza (1967) e mostrado na Fig. 3.8, pode-se obter o valor de m;

e o valor de k; como segue:

m, = 0,41070R° e k, = 0,7557R

5.1.Sloshing Atuando como Amortecedor de Nutagio

Desde o acidente que culminou com a perda da missdo do satélite ATS-5 (Application
Technological Satellite — Satélite de Aplicacdo Cientifica), cuja missdo se perdeu por
causa da dissipagdo interna de energia provocada pelo sistema de refrigeracdo (heat
pipe) sabe-se que liquidos podem ser utilizados passivamente para a estabilizacdo
direcional de veiculos estabilizados por rotacdo em torno do eixo de maior momento de
inércia. Vamos nesta secdo analisar um caso tipico e mostrar que o sloshing pode atuar

como um amortecedor de nutacao.
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Para esta simulagdo considerou-se as seguintes condicdes iniciais: Z, =-0,4m

x=0,01m, o, =1rpm, o, =1rpm e @, =10rpm.

T T T T
— Omegax
omegay

0.1 8- —

0.05 - -

f v w M w U w \f \f IR ARARAAnnq

-0.05 - —

o
T

Qmega (rprm)

01 -

02 | | | | | | |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

Tempo(s)

Figura 5.1 Decaimento das velocidades angulares transversais @, e @, no tempo

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Tempo (s)

Figura 5.2 Decaimento do angulo de nutagéo, 0 (em graus) e H,em funcdo do tempo
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Figura 5.3 Comportamento das componentes transversais da quantidade de movimento angular

Observando a Figura 5.1 verifica-se que nestas condicfes a energia dissipada pelo

movimento de sloshing comporta-se como um amortecedor de nutacdo fazendo com que

as velocidade angulares transversais w, e o, (Figura 5.1) sejam amortecidas. Este

comportamento é benéfico pois 0 que se deseja é que o angulo de nutacdo seja téo
pequeno quanto possivel. A Figura 5.2 ilustra o decaimento consistente da componente
transversal da quantidade de movimento angular e do angulo de nutagdo. A Figura 5.3
mostra 0 comportamento das componentes transversais da quantidade de movimento

angular Hy e Hy associadas ao decaimento do angulo de nutag&o.

5.2.Sloshing Atuando Como Perturbacéo na Atitude de um Satélite

Neste segundo exemplo tomou-se um satélite com velocidades angulares residuais da
ordem de 10° rpm, sujeito a uma pequena excitacdo do liquido. Nota-se que nesta
configuracdo a rigidez giroscopia é minima e qualquer perturbagdo pode tirar o veiculo
da sua condicgdo estavel. Esta condicdo pode ser garantida pelo subsistema de controle
de atitude. Neste caso, se o satélite contiver liquido, pode ser necessario um estudo do
efeito sloshing sobre a atitude para que o controle a ser projetado tenha robustez

suficiente para manter a atitude na presenca das perturbacgdes provocadas pelo sloshing.
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Considerou-se as  seguintes  condicdes

o, =0,001rpm, @, =0,001rpm e ®, =0,001rpm.

iniciais:

Zl

-0,4m

X =0,001m,

3.864

9.862

L . . L L . . . L
10 20 30 40 50 60 70 a0 a0 100 0
Tempo(s)

(@)

L
10

L
20

L
30

L
40

L . L
50 60 70
Tempois)

(b)

L L
80 a0 100

Figura 5.4 Decaimento das velocidades angulares transversais no tempo: a) , ; b) o,

Angulos de Euler [graus)
w =
T T

r
T

Py T — | | |

— Tetal
Teta2
— Teta 3

0 10 20 30 40 50
Tempo(s)

Figura 5.5 Variacdo dos angulos de atitude

A Figuras 5.4 mostra que a pequena a perturbacdo provocada pelo sloshing pode

requerer do controle capacidade adicional para manter a atitude nominal. No caso ja

citado do ATS-5, ja se havia levado em conta que o sistema estaria girando em torno do

eixo de menor momento de inércia (instavel) enquanto se queimava combustivel. O

controle foi projetado para controlar esta situacdo instdvel. Mas o projeto de controle

ndo levou em conta o efeito dissipativo do sistema de refrigeragédo e ndo conseguiu
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manter a atitude nominal prescrita. Nesta subsecdo mostra-se que o efeito do sloshing
pode impor esforco adicional que certamente precisa ser levado em conta no projeto do
controle de atitude. A Figura 5.5 ilustra a variacdo dos angulos de atitude devido a

perturbacéo advinda do sloshing.

5.3.Massa liquida em repouso excitada por velocidades transversais

Nos dois casos anteriores a atitude foi perturbada pela excitacdo do liquido. Nesta
subsecéo vai-se mostrar que perturbagdes impostas na atitude podem excitar o liquido
provocando sloshing. Da-se como condicOes iniciais as velocidades angulares
transversais, com o liquido em repouso. O que vai ocorrer é a excitagdo do liquido pelas
velocidades transversais, consistente com o alto grau de acoplamento das equacfes
diferenciais do modelo simulado.

Considerou-se as condicOes iniciais: Z, =-0,4m x=0, o, =1rpm, o, =1rpm e

@, =5rpm.

004 —

X (m)
| |

0.5 | | I | I | | I |
0 100 200 300 400 500 600 oo 800 200 1000

Tempo(s)

Figura 5.6 Comportamento de x no tempo
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Figura 5.7 Comportamento da velocidade da massa m; no tempo

As Figuras 5.6 e 5.7 mostram a variacdo da posi¢do e da velocidade do liquido devido a
perturbacdo na velocidade angular do satélite representada pelas componentes

transversais w, =1lrpme o, =1rpm.
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6 CONCLUSAO

Neste trabalho foi apresentado o problema do sloshing na presenca de gravidade e em
ambiente g-zero. Foram apresentados e discutidos conceitos fundamentais da area e as
implicagdes do sloshing como elemento perturbador da atitude e como amortecedor de
nutacdo. Foram apresentados e discutidos modelos matematicos e experimentos
implementados divulgados na literatura. Definiu-se e modelou-se matematicamente pela
formulacdo de Lagrange um satélite contendo um tanque com liquido. O modelo do
liquido foi representado por um sistema mecénico equivalente de massa-mola, com a
constante da mola e massa associada obtidas pelo niumero de Bond para ambiente de
microgravidade. O modelo matematico foi simulado via computador utilizando o
ambiente MatLab. As equacdes da cinematica foram descritas por quaternion e 0s
resultados convertidos para angulos de atitude. Os resultados mostraram que o sloshing
pode atuar passivamente como amortecedor de nutacdo para satélites estabilizados por
rotacdo. Mostrou-se também que o sloshing pode causar efeitos indesejaveis na atitude e

requerer esforco de controle adicional.

Essa area ainda tem muitos pontos em aberto e sugere-se para trabalhos futuros a
formulacéo de leis de controle para discutir e analisar o esforco adicional de controle
requerido para controlar espagonaves sob o efeito de sloshing. Outra sugestdo é incluir
na analise dindmica o desbalanceamento dinamico causado pela oscilacdo do centro de
massa do veiculo devido ao movimento de sloshing. Sugere-se ainda um estudo
comparativo de diferentes modelos mecanicos equivalentes para analise de precisdo de

modelos.
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APENDICE A - COMPORTAMENTO DOS LiQUIDOS EM AMBIENTE COM
GRAVIDADE

E apresentada aqui uma abordagem tedrica para o sloshing lateral em um contéiner em
movimento baseada nos trabalhos de Dodge (2000) e NASA SP-106 (1966). Este
documento tornou-se atraves dos anos uma referéncia no estudo do comportamento dos

liquidos e ainda hoje existe uma grande demanda de cdpias deste trabalho.

A.l. Sloshing Lateral

O Sloshing Lateral € caracterizado por uma onda estacionaria formada na superficie do
liguido quando um tanque parcialmente cheio oscila como mostrado na Figura A.1. O
movimento da onda tem uma frequiéncia natural que depende da forma do tanque e da

aceleracdo da gravidade ou da aceleragéo axial do tanque.

Onda de
oscilagao

&_.,
|

/
Superficie
livre

<>
Oscilagao do tanque

Figura A.8 llustracdo esquematica de uma onda de sloshing
Fonte: Adaptada de Dodge (2000).

A.1.1. Modelos mecénicos equivalentes de sloshing

A oscilacdo do centro de massa do liquido € o principal efeito dindmico do sloshing
lateral em um tanque e pode ser representado por um modelo mecanico equivalente.
Dodge (2000) apresenta dois modelos ilustrados na Figura A.2. Em um dos modelos a
oscilacdo do centro de massa do liquido é representada por um péndulo, e no outro, por
um sistema massa-mola. Ambos os modelos fornecem as mesmas forcas e torques. A
vantagem do modelo pendular sobre o modelo massa-mola é que no modelo pendular a

freqiiéncia natural, (g/L)°°, varia com a aceleracdo g exatamente como a fregiiéncia de
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sloshing do liquido, enquanto que, no modelo massa-mola a constante K da mola tem

que ser alterada quando ha uma mudanca em g.

Superficie livre

MO — B I O
N N
Péndulo Massa-Mola

Figura A.9 Modelos mecénicos equivalentes do sloshing
Fonte: Adaptada de Dodge (2000).

A.1.2. Respostas de sloshing de ordem superior

Na Figura A.1 pode-se observar que onda de slosh tem um pico e um vale. Neste caso a
onda é chamada de onda fundamental e tem a freqliéncia natural mais baixa. Podem
ocorrer ainda ondas com dois ou mais picos ou vales o que indica freqliéncias naturais
maiores. Estas ondas de maior ordem podem ser representadas na Figura A.2 pela
incorporacdo de um péndulo ou massa-mola adicional correspondente a cada modulo
que se quer considerar. Geralmente, os modos de ordem superior sdo de pouco interesse
uma vez que a magnitude do péndulo ou massa-mola para esses mddulos sdo muito
menores comparados ao modo fundamental. H& de se levar em conta que, para tanques
sem simetria radial, hd& um modo fundamental para cada um dos eixos principais e pode
ser necessario considerar um péndulo ou massa-mola para cada um dos modos,

principalmente se seus valores forem de comparaveis.

A.2. Fundamento Matematico

Dodge (2000) em sua abordagem matematica para o sloshing lateral considera um
tanque rigido contendo um liquido ideal sem viscosidade, o que permite 0 uso da teoria

classica de fluxo de potencial. E assumido também que o movimento da onda é linear,

isto é, a amplitude da onda e do movimento do liquido é linearmente proporcional a
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amplitude do movimento imposto ao tanque, assim, a frequéncia natural da onda de
slosh ndo é uma funcdo da amplitude da onda. E finalmente, assume-se que o
movimento do tanque é harmdnico, o que significa que ele varia com o tempo conforme

exp(iQt) onde Q é a frequéncia do movimento.

A.2.1. Equac0es diferenciais basicas e condi¢des de contorno

O sistema de coordenadas Cartesiano x, y, z adotado por Dodge (2000) é mostrado na
Fig. A.3. Para um caso mais geral, o tanque tem uma oscilagéo translacional ao longo
dos eixos x ey, oscilagdes pitch (arfagem) e yaw (guinada) sobre os eixos x e y, e
oscilacdo em roll (rolamento) em torno do eixo z. Na Fig. A.3 é mostrada somente uma
oscilagdo angular oy e uma excitagéo de rotagéo o,. O sistema de coordenadas X, y, z esta
fixado ao tanque e move com ele, ao passo que o sistema de coordenadas inercial X, Y,

Z é estacionario.

Superficie
livre principal

Figura A.10 Sistema de coordenadas para a obtengdo das equagdes do slosh
Fonte: Adaptada de Dodge (2000).

A.2.2. Potencial de velocidade @

O liquido €é considerado ndo viscoso, 0 que implica em auséncia de atrito entre as
camadas do fluido, e assume-se que o movimento € sem vorticidade, deste modo, a
distribuicdo de velocidade de slosh pode ser derivada de um potencial de velocidade @,
e as componentes x,y,z das componentes da velocidade u,v,w podem ser calculadas
como segue (DODGE, 2000):

L o 0P

(A1)

T oy
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Para um potencial de velocidade, a condicdo de incompressibilidade do liquido deve ser
satisfeita pela equacdo diferencial basica em qualquer lugar do volume do liquido e é
dada por (DODGE, 2000):

ou oV ow 0’® N 0’D N 0’D

=0 ou —; - —=00u V*®=0 (A2)
ox oy oz OX oy 0z

A.2.3. Equagdes de movimento

Para um fluxo de potencial que ndo contém vorticidade, as equacgdes dindmicas do
movimento do fluido podem ser integradas diretamente para se obter a forma ndo
estacionaria da equacéo de Bernoulli:

%+%+gz+%(u2+v2+wz): f(t) (A.3)
onde p é a pressdo do fluido, p é a densidade do fluido, e g é gravidade efetiva no
sentido negativo do eixo z.

Dodge (2000) assume que as velocidades u,v,w sdo pequenas, assim, os quadrados e

termos com poténcias superiores podem ser desprezados quando comparados com 0s

termos lineares; isto é, as equacdes foram linearizadas, de modo que pode-se escrever:
%+%+gz:0 (A.4)

que é a forma linearizada da Equacdo A.3.

A.2.4. Condigdes de contorno para a superficie livre

Qualquer funcdo matematica que seja uma solucdo da equacdo A.2 tem necessariamente
que satisfazer a condigdo de contorno das paredes do tanque e da superficie livre. Uma
das condigdes de contorno para a superficie livre € obtida pela equagdo A.4.
Considerando que a superficie é livre para se mover, entdo, se a densidade do gas for
desprezivel em relacdo a do liquido, a pressdo na superficie do liquido sera igual a
pressdo estatica po do gas acima dele. Desta forma, a equacdo de Bernoulli pode ser
escrita como :

0D(x,Y,1,t)
t

+g5(x,y,t) =~ para z=h/2 (A.5)
0 p
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onde, J(x,y,t) € um pequeno deslocamento da superficie livre acima do nivel z=h/2 nédo
perturbado. Se as equacBes ndo forem linearizadas, a equacdo A.5 devera ser avaliada
na localizacdo deslocada real z = h/2 + 6 da superficie em vez de na posicdo de
equilibrio z = h/2. Dodge (2000) prova que a diferenca entre as duas condigdes (z = h/2
e z=h/2 + ¢) torna-se o termo de ordem superior em & e assim pode ser desprezada.

A equacdo A.5 ¢ a condicao “dinamica” na superficie livre. A condic¢do “Cinematica”
para relacionar o deslocamento da superficie 6 & componente vertical da velocidade do
liquido na superficie, na forma linearizada é:

@=W=82 para z=h/2 (A.6)
ot oz

As equacbes A.5 e A.6 podem ser combinadas e escrita inteiramente em termos de &
(ou 0) derivando-se a equagdo A.5 em relacdo a t, a equacdo A.6 em relagdo a z, e

combinando as duas equacbes para eliminar ¢ (ou @). O resultado é:

0’d oD
+g—=0paraz=h/2 A7
w2 9 p (A7)

A.2.5. Condicgbes de contorno nas paredes do tanque

Dodge (2000) assume que a viscosidade e a tensdo viscosa sdo suficientemente
pequenas e podem ser desprezadas, assim, a Unica condi¢cdo que pode ser imposta a
parede do tanque é que a velocidade perpendicular ao plano da parede tem que ser igual
a velocidade V, da parede do tanque perpendicular a ela (onde n significa a normal ou
direcdo perpendicular). Conforme Dodge, a condi¢do “sem escorregamento (no-slip)”
ndo pode ser imposta, e em geral, as solu¢bes admitirdo escorregamento em uma
direcdo paralela a parede.

Se o tanque for estacionario, a condicdo de contorno na parede sera exatamente que a
componente da velocidade do liquido perpendicular a parede seja zero, o que leva a um
tipo padrdo do problema de valor contorno. No presente caso pressupfe-se que O
reservatorio oscila para frente e para trds, conduzindo a um problema de valor de
contorno nédo-padrdao que, conforme Dodge (2000), pode ser resolvido através da

utilizacdo de séries de Fourier.
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Para o sistema linear, o problema de sloshing pode ser considerado como uma série de
problemas individuais, um para cada tipo de interesse, e da soma dos resultados obtem-
se 0 potencial de velocidade para a totalidade do movimento do tanque. Assim, Dodge
(2000) considera individualmente varios tipos de movimentos simples do tanque,

discutidos a seguir.

Movimento horizontal paralelo ao eixo x. Para este caso, € suposto que 0
deslocamento do tanque € expresso como X(t)=—iXeexp(i2t), o que implica que a parte
real do deslocamento é igual a Xesin@t. As componentes da velocidade das paredes do
tanque sdo v = w = 0 e u = iXoQexp(iLt), assim, as condicdes de contorno das

superficies liquidas do tanque séo expressas como:

nV® =ixX Qe para superficies molhadas (A.8)

onde n é o vetor unitario normal & superficie liquida.

Pitching sobre o eixo y. Neste caso, Dodge (2000) considera que a oscilacdo angular
das paredes do tanque € expressa por ay(t) = —iagexp(it), o que implica que o
deslocamento de qualquer ponto em uma parede do tanque normal a ela é proporcional a
distancia axial do ponto desde o eixo de pitch: X(t) = zagexp(iQt). H& também
deslocamentos no eixo z dos pontos no fundo do tanque, que sdo proporcionais a
distancia de um ponto desde o eixo de pitch, ou  Z(t) = —xaoexp(iQt). Estas condi¢des
podem ser combinadas em um Unico vetor de condi¢fes de contorno para a superficie

liquida que é expresso como:
n-vo = (ze, — xe,)a,Qe' (A.9)

onde e, € 0 vetor unitario na direcédo X e €, € 0 vetor unitario na direcéo z.

Rotacéo (rolling) em torno do eixo z. Dodge considera que, se 0 tanque tem paredes
internas ou, ndo é radialmente simétrico, oscilacfes na rotacdo a, = —i yoexp(iQ2t) em
torno do eixo z fardo o liquido oscilar e provocara ondas de slosh. O vetor das condi¢fes

de contorno apropriado para as superficies liquidas é:

n-vVd = (xe, — ye,)y,Qe'" (A.10)
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Conforme Dodge, para um tanque radialmente simétrico sem nenhuma parede interna, um
movimento de rota¢do do tanque provocard um “escorregamento (slip)” ao redor do liquido sem
produzir nenhum movimento do liquido, porque um liquido ndo-viscoso ndo pode sustentar uma
tensdo de cisalhamento (shear stress) entre as paredes e o liquido. Para um liquido real com
viscosidade, um movimento de rotacdo causard algum movimento no liquido em uma fina
camada no contorno proximo as paredes, mas este movimento criara uma pequena onda de
movimento, se houver, na superficie livre.

A.2.6. Solucdo das Equagdes para um Tanque Retangular

Neste caso Dodge (2000) usa um tanque retangular tendo como referéncia o sistema de
coordenada x,y,z mostrado na Figura A.3. Inicialmente, o tanque é considerado
estacionario, caso em que as solugbes sdo convencionalmente chamadas de

“autofuncdes” do problema.

Autofuncdes de V2® = 0

Para Dodge (2000) as solucdes do potencial sdo harmonicas no tempo, exp(iwt). E ele
considera que geralmente, a dependéncia do tempo de & pode ser ignorada, porém,
guando necessarias as derivadas no tempo, elas sdo incluidas multiplicando-se o
potencial por iw. As autofungdes @(x,y,z) sdo encontradas pelo método de separacdo de
variaveis, no qual assume-se que @(x,y,z) é o produto de trés funcbes individuais &(x),
w(y), e {(z) das coordenadas. Esta hipotese € inserida na equacdo A.2 e toda a equacéo é
dividida por @ = &y obtendo-se:
2 2 2

Dado que e & é apenas funcdo de X, y apenas funcédo de y, e " apenas funcéo de z, cada

(A.11)

uma das partes na equacdo A.11 deve ser independente de qualquer coordenada e assim
deve ser igual a uma constante. Assim, a forma da solugéo depende do sinal assumido
para a constante, se negativos para £ e w e positivo para {, 0 primeiro conjunto de
autofuncdes ¢é dado por (DODGE, 2000):

1di_

F 0 —¥ = £(X) = Asen Ax + B cos Ax (A.12a)
X
1d% 2
— ay’ =—f°=w(y)=Csen py+Dcos py (A.12b)
7
2
%C:jzf =+ °=¢(2)=Esenh2* + p*z+Fcosh A + p°z (A.12¢)

79



onde A e #sdo constantes. O segundo conjunto é obtido trocando-se 0s sinais:

2
%3; = 1* = £(x) = Asenh Ax + B cosh Ax (A.13a)
1d% 2
vy =" = y(y)=Csenh py+ Dcosh gy (A.13b)
7
2
~de (2+p)= (@) =Esen 2+ z+Fcos 2+ p2 (A1)

dz’
Outras posgibilidades podem ser obtidas através de outras associa¢fes de constantes
positivas e negativas. A solucdo simples:
D(X,y,2)=Gx+Hy+Kz+Lxy+Mxz+Nyz (A.14)
¢ ainda mais uma possibilidade. Todas estas solucBes serdo necessarias para

satisfazerem as condigdes de contorno para casos particulares.

Autovalores

Os valores das constantes A e £ que naturalmente satisfazem as condi¢Ges de contorno
do problema de valor de contorno padrdo, sdo os autovalores que determinam as
frequéncias naturais do problema e que, neste caso, sdo as frequéncias de sloshing. Estas
freqUéncias sdo necessarias ao considerarem-se as solugdes para 0s casos em que O

tanque estd em movimento.

Condigdes nas paredes. A Figura A.3 mostra que as paredes do tanque estdo a x=+ a/2
e y=% b/2. Os vetores normais unitarios sdo e, = = 1, e, = 0 para as duas paredes
perpendiculares ao eixo x, e e, = 0, e, = + 1 para as duas paredes perpendiculares ao
eixo y. Assim, as condi¢Ges de contorno da parede sdo 0®/ox = 0 para x = £+ a/2 e
o®loy = 0 paray = = b/2. Observando as equacfes A.12, A.13, e A.14, Dodge conclui
que as equagdes A.12 podem satisfazer estas condicdes, e as equacdes A.13 e A.14 nédo
podem (por fazerem todas as constantes de integracdo identicamente iguais a zero).

Assim, as possibilidades que fazem 0®/0x=0 para x = * a/2 s&o:

A=0e A=2nz/a ou B=0e A=(2n —1)z/an = 1,2,3,4..... (A.15a)
Igualmente, as que fazem o0®/oy = 0 paray = + b/2 séo:
C=0¢e fp=2nz/b ou D=0¢e p=(2n —D)z/lbn=1,2,3,4..... (A.15b)
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Estas equacdes fornecem vérias opces para a soma (12 +42)°°, ou seja, 2nz/a, 2nz/b,
(2n - Dxla, (2n - Dxalb, [(2na/a)2 + (2na/b)2], [(2nz/a)2 +(2n - 1)272/b2]°°, e assim
por diante.

A escolha para satisfazer a exigéncia de 0®/0z = 0 para z = —h/2 no fundo do tanque

para todos os valores de 1 e f € dada por:

E = Ftanh|\ 2> + B° (h/2)J (A.15¢c)
na equacao A.12c.
Considerando as duas primeiras dimensdes das ondas, as combinac¢des dos autovalores e
autofuncdes levam as seguintes possibilidades para o potencial ® = &y( (DODGE,
2000):

@, (x,2) = (AF)cos[2nz(x/a]{cosh[2nz(z/ a)] + tanh[nz(h/a)]senh[2nz(z/a)]}  (A.16a)
D, (x,z) =(BF)sen[(2n -1 z(x/a] x

{cosh[(2n—1)z(z/a)]+ tanh[2(n -1z (h/a)]senh[(2n - 1)z (z/a)]} A.16b)
®,(y,z) =(CF)cos[2nz(y/bl{cosh[2nz(z/b)]+ tanh[nz(b)]senh[2nz(z /b)]}
(A.16c)

®,(y,z)=(DF)sen[(2n -1z (y/b]x
{cosh[(2n —1)z(z/b)] + tanh[2(n 1)z (h/b)]senh[(2n — 1)z (z/b)]} (A.16d)
Ainda conforme Dodge, hd também ondas tridimensionais de varios tipos, das quais o

gue segue é apenas uma das possibilidades:

D, (x,y,z)=(BDF)sen[(2n -1)z(x/2)]sen[(2m -1z (y/b] x
{cosh[(zy(z/a)]+ tanh[zy(h/2a)]senh[zy(z/a)]} (A.17)

onde y = (2n - 1)> + (2m - 1)*(a/b)’.

Condic6es na superficie livre. A equacdo A.7 fornece a condi¢do de contorno para a
superficie livre, na qual a derivada no tempo &°®/at> é substituida pelo termo
equivalente —w’®@exp(iwt), e o fator exp(iwt) que multiplica ambos os termos na
equacdo € cancelado. Assim, como exemplo, a solucdo representada por @, quando
inserida na equacdo A.7 e fazendo-se z igual a h/2 obtém-se:

— w”BF sen[x(x/a)]{cosh[(x(h/2a)] + tanh[x(h/ 2a)]senh[x(h/ 2a)]}+
g(x/a)BF sen[x(x/a)]{senh[(x(h/2a)] + tanh[x(h/2a)]cosh[x(h/2a)]}=0 (A.18)

onde k=xr(2n - 1).
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Frequéncias naturais. Das raizes da equacdo A.18 chega-se a seguinte expressao que é

solucdo para as freqliéncias naturais w:
2 g h

onde o indice n indica que w depende do nimero do modo n. A fregliéncia diminui a
medida que a profundidade h diminui ou a largura a do tanque aumenta. O modo n=1
tem a mais baixa de todas as freqiiéncias naturais.
Forma da onda slosh. Com esta solucdo para &,, a forma da onda slosh pode ser
encontrada através da equacdo A.6 sendo:
sty =—287 (on 1) senh[ﬁ(zn —1)(ﬁﬂsen{7z(2n —1)(5]} (A.20)
am, a a
Quando n=1, a onda tem amplitude zero em x=0, um pico positivo em uma das paredes,
e um pico negativo na outra parede; esta € a onda assimétrica fundamental. Para n>1,
existem picos intermediarios, € 0 nimero de picos aumenta com n. A Figura A.4 mostra
0 esboco dos trés primeiros modos e o deslocamento relativo do centro de massa do
liguido para cada modo. O deslocamento do c¢.m. para 0 modo fundamental n=1 é
substancialmente maior que os outros modos para a mesma amplitude maxima da onda.
Uma vez que a oscilacdo do c.m. é a fonte das forcas e torques induzidos pelo slosh, a

onda para n=1 produz muito mais forca e torque do que qualquer outro modo.

el BN AN I FANWAN
] /J N/ | V"V
‘G &

&

|
g - )

desviodo c.m desvio do c.m. desviodo c.m
modo n=1 modo n=2 modo n=3
Figura A.11 Forma de onda do Slosh para os trés primeiros modos assimétricos em x de um
tanque retangular.
Fonte: Adaptada de Dodge (2000).
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Modos simétricos. Se for utilizado &; em vez de &, pode-se encontrar os modos de
slosh simétricos, cujas freqiiéncias naturais sdo mais elevadas que as correspondentes

frequéncias do modo assimétrico sdo dadas pela relagao:

w? = Zmﬁ(gj tanh{Zﬂm(Dﬂ (A.21)
a a

A Figura 2.5 mostra as primeiras formas de onda simétricas que, como se pode
observar, ndo provocam deslocamento de c.m. do liquido para qualquer um destes

modos, ndo produzindo assim forgas ou torques laterais.

PN JANEIWAN A A A N

TN VY VYU
¢ & &

modo m=1 modo m=2 modo m=3

Figura A.12 Formas de onda de Slosh para os trés primeiros modos simétricos em x para um
tanque retangular.
Fonte: Adaptada de Dodge (2000).

Modos 2-D em “y”. As freqiiéncias naturais bidimensionais em “y” para 0s modos
assimétrico e simétrico (quando ocorrem quando o tanque tem uma oscilacdo
translacional ao longo do eixo y) sdo determinadas pelo mesmo processo, iniciando-se
com &3 e @4 Os resultados sdo 0s mesmos que os correspondentes resultados obtidos

para “x” com a substitui¢do da largura a pela largura b.
Modos tridimensionais. As freqiiéncias naturais dos modos que variam com ambos 0s

eixos X e y podem ser determinadas por um processo similar, iniciando-se com @s. O

resultado é dado por:

e o] [ oG 3) e



onde y, é 2zn ou 2z(n - 0.5) dependendo se a onda tridimensional é simétrica ou
assimétrica na direcdo X, e 7y é igualmente 2zm ou 2z(m - 0.5) na diregdo y. As formas

de onda sdo uma combinagéo das formas no modo bidimensional em x e y.

Movimento Forcado — translacédo oscilatéria do tanque

Os modos de slosh livres (autofuncgdes) séo a base para a constru¢do de uma solugéo
para quando o tanque é forcado a oscilar. Assumindo que um tanque retangular oscila
ao longo do eixo x, as condi¢des de contorno e equacao A.8 € reduzida a:

‘Zi) = X, Qe para x=*a/2; %) =0 para y=+b/2 (A.23)
X

As condigdes de contorno para a superficie livre e o fundo sdo as mesmas que as para

oscilagdes livres.

Na direcdo x a oscilacdo do tanque cria ondas assimétricas em X, 0 que implica que a
solucdo do movimento forcado envolve uma série de modos de sloshing @,. Dodge

assume como solucéo:

o X z h z o
b= {on + nzﬂl Asen[in gj[cosh[/in Ej + tanh[/in Z—ajsenh(ﬂn gﬂ}e (A.24)

Nesta equacdo acima, 4, = (2n—1)z e o produto das constantes de integracédo BF de ®,

foram substituidos por outra constante A,, onde n indica que a constante depende do

modo em questéo.

Notar que o0d/oy=0e que o0d/oz=0no fundo do tanque (z=-h/2). Assim,

escolhendo-se  Ag igual a QXo, implica que o potencial @ ira satisfazer todas as
condicBes de contorno da parede. Os requisitos para satisfazer a condi¢do da superficie

livre obtém-se substituindo ® dentro da condicdo de superficie livre equacéo A.7:
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2 h h h
—Q%{ QX enl 4 X1 coshl 4 2 |+tanh| 2 - lsenh( 4 2
{ °X+§A‘S ( aj{ ° ( ”aj+ ( ”2ajS [ ”aﬂ}+
> A X h h h
“Msen| A — | senh| A — |+tanh| A — |conh| A — =0
g{nZ_;Aq a ( aj{ ( ”aj+ ( ”2a] ( am

Como os termos sen(Anx/a) sdo ortogonais no intervalo —a/2<x<a/2, pode-se escrever o

(A.25)

X no primeiro termo da equagdo A.25 como uma série de Fourier de termos sen(A,x/a) o
que permite determinar as constantes de integracdo A, em termos de Xo. Deste processo
obtém-se:

= X

Z 7 (- sen(ﬂn —j (A.26)

= A a
A substituicdo do termo x na equacgdo A.25 por esta série e agrupando-se 0s termos em
relacdo a cada sen(A.x/a), permite determinar cada A, um por um. Apds algum
tratamento algébrico e a substituicdo da funcdo A.19 pelas freqliéncias naturais, a
expressao final para o potencial da velocidade é obtida:

- = da(-1)"™t Q° [ x}
d(x,z,1) = —Ae“Ix + sen| (2n—-1)r =
( ) { zﬂ.Z(zn_l)Z(a)nZ_QZJ ( )ﬂ.a X

n=1

cosh[(2n-1)z(z/a+ h/za)]} (A27)

cosh[(2n-1)7z(h/a)]
Forcas e torques. As frequéncias naturais e as forcas e torques exercidos em um tanque
pelo sloshing séo caracteristicas de maior interesse nesse caso. As forgas e 0s torques
sdo determinados pela integracdo da parte instavel da presséo p do liquido sobre a area
da parede do tanque. Da equacdo A.4 determina-se esta pressdo em termos do potencial
de velocidade e fazendo a componente diferencial da forca na direcdo x, dF,=p(dAy),
onde dAx é o elemento diferencial da area da parede normal ao eixo x obtém-se a
componente x da forca, F, pela integracéo:

hi2+A b/2 h/2-A b/2 hi2
oo

F, = j I p_,,,dydz— Pl alzdydz——Zpbj p

-h/2 -b/2 -h/2 b/2

dz (A.28)

x=al2

Substituindo a expressdo para @ da equacdo A.27 e realizando a integracdo obtém-se:

F 2
% 14 8hZtanh[(Zn Dzh/a] Q (A.29)

—iQ* X m, ~  @n-)z2° & -7
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onde, Fy é a amplitude da forga de oscilagdo, e m;;=pabh é a massa do liquido no

tanque.

Na equacdo A.29, observa-se que a forca exercida no tanque torna-se indefinidamente
grande quando a frequéncia de excitagdo Q € igual a qualquer uma das frequéncias
naturais on. O termo (2n-1)° no denominador faz com que a intensidade da forca de
ressonancia diminua com o aumento da ordem do modo de slosh. Isto implica que,
quando se inclui o amortecimento, somente o primeiro modo ou talvez, os dois

primeiros, criem forgas substanciais. Outras caracteristicas podem ser observadas:

e para baixas frequéncias de excitacdo (isto &, Q—0), o somatorio na equacdo
A.29 tende a zero, e a forca é apenas o produto da massa do liquido e a

aceleracao do tanque, isto é o liquido responde como se estivesse congelado;

e para altas frequéncias de excitacdo (isto €, Q>>w,), 0 somatdrio €
independente de Q, e a forca torna-se novamente como a de um corpo rigido,
com uma massa m,iq[1—8(a/h7r3)tanh(7zh/a)] que é um pouco menor que a

massa do liquido; isto implica que uma parte do liquido (préximo da

superficie livre) ndo se move com o tanque;
e as componentes emy e z da forga sdo zero.

O torque M exercido no tanque que aparece no eixo y e é causado pela pressdo na
direcdo x agindo nas paredes e no fundo do tanque. Com o eixo y atraves do centro de
massa do liquido, o elemento diferencial do torque é dM,=— z(pdA,) — X(pdA;). Assim o

torque total é dado por:

h/2+A b/2 h/2-Ab/2
M, =-2 J. J.zp|X:a/2dydz— J. pr|x:_h/2dydx (A.30a)
-h/2 -b/2 -h/2 -b/2

Linearizando e combinando os temos tem-se;

h/2 al2
M,=-2b [ 222 dz-2b [ x2 (A.30b)
—h/2 x=a/2 -al2 x=-h/2

86



Apbs a integracdo, simplificagbes com algumas transformacdes algébricas e

hiperbdlicas, e rearranjando o resultado obtém o torque como segue (DODGE, 2000):

M i _
— Ly p@y tennlen—ah/a],
—iQ°X,mh 12 h @2n-1)°n
(A.31)
1_2(a/h)tanh[(2n—1)7zh/2a]Jr g 9%
2 (2n-)z ha? | w? —Q°

O termo com g entre as chaves a direita representa o torque gravitacional da oscilagao
do centro de massa do liquido. Comparando-se a equa¢do A.31 com a equacdo A.28,
pode-se concluir que os termos que representam as massas oscilantes na equacgéo A.28

sdo multiplicados por fatores que tém dimensdes de comprimento.

Movimento Forgado — pitching do tanque em torno do eixo y

Para o exemplo de pitching em torno do eixo y as condi¢des de contorno na parede sdo
dadas pela equacdo A.9 e reduzem-se a Dodge 2000):

%) = a,Qze'” para x=+a/2; aaiz) = —a,Qxe"  para z=-h/2 (A.32)

Estas condi¢fes causam alguma complexidade na expressao para o potencial dado que
nenhum potencial simples pode satisfazer a ambos. Dodge propdem a seguinte
expressao para o potencial:

®(x,2) = 3" Asen(2n -1)zz /hpenh[(2n -1)x /] (A33)

n=1

O fato de que a equacdo A.33 satisfaz a equacdo A.2 pode ser verificado por
substituicdo direta. Porém, o®/0z na superficie livre envolve termos complicadores em
senh para a varidvel x, enquanto que os outros potenciais usados envolviam apenas
termos em sen para a variavel x. Isto quer dizer que € necessario que uma expansao da
série de Fourier satisfaca a condicdo da superficie livre bem como as condicGes de
contorno nas paredes e no fundo do tanque. O resultado final apresentado por Dodge
(2000) é:
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@(x,z,t)=aoh29eim{°° A(-1)" (Se”an—1)ﬂz/h]senh[(2n—1)7rz/h]

~ 7°(2n-1)° cosh[(2n—1)7a/ 2h]
_ (ah) 2sen[(2n—1)zx/aJcosh[(2n-1)z(z/a— h/2a]
senh[(2n—1)7h/2a]
i4(a/h)(—l) o (1 _2(a/h)tanh[(2n—1)7zh/2a]+ g |,
~ r*(2n-1)? &’ -Q*( 2 @2n-Yrx ha?
sen[(2n—1)zx/alcosh[(2n -1)z(z/a+h/2a)]
cosh[(2n-1)7h/a]

(A.34)

Nesta expressdo o primeiro somatorio ndo tem uma componente ressonante, 0 que

indica uma oscilagdo do liquido sobre o0 eixo y analoga a um corpo rigido.

Forcas e torques. Da integracdo da distribuicdo de pressdo do liquido nas paredes e

fundo do tanque obtém-se a componente x da forca exercida no tanque como abaixo:

-F, 1 [aj ggitanh[(Zn—l)ﬂh/a] 1_tanh[(2n—1)7zh/2a]+
Myiy 2 h ]12lh) h ~  (2n-1°7° 2 (2n-1zh/2a

g | &
ho? \ o? —Q°

A equacdo é analoga a equacdo A.31 indicando que a forca para uma oscilagao pitching

(A.35)

¢ a mesma que o torque para uma oscilacdo lateral, quando a amplitude X, de translacédo
é trocada por hay. O torque exercido no tanque é dado por:
M I © _
b y2+1622tanh[(2n 13)7721/&] 92 £+ 92
—iQ%a,m;,h*  myh hiZ (@n-D)°z hoi\2 ho;
tanh[(2n-1)7h/2a] +832 tanh[(2n —13)7:?/a] g : 1+ g . (A.36)
(2n-1)7zh/2a h< (2n-1)°x ha,

2 ho!
tanh[(2n-Y)7zh/2a]) Q +1(aj2 g
@n-Dai2a Ja?-QF 2\h) hQ?

+
lig

onde 0 momento de inércia Iy nesta expresséo é dado por:

| {1 4 768a/h tanh[(2n - 1)7zh/2a]}
y — sy tT Z
1+ (hia)y [1+ hiay |5 (2n—1)°

(A.37)

Aqui lsy € 0 momento de inércia em y do liquido congelado sobre o centro de massa do
liquido.
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A.3. Modelo Mecéanico

A conveniéncia de trocar o liquido por um modelo mecénico equivalente é devida ao
fato de que as equacfes de movimento de massas pontuais oscilatérias e de corpos
rigidos serem incluidas mais facilmente na analise do que as equacdes dinamicas do
fluido.

O liquido que ocupa completamente um contéiner fechado pode ser substituido
dinamicamente por um corpo rigido equivalente, porém, se a superficie do liquido é
livre para mover-se, o sloshing resultante tem uma ou mais freqliéncias naturais,
impedindo que o modelo mecanico equivalente seja um corpo rigido. O modelo

mecanico pra o sloshing deve conter massas livre para oscilar.

A.3.1 Deducéo Analitica dos Parametros do Modelo

A Figura A.6 ilustra os tipos de modelos mecanicos discutidos neste capitulo. Neste
modelo a gravidade g é considerada. Para a forma pendular do modelo a frequéncia
natural é dada por (g/L)** e automaticamente se ajusta & mudancas da aceleragéo axial
g exatamente como as frequéncias naturais do liquido, enquanto que, para o modelo
massa-mola, o valor da constante K deve ser alterada sempre que g muda. A massa-
mola é colocada na mesma altura da massa do péndulo, a massa é fixada na parede do
tanque através de uma mola com uma constante elastica K=mg/L que fornece a mesma

frequiéncia natural do péndulo.

Superficie livre

Q

L —K —K
MO — I _WO_W_
M
Péndulo Massa-Mola

Figura A.9 Modelos mecénicos equivalentes do sloshing
Fonte: Adaptada de Dodge (2000).
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A.3.2 Equacdes do movimento para o modelo mecanico

As equacbes do movimento do modelo sdo descritas para a forma massa-mola do
modelo e 0 amortecimento serd desprezado para que se possa fazer uma comparagdo

direta com as forcas e troques de slosh obtidos analiticamente.

2
K-

H 2

H “0/_‘
ea—b}{j

Hy

l my Iy

l 2a

E

Figura A.10 Esquematico do modelo mecanico equivalente para sloshing lateral
Fonte: Adaptada de Dodge (2000).

A Figura A.7 mostra 0 modelo e os simbolos usados na andlise. A deducdo das
equacgdes do modelo é independente da forma do tanque e do nivel do preenchimento.
Na Figura, sdo mostradas apenas duas massas-molas, porém ha um conjunto massa-
mola para cada modo de slosh. Os momentos de inércia das massas das molas séo
considerados inexistentes. A gravidade g ou uma aceleracdo equivalente de empuxo age
ao longo do eixo do tanque. O tanque é excitado por um pequeno deslocamento linear
variante no tempo X, e uma rotagdo angular o em torno de um eixo que passa no centro
de massa. As massas-molas deslocam-se uma distancia x, relativa as paredes do tanque

como resultado do movimento do tanque.

Propriedades estaticas. Para preservar as propriedades estaticas do liquido, a soma de
todas as massas devem ser a mesma da massa do liquido mjiq, € 0 centro de massa do
modelo deve estar a mesma altura do centro de massa do liquido. Estas restricdes sdo

expressas analiticamente por:
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Mo+ m, =my (A.38)
myHy+> mH =0 (A.39)

Propriedades dinamicas. As equacfes A.38 e A.39 nado sdo suficientes para definir os
valores dos parametros do modelo. Para fazer isso, 0 modelo deve também duplicar as
forcas de sloshing, torques, e frequéncias naturais. A duplicacdo das fregiiéncia naturais

requer:
K,/m, = o} (A.40)

onde an € a freqliéncia natural de slosh do modo n. Esta é a primeira relacdo para se
determinar K e m. Outras relacdes baseadas nas forcas e torques tém que ser

desenvolvidas.

A forca resultante exercida no tanque na dire¢do +X0 é dada pela expressao abaixo:

-F :mO(X'O—H0d0)+2mn(X0+Hnééo+Xn) (A.413)

onde sen(ay) foi substituido por ap por causa da hip6tese de pequena amplitude.

Inserindo-se a equacdo A.39 na equacdo A.41a obtem-se:
—F=mX,+> m, (X, +%,) (A.41b)
Do mesmo modo, o torque resultante exercido no tanque é dado por:
=M = (I, +moHg)d, + > mh (H,dy +X,) - 9> mx, (A.42)
A equacdo do movimento para cada uma das massas-molas é expressa como:
m, (X, +H,d,+X%)+K x,—m ga, =0 (A.43)

As aceleracbes do tanque s@o consideradas como oscilantes com frequéncia Q. As
componentes do movimento do tanque sdo, portanto dadas por —Xeexp(iQt) e
—lapexp(iQt), e com a insercdo da equacdo A.40, a equacdo A.43 pode ser expressa

como:
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i0?X, (H,+g/Q%)
xn:_a)z_Qoz_( ;Z_gg/zz JlQZaO (A.44)

Com estas equacdes, as amplitudes da forca e do torque no tanque podem ser expressas

analiticamente como:

F m o? m, (H,Q*+g
amp  _ | 1+ n X. -« n n A.45
iQZm“q |: Z [a)ﬁ _QZ J:l 0 OZ ( a)r? _QZ ( )

rnliq mqu

M 22 2 2
= md e T e, 7 M2 e

iQ? iq w? —Q°
m (HQ*+g
_ m X n n
lig OZ m|iq { a)s _QZ j

(A.46)

A.3.3 Tanque retangular

Os parametros m;, K,, e H, sdo determinados como uma funcéo da forma do tanque
(retangular, neste caso) e seu nivel de preenchimento. S&o considerados apenas modos
de slosh bi-dimensional, excitados por uma translacdo de tanque na dire¢do x ou uma

rotacdo angular em torno do eixo y, como indicado na Figura A.7.

A forca lateral do liquido exercida no tanque pelo sloshing para uma excitacdo
horizontal paralela ao eixo x do tipo X(t) = zaeexp(if2t) pode ser representada pela
equacao:

F N _ 2

% _1+8aztanh[(2n Dzh/a] Q

—iQ2X My, h& @n-)°72° o2 -O°

Utilizando-se a equacgdo A.45 obtem-se:

mn=m.iq{ a tanh[(2n—13)7z£1/a]} (A47)
h  (2n-1)°x

As freqliéncias naturais do slosh sdo dadas pela solucéo da equacdo A.19, reproduzida a

sequir:
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w? = 7(2n 4)[%) tanh{;z(Zn —1)(5}

Conseqlientemente, as constantes elasticas do modelo devem ser escolhidas como:

K, —m, {8 g tanh[(2n-1)7h/ A]} (A48)

h (@2n-12x°

A forga do slosh para uma aceleracéo rotacional sobre o eixo y do tipo ay=—1 agexp(if2t)
no centro de massa é dado pela equacdo A.35 reproduzida a seguir:

7h zh
-F, 1(Ejzgizoo:tanh[(Zn1)61} 1 tanh{(Zn—l)zalr g o
h

mea,Q?h  |12\h) "h&g  (@n-°2° |2 n_p ™M ho;
2a

que, apos ser re-escrita usando as seguintes identidades:

2 —
1 Q e BZtanh[(2n 1)7zh/a]: a

— =1+
ol —Q° w? —QF (2n-1°~° 12h

n

e ser comparada com a equacdo A.45, pode-se ver a duplicacdo da forca causada pela
rotacdo no eixo y dada pelos mesmos valores das massas do modelo conforme equacéo

A.47, e a elevagdo axial das massas deve ser escolhida tal que:

H, 1 a tanh[(2n-1)zh/2a]

n

h 2 2h (2n-)rx

(A.49)

O torque do slosh é dado pela equacdo A.31 para uma excitacdo translacional no eixo X,
e pelas equacbes A.36 e A.37 para uma excitacdo rotacional no eixo y. Comparando
estas equacdes a equacao A.46 de torque do modelo (com o auxilio de mais algumas
identidades) obtém-se 0s mesmos requisitos para m, e H, que foram encontrados dos
requisitos de duplicagdo de forca. Adicionalmente, o momento total de inércia do

modelo deve ser escolhido para satisfazer:

lo+mgHZ+ > mHZ =1 41— 4 . h -

y 2 . on-1)1°
1+(h) 1+(h) = (n d
a a




De fato, esta equacédo determina lo uma vez que todos os outros parametros do modelo ja

estdo determinados. Em geral, 10 ndo é uma grande contribuicdo para o torque.

Em resumos, as expressdes acima mostram que os parametros do modelo ndo dependem
da amplitude ou da freqliéncia de uma excitacdo harmonica simples do tanque. Uma vez
que qualquer excitacdo periodica pode ser representada por uma série de Fourier,
portanto, os parametros do modelo sdo completamente gerais e independentes da forma
de excitacdo do tanque. Além disso, a dependéncia da constante elastica do modelo da
gravidade g pode ser eliminada mudando-se para a forma pendular do modelo. Como ja
mencionado, a transformacéo € realizada pela localizacdo do ponto de articulagcdo do
péndulo para cada massa de slosh m, e uma elevagdo L, +H,, onde L,=(g/@)’° é o

comprimento do péndulo.
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APENDICE B - COMPORTAMENTO DOS LIQUIDOS EM
MICROGRAVIDADE

Este capitulo apresenta e discute uma abordagem tedrica para a dindmica de sloshing

em microgravidade (Ibrahim2005).

O efeito do potencial gravitacional regular sobre a massa de um liquido é de
estabilizacdo levando seu volume para o fundo do seu contéiner. Quando a forca sobre o
liquido diminui, seu volume assume qualquer posi¢do dentro de seu contéiner de uma
maneira imprevisivel. Assim os problemas da dindmica do sloshing do liquido sob
microgravidade sdo diferentes daqueles encontrados sob um campo gravitacional
regular. Sob microgravidade as forcas de tensdo superficial comecam predominar em
detrimento da forca gravitacional. A razdo entre a forga gravitacional e a forca de
capilaridade é chamada de nimero de Bond. Valores muito pequenos do nimero Bond,
indicam que as forcas de capilaridade predominam e neste caso a superficie livre do
liquido ndo sera plana, mas subira ao redor das paredes verticais de um contéiner.

O estudo do comportamento do liquido em microgravidade envolve a mecéanica e a

termodinamica dos sistemas capilares.

Os assuntos aqui abordados sdo: a mecanica de uma superficie liquida livre sob
microgravidade; a estabilidade da estatica e dindmica da superficie liquida livre; a linha

de contato, e angulo de contato.

B.1.Fundamento Matematico (Cinética e Geometria da Superficie Livre do
Liquido)

B.1.1.Tensdo Superficial e NUmero de Bound

E possivel detectar, na interface entre um liquido e um gas (ou entre dois liquidos que
ndo se misturam), a existéncia de forcas superficiais. Este fendbmeno se deve ao fato de
que a superficie do liquido se comporta como uma membrana sobre a massa liquida.
Isto ocorre porque as moléculas do liquido na superficie liquida estdo sujeitas a uma

forca de atracdo mutua (coesivas) para o interior da massa do liquido. Pode-se
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considerar que forca de atracdo atua no plano da superficie e ao longo de qualquer linha
de superficie. A intensidade da atracdo molecular por unidade de comprimento ao longo
de qualquer linha na superficie é conhecida como tenséo superficial o (Newton/metro).
Sob um campo gravitacional baixo, as forcas coesivas na superficie se manifestam e os
efeitos da tensdo superficial devem ser considerados. A pressao ao longo da borda do
liquido é diferente da pressdo fora do volume do liquido, e esta diferenca pode ser
determinada como segue: na Figura B.1 considera-se um elemento, Ax, da superficie,
tomando a tensdo superficial e a inclinagdo ao lado direito do elemento como o e

onlox, respectivamente; a tensao superficial e a inclinacdo ao lado direito do elemento,
att a primeira ordem da série de Taylor, como o+ (0o /oX)Ax e
onlox+(0*n10x*)Ax, respectivamente; e a pressdo do gas imediatamente acima da
superficie e imediatamente abaixo como P, e P(x,t), respectivamente, tem-se a soma

das forcas ao longo da vertical como

on , 'y on
P(x,t) - P, AX + +—Ax —AX |-0—=0 B.1
[() ]A( OX j(ax ox’ J OX (8.1
Simplificando e considerando o caso de tensdo superficial constante, que é, do/0ox =0,
obtém-se
82
P(x,t)=P,—0— v (B.2)
Se P, ¢ constante, a derivada no tempo da equagdo B.2 pode ser escrita como
2 3
OP(x,t) _ 50 : {8_77] _ 0 d)(;(,o,t) (B3)
ot ox*\ ot oX 0z

onde on/ot foi substituido pelo gradiente da fungdo potencial, 6@ /0oz, para fluxo de

potencial.
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ga— 7—v Plx)

Figura B.1 Forcas de superficie agindo em elemento da superficie do liquido.
Fonte: Ibrahim (2005).

(b)

Figura B.2 Efeito da tensdo de superficie em tubos capilar: (a) Elevacdo da coluna para um
liquido que molha o tubo. (b) Depressédo da coluna para um liquido que ndo molha a
parede do tubo.

Fonte: Ibrahim (2005).

Como consequiéncia da tensdo superficial é observada a elevacdo ou queda de um
liquido em um tubo capilar como mostrado na Figura B.2. Para a Figura B.2a um tubo
de diametro pequeno e aberto € inserido em um liquido; neste caso o nivel do liquido no
tubo subira acima do nivel do reservatério, porque ha uma aderéncia entre as moléculas
da parede do tubo e as moléculas do liquido forte o suficiente para superar a atracdo
mutua (coesdo) das moléculas do fluido, fazendo com que o fluido suba no capilar até a
altura h. Diz-se entdo que o liquido molha a superficie sélida (fendbmeno de
molhamento). Por outro lado, no caso da Figura B.2b, se a aderéncia entre as moléculas
da parede do tubo e as moléculas do liquido for fraca comparada a atracdo mutua
(coesdo) das moléculas do fluido, o nivel do fluido dentro do capilar ficara abaixo de

uma altura h em relacdo ao nivel do reservatério. Nesta condicdo diz-se que o liquido
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ndo molha a superficie solida. A tensdo superficial € uma propriedade do liquido e

depende da temperatura; em geral ela diminui com a temperatura.

Na Figura B.2a, pode-se assumir que a superficie é esférica e, neste caso, a tenséo
superficial junto a parede tem angulo zero. Como Pz—Pl:pgh' pode-se estimar a
altura h a partir do equilibrio estatico entre os pontos 1 e 2. A forca da pressdo dada por
aR?*(P,—P,) = 2R?*pgh, deve estar em equilibrio com a forca de tensdo superficial,
o27aRcos Y, onde ¥ € o angulo de contato estatico medido do lado liquido da linha de

contato. Deste modo, a altura € obtida da condicdo de equilibrio (IBRAHIM, 2005).

O-ZﬂRCOS‘gs:ﬂRZ,Ogh—)E:Z 0_2 0s 9 :2C0819S
R P9R

(B.4)

S
Bo

onde N, = pgR*/ o é referido como niimero de Bond, que mede a razdo entre a forga
gravitacional e a forca de tensdo superficial. Para valores de Ng, >>1, a forca
gravitacional predomina, e para Ny, <<1, a forga de tenséo superficial predomina e a

superficie livre do fluido sobe nas paredes do contéiner.

B.1.2Angulo de Contato Estatico e Dinamico

Solid

IS

Figura B.3 Tensdo de superficie entre gas, liquido e superficie slida em equilibrio estatico.
Fonte: Ibrahim (2005).

Na Figura (B.3), identificam-se trés fronteiras, gas/liquido, liquido/sélido, e s6lido/gas,
cada uma possuindo uma tenséo de superficie, o5, o5, & og, respectivamente. O
equilibrio estatico na horizontal requer

0,C0SY, =04 — O (B.5)
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Deve-se considerar a existéncia de uma forca de reacéo no solido, — o, sen 9, , para que

a componente vertical das forcas de tensdo superficial na linha de contato seja
balanceada. Porém, sendo o sélido modelado como um corpo rigido, esta condi¢cdo nédo
pode ser satisfeita. Entdo, o que restringe esta forca para ter somente uma componente
vertical? Ibrahim (2005) cita diversos pesquisadores que estudaram o assunto, tais

citacdes, a titulo de esclarecimento, s&o reproduzidas abaixo.

Gauss (1829) forneceu uma base tedrica rigorosa para a equacao B.5 indicando que o angulo de
contato estatico é uma propriedade Unica do material. Entretanto, isto geralmente diverge com
observacgdes experimentais.

O angulo de contato de uma gota liquida sobre uma superficie horizontal plana pode ser medido
diretamente em uma fotografia ampliada desenhando-se sobre ela uma linha tangente a interface
gas/fluido na linha de contato. Padday (1969) propés um segundo método indireto utilizando da
forma de menisco a medida da altura do 4pice da gota e o seu volume. Padday (1971) forneceu
um tratamento detalhado da teoria da tensdo de superficie incluindo linha de contato e angulo de
contato. Existem diversos outros métodos para determinar o angulo de contato estatico descritos
por Dussan (1976, 1979). A mecanica do menisco estatico foi estudado por Concus (1968).

Dussan (1979) estudou o comportamento a linha de contato em termos da relagéo entre o angulo
de contato e 0 movimento relativo da linha de contato. Ela forneceu uma discussdo minuciosa
dos angulos de contato dindmico e estatico para velocidades relativas unidirecionais. Seus
resultados foram representativos para experimentos com nimero de Reynolds pequeno, nimero
de Weber pequeno, e nimero de Froude pequeno. O trabalho de Dussan essencialmente lidou

com fluxo unidirecional. Foi mostrado que o angulo de contato, %, , ¢ uma fungéo da velocidade
da linha de contato somente, isto ¢, 8, = f (U) como mostra a Figura B.4, onde J; representa

o angulo de retrocesso quando U — 0~ e o ponto de contato move para o liquido, e
&, representa o angulo de avanco definido quando U — 0" e o ponto de contato move-se para

longe do liquido. Existe uma velocidade critica, U, > 0, abaixo da qual pode ocorrer uma

transicdo e o movimento da linha de contato aparenta ser instavel e espasmatico (referido como
“stick-slip” (adere-desliza)). A Figura B.4 mostra dois pontos especificos localizados exatamente

em U =0, indicados por 3, e Y. Estes angulos foram experimentalmente observados por

Elliott e Riddiford (1967) quando mantendo a linha de contato inicialmente estatica e permitindo
gue o angulo de contato variasse até que fosse observado movimento da linha de contato.

Obviamente, existe um intervalo [SR,Sa] para o qual a linha de contato ndo parece mover-se,

uma situacdo similar aos coeficientes estatico e dindmico de fric¢do. Esta ndo singularidade no
angulo de contato estatico € muitas vezes referida como histerese de angulo de contato. A
condicdo de contorno da linha de contato é ndo linear devido a ocorréncia da histerese, para
movimento estavel unidirecional de nimero de Reynolds baixo (Perlin e Schultz, 1996, 2000). A
Figura B.4 revela uma caracteristica similar a dependéncia do coeficiente de friccdo em relacdo a
velocidade de deslizamento relativa, conhecida como inclusbes diferenciais (differential
inclusions). Inclusdes diferenciais podem ser consideradas como equacdes diferenciais que
consistem de termos valor ajustado (set-valued) ou valores mdltiplos (multi-valued).
Conseqlientemente, a existéncia e unicidade de solugdes ndo sdo garantidas, exceto em poucos
casos (Filippov, 1964 and Dupont, 1992).
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191

Figura B.4 Dependéncia do angulo de contato 1 na velocidade da linha de contato.

Fonte: Ibrahim (2005).

A presenca de liquidos inerentes a viscosidade cria algumas dificuldades na solugdo do campo de
fluxo do fluido mesmo com uma linha de contato em movimento (uni-direcional). Dussan e
Davis (1974) mostraram que uma singularidade de tensdo (stress) néo integravel ocorre na linha
de contato se um movimento da linha de contato é forcado a obedecer a condi¢éo de contorno de
ndo deslizamento. Um modelo, que evita a singularidade permitindo que o ponto de contato
mova-se ao longo da superficie sélida, foi proposto por Navier. Ele postulou que a tensdo
resistente  em uma superficie sélida fixa é proporcional a velocidade relativa ou

PN = oV /on, onde [, é uma constante, V' € a velocidade paralela a superficie solida fixa,
N é a normal & superficie s6lida, e x é a viscosidade dindmica do liquido. Goldstein (1938)
forneceu uma descricéo sistematica a esta condi¢do de contorno.

As condicBes de contorno para a oscilagdo da linha de contato para nimero de Reynolds alto
foram examinadas experimentalmente em uma placa oscilando verticalmente por Ting e Perlin
(1995). Contornos da linha de contato oscilantes sdo importantes na ondulagdo e outras
interacBes de fluxo com um contorno sélido. Benjamin e Scott (1979) e Graham-Eagle (1983,
1984) investigaram a propagacdo de ondas em um canal aberto estreito com condicGes de
extremidade pinned-end (posicdo de linha de contato fixa). Hocking (1987a) demonstrou a
importancia dos efeitos da tensdo de superficie em uma linha de contato e mostrou que o
amortecimento das ondas capilares gravitacionais em um contorno rigido é originalmente devido
aos efeitos capilares. Diversos outros estudos demonstraram a importancia dos efeitos capilares
no movimento e amortecimento de onda (ver Miles, 1967, 1990b, 1991a , 1992, Joo, et al., 1990,
Hocking e Mahdmina, 1991, e Cocciaro, et al., 1991, 1993). O efeito da taxa de fluxo no angulo
de contato dindmico foi estudado por Coney e Masica (1969).

Baseado na relacdo das linhas de contato unidirecionais dada por Dussan (1979), Young e Davis
(1987) propuseram quatro relagdes possiveis entre angulo de contato e velocidade de linha de
contato para um contorno de linha de contato oscilante. Estas relagdes tratam de: (a) histerese do
angulo de contato; (b) linha de contato fixa; (c) angulo de contato fixo; e (d) variagdo de angulo
de contato suave (sem histerese de angulo de contato). Usando estas relagdes e um balango de
forcas na linha de contato, ele apresentou uma solucdo para a linha de contato oscilante no limite
do escoamento lento (creeping-flow). Ele considerou um movimento pequeno da placa tal que o
efeito inercial fosse pequeno. Conseqlientemente, o comportamento da linha de contato é
governado por uma relagdo similar a de Dussan (1979). Eles descobriram que a histerese do
angulo de contato e o escarpamento (steepening) do angulo de contato com o aumento da
velocidade da linha de contato resultaram em efeitos dissipativos. Eles também descobriram que
0 movimento da linha de contato tende a ficar para trds do movimento da placa devido aos
efeitos da inércia.
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Hocking (1990a) usou uma condi¢do de contorno de linha de contato oscilante para calcular as
ondas geradas por uma placa vertical oscilando verticalmente. Ele incluiu os efeitos capilares a
linha de contato. Miles (1990b) considerou o efeito da viscosidade e um menisco de superficie

livre inicial ndo zero. Uma extensdo de deslizamento, |S , foi adotada para substituir a condicéo

de contorno de ndo deslizamento ao longo de toda a placa. Baseado em uma hipétese
fenomenoldgica, ele introduziu a condicdo de contorno de deslizamento (equivalente ao modelo
de deslizamento de Navier com |, = u/ ;)

oV

Y i B.6
solido san ( )

V-V

onde V é a velocidade vertical ao longo da placa (On/ ot na linha de contato). Miles assumiu
Isser funcdo da posicdo ao longo da superficie da placa, que desaparece a uma distancia dada

pela escala do alcance viscoso, |, =~/ 2V/ @, longe da linha de contato, onde @ ¢ a
frequéncia de oscilacdo da linha de contato. Isto significa que obedece a condigéo de contorno de
ndo deslizamento em alguma distancia, |S , longe da linha de contato. Conforme Miles (1990b) o

comprimento do deslizamento ndo é constante no caso oscilatério. Ting e Perlin (1995)
mostraram que a condi¢do de contorno no contorno oscilatério (jungdo triade) ndo é bem
definida. Contudo, eles forneceram algumas descrigdes qualitativas pertinentes as mudancas de
movimento da linha de contato como a amplitude das mudancas da placa. Hocking (1987a) e
Henderson and Miles (1990) indicaram que um crescimento da magnitude da viscosidade de até
trés vezes é requerido para igualar os resultados numéricos com as dissipacdes medidas. Perlin e
Schultz (1996) propuseram que a chamada “viscosidade efetiva” é o resultado da dissipacéo
gerada na linha de contato.

Sob gravidade baixa, 0 menisco terd grande curvatura e algumas condicoes devem ser aplicadas
para inclinacdo da interface na parede do tanque. As trés possibilidades para a inclinacdo da
superficie na parede do tanque séo:
ea inclinacdo mantém-se constante, para qual a histerese do angulo de contato dindmico esta
ausente (condicdo de contorno livre);
0 contorno da interface mantém-se fixa (condigdo de contorno aderente); e
ealguma condicdo intermedidria prevalece.

Os trés cenarios foram considerados por Reynolds e Satterlee (Capitulo 11 em Abramson,
1996a). Foi assumido que o angulo de contato medido no liquido com uma superficie calma (sem
disturbios) é zero, o que é tipico de diversos sistemas liquido-tanque. Contudo, é possivel que o
angulo na qual a onda em movimento encontra a parede ndao seja 0 mesmo que o angulo de
contato estatico, isto é, histerese.
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Figura B.5 Configuracgéo do vaso especial de forma esférica da superficie liquida livre ndo
perturbada em um tanque cilindrico.
Fonte: Ibrahim (2005).

A forca mais importante € a forga da capilaridade normalmente obtida em termos do nimero de
Bond. As caracteristicas das ondas de capilaridade foram examinadas por Siegel (1961), Siegert
et al. (1964, 1965), Habip (1965), Koval (1968), e Koval e Bhutta(1968). A teoria das ondas de
superficie de capilaridade é bem documentada por Finn (1974, 1978, 1979, 1986, 1999) e
Myshkis, et al. (1987). Para um menisco com simetria axial, a curvatura X é dada pela seguinte
expressdo, (Chu, 1964c¢ e Satterlee e Reynolds, 1964),

10 rf 10 f,

r

=—— +——
ror| 1+ f2+@/r?)f2 ) 100 J1+f7+@/r?)f;

K (B.7)

onde um subscrito indica diferenciacdo referente a uma varidvel subscrita, e z=1(r,0) éa
altura da superficie livre ndo perturbada do menisco, ver Figura B.5. A curvatura X tem um
importante papel na estabilizacdo da condicdo de contorno da superficie livre. Assumindo
liguido ndo viscoso, a pressdo normal associada através da superficie livre experimenta
descontinuidade para uma quantidade proporcional ao produto da tensdo interfacial e a curvatura
de superficie média é dada pela equacédo B.1 que é,

P,—P=ox (B.8)

Jahsman (1961) definiu a forma de equilibrio da superficie liquida livre em tanque cilindrico.
Fung (1965), e Hasting e Toole (1968) estudaram a resposta dinamica da superficie liquida
experimentando um repentino campo sem peso. Christiansen, et al. (1992) estudou o trés estados
das ondas capilares: ondas quasicristais, hexagonais, e radiais. Veldman e Vogels (1984) e
Utsumi (1988, 1989, 1997, 1998) consideraram diferentes casos de sloshing de liquido em
contéineres axissimétricos em um campo gravitacional baixo. A forma da superficie do liquido
para nimero de Bond baixo foi numericamente determinada por Wohlen, et al. (1975). As
caracteristicas da restricdo (constraint) de contorno das ondas capilares foram examinadas por
Benjamin e Scott (1979). Utsumi e Kondo (1987) determinaram a configuracao estatica de uma
superficie liquida em um contéiner esférico. Eles derivaram a equacéo diferencial que governa o
equilibrio da superficie liquida usando o principio do trabalho virtual em vez de usar uma
equacdo de Young-Laplace.

Chéo, et al. (1992) estudou numericamente os efeitos do g-jitter lateral na deformacdo da

superficie livre usando um esquema diferenca finita. Assumiu-se que a influéncia da histerese
poderia ser representada pela relacdo

102



/i =C B.9
or 'R v ( )

Se C, é uma constante ent&o a equacdo B.9 ndo representa o amortecimento ou a dissipagéo de

energia causada pela histerese. Em vez disso introduzindo uma relagdo funcional arbitraria, a
histerese sera desprezada na andlise, e assume-se que a linha de contato desliza-se facilmente

0
pelas paredes do tanque (a condicéo de contorno livre). Em outras palavras 8—77 =0, e neste
r r=R

caso 0 angulo de contato &, é definido pela expresséo

0 0

cotg =% | Jef %5 (B.10)
or rog o
r=

Isto significa que o equilibrio estéatico da forma da superficie livre poderia ser definido a priori.
Para nimero de Bond muito pequeno, a interface de equilibrio pode ser assumida como esférica

(Satterlee e Chin, 1965) e pode ser expressa pela fungio de forma f(r) = R —+/R* —r? para

Bo << 1. Como BO aumenta, a interface comeca a achatar-se e uma forma modificada foi
sugerida por Satterlee e Chin (1995) para valores de nimero de Bond na faixa de
10 << B0 <<100. Novos estudos sobre a natureza do &ngulo de contato foram feitos por
Ngan e Dussan (1982).

A vibracdo dos meniscos em rotacdo foi estudada por Chun, Ehmann, et al. (1987). Bauer e Eidel
(1989c) descobriram que oscilagBes de pequenas amplitudes no liquido tém uma influéncia
acentuada, para liquidos com pequenos angulos de contato, na dindmica dos contéineres. Dodge,
et al. (1991) estudou analiticamente o sloshing em baixa gravidade e pequena amplitude em
contéineres com simetria axial. Hung, Lee, e Leslie (1991a,b,c) mostraram que o re-
assentamento do liquido pode ser alcangado pela rotagao do tanque. A configuragdo de menisco
estatico e a estabilidade de uma superficie livre em tanques de propelentes sob gravidade
reduzida e gravidade zero foi estudada por Siekman, et al. (1981), Slobozhanin, et al. (1999a,b e
Slobozhanin e Alexander (2000).

B.1.3.Cinematica da Superficie Esférica

Pode-se determinar analiticamente a forma da superficie livre para tanques de geometria

simples. Em tanques cuja parede é uma concha de revolucéo, a forma da superficie livre

é esférica. A forma da superficie livre é determinada pela geometria do tanque, 0

volume do fluido, e o &ngulo de contato entre a parede e a superficie. Ibrahim (2005) cita

que Chin e Gallaghar (1964) e Babenko e Yurev (1980) analisaram a forma da

superficie de um liquido capilar em um contéiner cilindrico de secdo transversal

arbitraria. Cita ainda que Bauer e Eidel (1990) assumiram que superficie livre em um

contéiner cilindrico de raio R é esférica, se o sistema de coordenadas estiver colocado
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em z=h, onde h é aaltura do liquido. Na Figura B.5, a forma da superficie do liquido

ndo perturbada pode ser escrita na forma

r’+(Z-2)>=R?, z=Z +,R2—r?, (B.11)

0 que requer uma condicdo de volume constante da por

z 2zR

AR = [ [ [rdrdedz = 2R* h+27zjrz(r)dr (B.12)

-hoo

Substituindo a equacdo B.11 na equacdo B.12 e integrando tem-se

z- 2[R (R2-R?)?], (B.13)

3R?

sendo R, =R/cos$,, e substituindo a equagéo B.13 em B.11 obtém-se

2
2R R?
ré+|z- 1-sen*93) | = =RZ, B.14
{ 3003319C( C)} cos’g ° (8.14)
gue é uma superficie descrita por
R |2(1-sen®&) >
z,=f,(r)= ¢~ —J1—(rcos& /R)" |, B.15
0= () cossi 3c0s® 9, V1= /R) (815

Pode-se mostrar que se 4. =z /2, entdo o lado direito da equagéo B.15 desaparece. Da

equacdo B.15, zopara r=0 é

R |2(1-sen’y)
z, = f,(0)= -1 B.16
0= 1(0) cosSc{ 3cos’ 8, } (B.16)
Parar=R, é
= f,(R) = OR (2 2sen® 8. —3cos® 9 send,) (B.17)

Em um contéiner cilindrico a mudanca de superficie em microgravidade pode ser
descontinua ou “quase descontinua”, o que provoca grandes deslocamentos da massa

liquida resultante de pequenas variagcdes no angulo de contato. Em seu livro, lbrahim
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(2005) cita que a altura de uma superficie capilar foi determinada por Concus e Finn

(1976) ele escreve:

Concus e Finn (1974a, b, 1987, 1990a, b, 1991b, 1992) e Finn (1983, 1984) desenvolveram
alguns estudos analiticos para lidar com projeto de se¢des transversais de contéiner. Para secGes
transversais cilindricas em particular, um tipo descontinuo de mudanca pode ser realizado
qguando o angulo de contato cruza um valor critico. Acima deste valor critico, existe uma
configuracéo de equilibrio do liquido que cobre a base do contéiner cilindrico. Para &ngulos de
contato menores que o valor critico, tal configuracdo de equilibrio ndo pode existir. Concus e
Finn (1974a, b, 1990a, 1991b) estudaram o comportamento da interface para uma se¢do near-
rhombus (forma quase de losango) onde o comportamento pode ser quase descontinuo.

Concus, et al. (1999) apresentou resultados experimentais com ICE (Interface Configuration
Experiment) realizados abordo do Space Shuttle e da Estagdo Espacial Mir. Os contéineres
“exoéticos” utilizados sdo rotacionamente simétricos e tém a propriedade de que para um dado
angulo de contato e volume de liquido, pode aparecer um continuo (continuum) de distintas
configuracBes de equilibrio rotacionalmente simétrico, todas com a mesma energia mecanica.
Estas configuraces de equilibrio simétricas sdo instaveis, e deformagbes que ndo sdo
rotacionalmente simétricas podem ser mostradas matematicamente para definir configuracoes
com o mais baixo nivel de energia. Foi mostrado experimentalmente que configuraces estaveis
localmente distintas poderiam se formar e com diferentes caracteristicas dindmicas, confirmando
os resultados analiticos e numéricos. Verificou-se que este fenémeno de energia local assimétrica
pode ocorrer se as condi¢Bes para um recipiente exdtico ndo forem totalmente cumpridas. Outras
atividades de pesquisa recentes tém incluido a mecénica da linha de contato e as condi¢des de
contorno associadas. A linha de contato é a intersecdo de dois fluidos distintos com um sélido.

B.2.Analise Modal

A influéncia da tensdo superficial deve estar incluida nas equacgdes de campo de fluido
sob microgravidade. Ibrahim (2005) considera um contéiner cilindrico circular vertical
parcialmente preenchido com um fluido ndo viscoso, define S como sendo a interface
da superficie livre ndo perturbada, que faz um angulo de contato 4., e S' como a

superficie perturbada. Assim, para um fluxo incompressivel e ndo rotacional a equacéo

de continuidade é
Vd=0 (B.18)

onde @ ¢ a funcdo potencial de velocidade. A solucdo desta equacao deve satisfazer as
condigdes de contorno. Desprezando-se a velocidade normal a parede do tanque e ao

fundo, isto é,

o
or

_o 2

, =0 (B.19a,b)
R oz

z=-h

Na superficie perturbada, a equacao de Bernoulli instavel pode ser escrita na forma
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P 1|(od) (od \(od) oD

onde P ¢ a presséo exercida apenas no interior da interface, p é a densidade do fluido,
e n(r,0,t) =n,(r)+7(r,0,t) é aelevagdo da superficie livre do fluido total que consiste
na soma da componente sem disturbio, 7,(r), mais o deslocamento do disturbio,
n(r,0,t), e w(t) é uma funcdo arbitraria do tempo. A pressdo P esta relacionada
apenas a pressdo externa da superficie, P,, atraves da equacdo B.8, que € dada em

termos da curvatura da superficie, equagéo B.7.

A cinematica da condicdo de contorno da superficie livre é dada por

o _o0 00y _100an

5 —~ (B.21)
ot 0z oOr or r°o00 06

Conforme Ibrahim (2005) a funcdo arbitraria, y(t), pode ser substituida pela pressao do
liquido em equilibrio dividida pela densidade, R,/ p, no vértice da superficie livre em
equilibrio. Atraves do uso do equilibrio da pressdo da superficie, P, —P = ox, pode-se

escrever a equacdo B.20 na forma

P _p 2 2 2
=R o 1 (ai’j +(8g] (ai’j vanron+ 2 -0 (@22
P p 2|leor rod ) \ oz ot

A solucdo da equacdo B.18 permite fazer uma analise modal linear da superficie livre

do fluido sujeita as condigdes de contorno linearizadas. Sendo a funcdo potencial da
velocidade da ordem de &, onde & é um pardmetro pequeno, a elevacdo da superficie

livre pode ser expressa na forma
n(r,0,t) =n,(r) +en(r,0,t) (B.23)

Ibrahim (2005) cita “Satterlee e Reynolds (1964) expressaram a funcdo potencial de
velocidade e suas derivadas na superficie livre perturbada em uma expanséo da série de
Taylor sobre seus valores no menisco nao perturbado”. Isto permite uma Unica condi¢do
de contorno para transformar S’ em S. A condi¢cdo de contorno da superficie livre

dindmica adquire a forma
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o li rﬁr +ii 776’ +gﬁ+a£—o (824)
plror /1+,7gr r’ o6 /1+77§r ot '
A cinematica linearizada do contorno da superficie livre é

o _o» a0 on,

(B.25)
ot 0z or or

lbrahim (2005) assume também que a perturbacdo na inclinagdo o7 /or na linha de

contato é dada por, para ordem de ¢,

- =m (B.26)

onde y é um parametro que é responsavel pelos efeitos da histerese do angulo de

contato. Para expressar as equacgOes do campo fluido em termos de parametros nédo

dimensionais que inclui o numero de Bond, Ibrahim (2005) introduz os seguintes

parametros
R=r/R, Z=2/R, f=1,/R, ¢(%,9,Z)senwt=w,
gR
POR? 7 oR’w’
Ng, = HR,f)cosot =———, wa=——, T =Ry, L=h/R (B.27)
o Ry /&* o

A din&mica da superficie livre e as condigdes de contorno cinético séo, respectivamente,

1 0| RH, 1 0 H, 2
—— | 2 |+ —| —Z= |+ (Ng, )H+a@9=0 (B.28)
RoR| 112 | 69[1/1+ f;] ’
H_0P_of o¢ (B.29)
0Z OROR
A condicéo do angulo de contato €
My (B.30)
ORlpy
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Baseado na suposi¢cdo que a forma de menisco, f, é plana, isto é, H =0¢/0Z , a

solucéo da equacdo de Laplace, V?¢ =0, pode ser escrita na forma

#(R,0,2) =3, (& R)cosh[é (L +2))] (B.31)

onde &, sdo as raizes de J/(&,,)=0. Tendo em vista a condicdo cinematica,

H=0¢/0Z ,e f;=0,aequacdo B.28 toma a forma

10

1 2,
%%(m@m)"'ﬁ@ae +(Ng,)p, +@°¢p =0 (B.32)

Substituindo a equacéo B.31 em B.32 obtém-se a frequiéncia natural da superficie livre
T = PR, [0 = [M* &7, + (Ngy )& 1 tanh(,, L) (B.33)

Esta solucdo é baseada na suposicdo que o angulo de contato ndo mudae I' =0,

O sloshing lateral nos tanques cilindricos com fundos esféricos foi estudado por
Concus, et al. (1967). Barnyak (1971a, b) e Labus (1969) empregaram métodos
aproximados para determinar as freqiiéncias naturais de um liquido ideal sob um fraco
campo gravitacional. Bauer (1987c, 1991b) e Bauer e Kamerer (1992,1993)
determinaram as freqliéncias naturais de camadas de liquido girando e néo.

B.3.Modelo Mecanico

O modelo proposto por Dodge e Garza (1967) para microgravidade é mostrado na
Figura B.7 e é similar ao modelo para alta gravidade. Deve ser incluido um oscilador
massa-mola para cada um dos modos do slosh. Os pardmetros do modelo (mg, my, ho,
hn,kn) sdo calculados para igualarem-se as forcas e momentos reais com as forcas e

momentos causados pelo modelo para uma mesma excitagao.
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Figura B.6 Esquematico do modelo mecénico equivalente
Fonte: Adaptada de Dodge (1967).

A Figura B.7 mostra a for¢a da tensdo de superficie que age nas paredes do tanque ao
longo de um elemento ds da linha de contato. Fr=TRod @ é a forga linearizada no plano
da parede (para um angulo de contato de 0 grau) e, parte dela agindo na direcdo de

crescimentode 6, é F, , = . (0n7/06). F1 pode ser escrita como

g
H
27 a I = R 1 M " R
K, :J' _%T sen HdQ:[N jﬂpRg’an)z senaty ——2— g (B.49)

0
= 2 2
BO ot -Qr =

RO

M
onde H, = ZQnmJl(}Lm) é a altura da onda adimensional na parede para 0 modo n.

m=1
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Figura B.7 Forca de tensdo de superficie na linha de contato liquido-tanque.
Fonte: Adaptada de Dodge (1967).

Com o auxilio de @ pode-se calcular a parte da for¢a no tanque atribuida diretamente ao
movimento do liquido, se for adicionado a ele um potencial de velocidade para

particulas movendo-se com o tanque, @' = X ,QRcosécosQr . Esta parte da forca é

dada por
27 P+eg _
F=poR} [ | —(%—XOQZ cos@sen Qr+Z)cos€dZd9 (B.50)
o _h

Ro

onde ¢,=¢(R=16,r). O ultimo termo na integral, a parte igual a Z, pode ser

desprezada para nimeros de Bond muito grandes e, em tais casos, o limite superior na

integracdo de Z € zero. Entretanto, ap6s a linearizacdo ha uma parte ndo desprezivel:

2x f+eg
J' J'Z coslzdé = ﬂjgo cosad @ = X Q% sen QrzQ o7 (B.51)
0 RO
Assim, a forca F, passa a ser
S
F, = 7R3 Xx,0° sen ot /3+——,6’Z—+a)22—" (B.52)
R, Mt o2 I g s wz_ng
R, " R,
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M
onde 1, =" i”m J, (A4, )™

m=l ““m

Combinando F; e F; e rearranjando diversos termos, a forca lateral total no tanque sera

| _[ﬁ_len
F. = mpR3x,0" sen ot RL+{,B+(IB_LJ§:%:|+O)Z§: Ng, ) €2,
(B.53)

Calculando-se a forga lateral nas paredes do tanque exercida pelo sistema massa-mola

do modelo mecanico, encontra-se

I:mod elo

k

M M
m
= Xo@ senat| my+ >y m -y —" (B.54)
n=1 n=1 0)2 —_n

m

n

Comparando-se as equacOes B.53 e B.54 observa-se que o modelo mecanico fornecera

forcas equivalente ao sloshing se

1 \H,
o _cy
=0i(g/R) (B.56)
mn
e
A e

M
Pode-se mostrar atraves de calculos numéricos que ﬂpR03|:R£+ﬂ+[ﬂ— Nl JZ gg} é
0 B0 /n=l n

sempre proximo da massa total do liquido, dada por m, = zoR>(h/R, +0,264 ) ; como

M —o0, Dodge e Garza (1967) afirmam ser razodvel assumir que ela serad exatamente
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igual a massa do liquido. Assumindo entdo que o termo € igual a mT, a equagédo B.57
mostra que

M
Mo+ Y. m, =m; = zpRs (h/ R, +0,2643) (B.58)

n=1

De acordo com estas equacdes, pode-se calcular m, e k, para cada um dos enésimos
modos de sloshing e onda de superficie. A Figura B.8 mostra a massa do sloshing

fundamental m1 e a constante elastica fundamental k1, em funcéo do numero de Bond.

Em todos os casos, a quantidade de liquido que participa no movimento de sloshing é
menor que para Ngo=cc. De fato, para Ngo=10, a massa de sloshing é cerca de 10%
menor do que para o caso de gravidade alta. Para o segundo modo e 0os modos mais

altos, quantidade de liquido que participa no movimento de sloshing é muito pequena.

0.48 R TR R B B B D U
e —0.80 [&°
2 gkt A%
Bl 046, ——"by— *0.455 for Ngo* @ o
: 5 I o7 £
. ¥ . |
4 z
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=
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v a
o Iﬂ \ n
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Figura B.8 Massa e constante elastica do slosh fundamental
Fonte: Adaptada de Dodge (1967).

Ao realizarem 0 mesmo tipo de comparacgéo entre 0 momento do sloshing no tanque e o

momento do modelo, Dodge e Garza (1967) obtém os mesmos valores para mo, mp, € Ky,
e, adicionalmente, isto requer que

o Jh 1 mR G 1\ PndiGn)e™ 1 | H,
h, = O{RO o m {Z(ﬂ z] p ﬂ(ﬂ NB(,]QZ}} (B.59)

m=1 m m n
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hO :i(mThc.m.Zmnhnj (860)
n=1

mO
onde a coordenada do centro de massa acima do fundo do tanque é

F?+O,528ﬂ+0,128ﬂ2 F:]O

= R,| -2

. (B.61)
2[1+ 0,264ﬁh°j

Novamente, € observado que h, depende somente do modo n do sloshing. Além disso,
para Ngo=o0, quando Q,?=A, e Pon = 0 paran = m, a equacdo B.59 reduz-se a h, = h —
(2Ro/An). De qualquer modo, a linha de agdo do massa-mola é ligeiramente proxima ao

fundo do tanque quando Ngg=co.
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