


Dados Internacionais de Catalogagéio na Publicagio (CIP)

M446n Mauri, Geraldo Regis.
Novas abordagens para representagao e obtenggo de limitan-
tes e solugdes para alguns problemas de otimizagao combinato-
ria / Geraldo Regis Mauri. ~ Sao José dos Campos: INPE, 2008.
239p. ; (INPE-15481-TDI/1424)

Tese (Computagao Aplicada) — Instituto Nacional de Pesqui-
sas HFspaciais, Sao José dos Campos, 2008.

1. Dial-arride. 2. Alocagdo de bergos. 3. Programagio qua-
dréitica. 4. Rotulaciio cartografica. 5. Geracao de colunas. 6. Re-
laxacoes. 7. Programa linear. T.Titulo.

CDU 519.853

Copyright © 2008 do MCT/INPE. Nenhuma parte desta publicagao pode ser re-
produzida, armazenada em um sistema de recuperagio, ou transmitida sob qualquer
forma ou por qualquer meio, eletronico, mecénico, fotografico, microfilmico, repro-
grafico ou outros, sem a permissao cscrita da Editora, com excecao de qualquer
material fornecido especificamente no propdsito de ser entrado e executado num

sistema computacional, para o uso exclusivo do leitor da obra.

Copyright © 2008 by MCT/INPE. No part of this publication may be reproduced,
stored in a retrieval system, or transmitted in any form or by any means, eletro-
nic, mechanical, photocopying, microfilming, recording or otherwise, without written
permission from the Publisher, with the exception of any material supplied speci-
fically for the purpose of being entered and executed on a computer system, for
exclusive use of the reader of the work.



Dr.

Dr.

Dr,

Dr.

José Carlos Becceneri

Luiz Antenio Nogueira Lorena

Stephan Stephany

Eduardo Uchoa Barboza

Marcos Nereu Arenales

Aprovido (a) pela Banca Examinadora
em cumprimento 10 requisito ex:gido para
obtencfio do Titulo de Doutor(a) em

ComputacBo Aplicada

'\c::le , \C C&Z s,

\Presidente f INPE -c‘.aicam\la”hs -SP

Crisntador(s) / 'Iﬂ;}s@:gaméos, -8
= ) ) 6‘1

Membro da Banca / INPE / SJCampos - SP

B, A bnl,

Comndadn(a) { UFF / Rio-de Jane;ro RJ

Convidado(a) / USP$E_9:§a_ﬂos I S0 Car!iosr- SP

Sao José dos Campos, 28 de novembro de 2008
















AGRADECIMENTOS

A Deus, pela satde, protecgéo e oportunidade de chegar até aqui, estando sempre ao

meu lado.
A meus pais, por sempre acreditarem na importancia do estudo.

A minha familia, em especial & minha avé Tereza, pelo apoio e incentivo incondicional
durante todas as etapas da vida.

A minha esposa Larice, pelo amor e carinho, pela compreensio e apoio, e principal-

mente por estar sempre ao meu lado nos melhores e piores momentos.

Ao orientador professor Luiz Antonio Nogueira Lorena, pela diversidade de conheci-

mentos transmitidos e pela orientagdo e apoio continuo & realizac¢do deste trabalho.

Ao professor Marcone Jamilson Freitas Souza (UFOP), pela empolgacio e incentivo

a realizagao do mestrado e doutorado.

Aos professores Glaydston Mattos Ribeiro (UFES) e Alexandre César Muniz de
Oliveira (UFMA) pelas valiosas contribuicdes em partes desta pesquisa.

Ao Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais (INPE) pela oportunidade, e aos pro-
fessores pelos ensinamentos transmitidos, em especial aos professores Horacio Hideki
Yanasse, Stephan Stephany e Fernando Manuel Ramos.

Aos colegas do Centro de Ciéncias Agréarias (CCA) da Universidade Federal do
Espirito Santo (UFES) pela receptividade.

A grandiosa e eterna Reptblica VIRA SAIA (Ouro Preto) pela minha formacao,
aprendizado e convivéncia, e acs irm&os “Canalhas”, pela amizade, companheirismo

e conhecimentos transmitidos.

Aos grandes amigos Glaydston, Caé, Anténio, Corréa, Henrique, Siddo, Thiago,

Gilberto ¢ Reinaldo, pelo convivio e troca de experiéncias ao longo desta jornada.

A Fundagio de Amparo & Pesquisa do Estado de Sao Paulo (FAPESP), pelo auxilio
financeiro que viabilizou o desenvolvimento deste trabalho.






RESUMO

Esta tese apresenta novas estratégias para representar e obter solugoes para quatro
diferentes problemas de Otimizacao Combinatéria (OC). Além disso, sio apresenta-
das também algumas alternativas para verificar a qualidade de solugdes ja conheci-
das. Inicialmente, é proposta uma nova forma para representacdo de um problema
de roteamento de veiculos conhecido como Dial-a-Ride (DARP), e a partir dessa re-
presentagdo é aplicado um método baseado na metaheuristica Simulated Annealing
(SA) para obter solugtes. A representagio proposta olercce uma certa flexibilidade
na escolha do objetivo final a ser otimizado por meio de uma fungdo multi-objetivo,
o que permite tratar diversas especificidades do problema. O método proposto apre-
sentou excelentes resultados, e comparado & literatura obteve, em todos os casos,
melhores solugées sob o ponto de vista pratico do problema. Na sequéncia, a mesma
abordagem proposta para o DARP é adaptada e aplicada ao Problema de Aloca-
¢ao de Bergos (PAB), comum em sistemas portudrios. O Algoritmo de Treinamento
Populacional (ATP) e sua integragdo com a Programagio Linear (PL) por meio da
técnica de Geracao de Colunas (ATP/PL) também sdo aplicados ao PAB. A qua-
lidade das solugbes obtidas é verificada com a utilizagdo de um software comercial
para o qual estas sdo utilizadas como solugbes iniciais. Além disso, os resultados
ainda sdo comparados com uma abordagem recente encontrada na literatura, apre-
sentando melhores solugoes. Diversas abordagens visando a obtengao de limitantes
para o Problema de Programacgdo Quadratica Bindria Irrestrita (PQ) também so
apresentadas. Novas alternativas de Relaxacfio Lagrangiana com Clusters e de De-
composi¢ao Lagrangiana sao utilizadas para tratar o PQ. A Decomposi¢io Dantzig-
Wolfe também é aplicada em conjunto com esses métodos para obtengao de solugoes
e limitantes. Os resultados obtidos demonstram que os limitantes duais obtidos sao
melhores que os apresentados por relaxagoes lagrangianas tradicionais, e as solugdes
obtidas melhores do que as apresentadas em alguns trabalhos encontrados na litera-
tura. Por fim, a Decomposi¢ao Lagrangiana, em conjunto com heuristicas propostas,
é utilizada para resolver de forma exata o Problema de Rotulacao Cartogrifica de
Pontos (PRCP). Nesse caso, é considerada uma abordagem baseada no Problema do
Méaximo Conjunto Independente de Vértices (PMCIV), cujo campo de aplicagao é
extenso e a formulacao linear inteira conhecida, e outra baseada na idéia de rotular
o maior nimero de pontos sem conflitos, para a qual é proposta uma formulacio
linear inteira, desconhecida até entdo. As abordagens apresentadas sdo capazes de
provar a otimalidade, algumas até entdo desconhecidas, para praticamente todas as
instancias utilizadas, e os resultados obtidos superam os apresentados em trabalhos
recentes referentes ao PRCP. !

1A pesquisa apresentada nesta tese contou com o apoio financeiro parcial da FAPESP (processo
04/11053-9).






NEW APPROACHES FOR MODELING AND FINDING BOUNDS
AND SOLUTIONS TO SOME COMBINATORIAL OPTIMIZATION
PROBLEMS

ABSTRACT

This thesis presents new strategies for modeling and finding solutions to four diffe-
rent Combinatorial Optimization (CO) problems. In addition, some alternatives to
verify the quality of existents solutions are also presented. Firstly, a new approach
for modeling a vehicle routing problem known as Dial-a-Ride (DARP) is proposed
and a Simulated Annealing (SA) based method is applied to find solutions for it.
The proposed model suggests a flexibility on choosing the mainstream optimized
by a multi-objective function which can deal with different features of the problem.
The proposed method got excellent results and comparing against others found in
the literature presents, in all cases, best solutions under a practical point of view.
On sequence, the same approach proposed for the DARP is adapted and applied to
the Berth Allocation Problem (BAP) found on port management. The Population
Training Algorithm (PTA) and its integration with the Lincar Programming (LP)
by the Column Generation (PTA/LP) are also applied to BAP. The quality of the
found solutions is verified by using a commercial software to improve these solutions
as initial ones. In addition, the results are still compared with a recent approach
in the literature presenting better solutions. Several approaches aiming at bounds
for the Unconstrained Binary Quadratic Programming Problem (QP) are also pre-
sented. New alternatives of Lagrangian Relaxation with Clusters and Lagrangian
Decomposition are applied to QP. The Dantzig-Wolfe Decomposition is also applied
with these methods for finding solutions and bounds. The results show that the dual
bounds are better than those submitted by traditional lagrangian relaxations and
the solutions are better than those presented in some previous work found in the
literature. Finally, the Lagrangian Decomposition with some proposed heuristics is
used to solve on exact the Point-Feature Cartographic Label Placement Problem
(PFCLP). In this case, an approach based on the Maximum Vertex Independent
Set Problem (MVISP) is considered. This problem has an extensive application area
and an integer linear model are known. Another approach for the PFCLP is based
on labelling the largest number of conflicts free points wich an integer linear model
is unknown. Suggested approaches are able to prove the optimality (some hitherto
unknown) for practically all the used instances and the results improve the ones
presented in recent studies concerning the PFCLP. 2

2The research presented in this thesis had a partial financial support of FAPESP (process
04/11053-9).
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1 INTRODUGAO

Problemas de Otimizagao Combinatoria (OC) sdo comuns em diversas dreas e estio
presentes em grande parte das atividades cotidianas, como os servicos de trans-
porte publico, a criagao de horérios escolares, a confecgdo de mapas cartogréficos,
o transporte de criangas para escolas, os servicos de entrega em geral (correios, por

exemplo), o controle de trafego aéreo, etc.

Muitos desses problemas podem ser representados como uma minimizacio ou maxi-
mizagao de uma fungdo matematica cujas varidveis devem obedecer a certas restri-
¢oes. Encontrar solugoes dtimas ou mesmo aproximadas para esses problemas é um
desafio nem sempre facil de ser vencido. Para alguns desses problemas, sdo conhe-
cidos métodos eficientes de solugio. J& para outros, principalmente para problemas
com dimensoes reais, métodos de enumeragao implicita e relaxacoes sdo alguns dos

aplicados com maior sucesso.

Logo, percebe-se que para boa parte dos problemas de interesse real, com aplicagoes
praticas, a busca por solucoes étimas por meio de processos enumerativos torna-se
invidvel, principalmente pelo tempo necessario para se testar todas as possiveis so-
lugGes. Nesses casos, vdrias alternativas vém sendo desenvolvidas e/ou aprimoradas.
Dentre essas, destacam-se aquelas baseadas em modelos mateméticos simplificados ¢
métodos exatos de enumeracio implicita, heuristicas e metaheuristicas, e relaxacGes

e decomposicoes do problema original.

A determinagio de modelos matematicos para esses problemas é uma importante
estratégia nao sé para formalizi-los como também para resolvé-los (principalmente
por meio de softwares comerciais), ou em alguns casos, para perceber que sua reso-
lugao é mais complicada do que parece. Além disso, em geral esses modelos oferecem
os subsidios necessérios para se propor métodos que explorem o espaco de possiveis

solugdes de forma mais eficiente, evitando assim a busca exaustiva por boas solucoes.

Ja as heuristicas e metaheuristicas frequentemente sio exploradas quando nio se
conhece um modelo matemético para um problema, ou quando ja foi percebido que
“a solugao é realmente mais complicada do que parece”. Apesar de nio garantir a ob-
tencao das solucoes dtimas para os problemas, essas técnicas geralmente apresentam

boas solugoes em pequenos intervalos de tempo computacional.

Por fim, as relaxacoes ¢ decomposicoes apresentam a vantagem de definir valores
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limitantes para a possivel solucao dtima de um problema, e ainda pode apresentar
uma Iinformacgio dual de boa qualidade, o que permite avaliar a proximidade da
melhor solu¢ao encontrada em relagao & soluggo 6tima do problema. Algumas dessas
abordagens podem utilizar também a idéia de “dividir para conquistar”, ou scja,

decompor um problema mmito grande em véarios problemas pequenos.

A diversidade de possibilidades para o tratamento de problemas de OC é evidente,
assim como a busca por novas alternativas cada vez mais eficientes para resolvé-
los. Com esse intuito, busca-se nesta tese explorar um pouco de cada uma dessas
principais alternativas. Para isso, sdo aplicadas e propostas diversas abordagens para
o tratamento direto de quatro problemas com grande relevincia teérica e pratica.
As contribuigoes desta tese sao relacionadas a seguir de acordo com os problemas

abordados.

e Problema Dial-a-Ride (DARP): E proposto um modelo multi-objetivo que
fiexibiliza o tratamento de casos distintos do problema, principalmente per-
mitindo a busca por solugdes que priorizem a qualidade do servigo prestado,
e nao somente 0s custos operacionais. O modelo ainda generaliza outros
j4 existentes. E proposta também uma aplicacao do Simulated Annealing
juntamente com outras heuristicas especificas ao DARP para. resolver esse

modelo.

e Problema de Alocacéo de Bergos (PAB): E proposta uma relaxacao de um
modelo ja existente para representar o PAB. Sao propostas também aplica-
¢oes do Simulated Annealing, do Algoritmo de Treinamento Populacional
e do ATP/PL para resolver esse modelo. E apresentada também uma al-
ternativa, ainda nao mencionada na literatura, para verificar a qualidade

das solugoes obtidas.

e Problema de Programagio Quadrética Bindria Irrestrita (PQ): E proposta
a utilizagdo de uma restri¢do de corte para fortalecer uma relaxacao h-
near na busca por melhores limitantes para o PQ. S&o apresentadas duas
abordagens distintas de aplicagio da Relaxagfio Lagrangiana com Clusters
(LagClus) e trés baseadas na Decomposicao Lagrangiana (DecLag) para
obtencao de limitantes para um modelo linear do PQ. A melhor aborda-
gem para cada um desses casos ainda é aplicada em conjunto com a técnica

de Geragdo de Colunas (GC), agora com intuito de também encontrar so-
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lugGes viaveis para o PQ. Por fimn, a LagClus e a DecLag sao aplicadas a
um modelo baseado no PMCIV, resultante de uma transformagao baseada
em uma posiforme do modelo PQ.

o Problema de Rotulagio Cartografica de Pontos (PRCP): E proposta a
aplicacao da DecLag, juntamente com heuristicas lagrangianas, para resol-
ver de forma exata duas abordagens distintas para o PRCP. A primeira
abordagem considera o PRCP como um Problema do Maximo Conjunto
Independente de Vértices (PMCIV), e a segunda como um Problema do
Maéximo Niimero de Rétulos Sem Conflitos (PMNRSC). Nesse ltimo caso,

é proposta também uma formulacdo linear inteira, inexistente até entio.

1.1 Organizacao do restante da tese

O Capitulo 2 apresenta brevemente os principais fundamentos necessarios & com-
preensao das abordagens apresentadas nos capitulos seguintes. Nesse capitulo, é
exposta uma idéia geral sobre olimizagao multi-objetivo e programacao linear. Além
disso, sdo apresentadas também as idéias fundamentais referentes is metaheuristi-
cas Simulated Annealing, Algoritmos Genéticos, Algoritmo Genético Construtivo ¢
Algoritmo de Treinamento Populacional. Sao expostas também as idéias da Decom-
posicao Dantzig-Wolfe, da téenica de Geragao de Colunas, do método ATP/PL e
do Algoritmo de Subgradientes. Por fim, sdo apresentados alguns conceitos bdsicos
sobre relaxacoes e suas formas de aplicagio.

No Capitulo 3 é abordado o problema Dial-a-Ride (DARP). Uma descri¢io do pro-
blema e uma breve revisio bibliografica referente ao DARP sdo apresentadas. Além
disso, sido descritos dois modelos existentes para o DARP e o modelo proposto. Em
seguida, ¢ apresentado o método proposto para resolugdo do problema, os resultados

computacionals obtidos e algumas consideragoes.

O Capitulo 4 apresenta o Problema de Alocagio de Bergos (PAB). E apresentada
uma breve revisdo da literatura, e na sequéncia sdo apresentados os métodos utiliza-
dos para resolver o PAB. Por fim, sdo apresentados os experimentos computacionais

realizados e algumas consideragdes.

No Capitulo 5 é apresentado o Problema de Programacio Quadritica Bindria Ir-
restrita (PQ). Sdo mencionados alguns dos principais trabalhos referentes ao PQ, e
sao apresentadas as abordagens propostas, baseadas na Relaxagio Lagrangiana com
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Clusters, na Decomposi¢ao Lagrangiana, e na Geragio de Colunas. Além disso, so
apresentadas algumas relaxagoes lagrangianas tradicionais para o PQ, uma relaxa-
cao linear, e uma relaxagao linear com a utilizagdo de uma restricdo de corte. Ainda
é apresentada uma forma alternativa para representacéo do problema que utiliza a
idéia de posiforme. Finalmente, sdo apresentados alguns resultados computacionais

e algumas consideracoes.

O Capitulo 6 aborda o Problema de Rotulagio Cartografica de Pontos (PRCP).
O PRCP e os trabalhos relacionados mais recentes sao descritos brevemente. Na
sequéncia, sdo tratadas duas abordagens para o problema, uma mais geral, bascada
no PMCIV, e outra mais especifica, baseada na idéia do PMNRSC. Para o primeiro
caso, uma alternativa de Decomposicio Lagrangiana é aplicada a um modelo ja
conhecido para o PMCIV. Ja para o segundo caso (PMNRSC), néo se conhece um
modelo baseado em Programacio Linear Inteira (PLI) para representar o PRCP.
Logo, é proposto um modelo de PLIL, ¢ a Decomposicao Lagrangiana ¢ aplicada para
resolvé-lo. Sao apresentados resultados computacionais para as duas abordagens

tratadas, e algumas consideracGes encerram o capitulo.

Finalmente, o Capitulo 7 snmariza as conclustes e contribuigtes da pesquisa apresen-
tada nesta tese, seguidas por algumas sugestoes para sua continuagao. QO Apéndice A
apresenta nm exemplo de aplicagio das técnicas propostas para o P(Q), descritas no

Capitulo 5.

32



2 FUNDAMENTOS TEORICOS

Com o intuito de fornecer um embasamento tedrico a respeito das metodologias
utilizadas ao longo deste trabalho, este capitulo apresenta brevemente os principais
fundamentos necessédrios & compreensao das abordagens apresentadas nos capitulos

seguintes.
2.1 Otimizacao multi-objetivo

Em grande parte dos “problemas de otimizagdo”, o objetivo normalmente aborda
a minimizagio ou maximizacio de um custo bem especifico (geralmente referente
a custos operacionais). Entretanto, existe um ndmero expressivo de problemas que
apresentam mais de um objetivo. Esse tipo de problema pode ser classificado comao
problema de otimizacdo multi-objetivo, cujo objetivo final é formado pela otimizacéo

de mais de uma funcao objetivo.

Comeo definido em Cohon (1978) e Steuer (198G), um problema multi-objetivo con-
siste em determinar um vetor de varidveis de decisao que otimize um vetor de fungoes
objetivo e satisfaca o conjunto de restri¢oes envolvidas. Uma funcio multi-objetivo

pode ser representada matematicamente da seguinte maneira:

N(S)

Minimizar f(S) = f 5 (2.1)

f2(S)

fi(S), i = 1,....0 sdo as ¢ funcgoes objetivo para esse problema. Nio ¢ comum o
fato de que os diferentes objetivos possam ser otimizados simultaneamente com os
mesmos valores de parametros. Entao, algum tipo de “troca” entre os critérios das

fungoes objetivos ¢ necessdrio para assegurar a obtencao de resultados satisfatérios.

O conceito de “otimalidade” ndo se aplica diretamente a problemas multi-objetivo.
Nesse caso, tal conceito é substituido pela nocio de “Pareto Otimo”. Basicamente,
um vetor S* é denominado Pareto Otimo para a funcao multi-objetivo 2.1 se todos
os outros vetores S’ possuirem valores “mais altos” (em problemas de minimizagéo)
para pelo menos uma das fungoes objetivos f;(S’). Ou seja, uma solucéo S é chamada
Pareto Otima (ou eficiente ou nao-dominada) se o valor de alguma funcao objetivo

fi(8’) ndo puder ser melhorado sem piorar ao menos ums das outras.
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Os problemas multi-objetivo sfo geralmente resolvidos por meio da combinacao dos
muiltiplos objetivos em um objetivo tnico. A solucdo desse objetivo tinico é um ponto

no pareto 6timo para a funcéo multi-objetivo original.

Uma técnica usada frequentemente (JORGENSEN et al., 2007; MAURI, 2003; MAURI,
2003; MAURL LORENA, 2006a; MAURIL; LORENA, 2007) para combinar os miltiplos
objetivos de um problema multi-objetivo é a minimizagio (ou maximizagio) do
somatoério dos varios objetivos, sendo cada um desses penalizado com um valor
positivo (on negativo, no caso de um problema de maximizacao). A funcio a seguir
apresenta uma combinagao para o problema descrito na funcao 2.1. A escolha dos
valores dos pesos w; é baseada na “importancia” de cada uma das diferentes fungoes

objetivo, de acordo com a avaliagdo do usudrio.

Minimizar > wifi(S) w;>0, i=12..0 (2.2)

i=1

E possivel tratar uma funcao multi-objetivo de outras maneiras, como por exemplo,
pela programacao maulti-nivel. Na programacao multi-nivel os objetivos sdo ordena-
dos pela importéncia, e a partir de entdo, wm conjunto com os pontos que otimizam
o0 objetivo mais importante é encontrado. Feito isso, os pontos que pertencem a esse
conjunto séo otimizados, e o segundo objetivo mais importante é encontrado, e as-
sim por diante, até todos os objetivos serem otimizados, resultando em conjuntos
cada vez menores. Mais defalhes dessa técnica sdo apresentados em Migdalas et al.

(1997).
2.2 Programacgao Linear

Um problema de Programagéo Linear (PL) consiste em minimizar on maximizar
uma funcao linear considerando um conjunto de restricoes formado por equacoes
e/ou inequagoes lineares (BAZARAA et al.,, 1990). Caso as varidveis de decisao desse
problema sejam estritamente inteiras, a Programacio Linear é chamada de Progra-

magao Linear Inteira (PLI), ou simplesmente Programacio Inteira (WOLSEY, 1998).

O método Simplex, que é uma das principais formas de se resolver um problema de
PL, foi desenvolvido em 1947 por G. B. Dantzig, e apresentado em 1963 em um de
seus mais famosos livros, Linear Programming and Erxtensions (DANTZIG, 1963).
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A PL esta entre as técnicas de maior sucesso e mais amplamente aplicadas em
problemas de otimizacao, e é utilizada, com sucesso, em praticamente todos os tipos
de problemas combinatérios, como por exemplo, problemas de geragiao de escalas,
geracao de quadros de horarios, roteamento de veiculos, etc. Mais detalhes dessa
técnica sao apresentados em Bazaraa et al. (1990), Dantzig (1963) e Wolsey (1993).

2.3 Decomposicao Dantzig-Wolfe

A Decomposigao Dantzig-Wolfe é uma técnica que decompée um problema de PL
permitindo que sua resolucao seja dada por meio de solugoes alternadas para sub-
problemas lineares (que representam partes do problema original) ¢ de um problema
coordenador obtido a partir de transformagoes lineares desses subproblemas (DANT-
ZI1G: WOLFE, 1960). Uma descrigdo formal dessa técnica, baseada nas descricoes
apresentadas em Ribeiro (2007) e Wolsey (1998), é apresentada a seguir.

Considerando um problema P: v(P) = Max{cz : z € X} com uma regiao factivel X

que pode ser descrita como a intersecao de dois ou mais conjuntos com a estrutura

K
X = [ X%, para algum K > 1, esse problema P pode ser reescrito da seguinte

k=1
forma:
P v(P) = Maximizar:
K
Z cFz* (2.3)
k=1
Sujeito a:
Alz' + A%2* +  + AF2K = (2.4)
Dl;rl < d]_
< dy
- 2.5
< (2.5)
DK;]CK < d_{{
e ZPrteZ®,. 1" e 0¥ (2.6)

Nesse modelo, z* (k = 1,...,K) sio varidveis de decisio e ¢® (k = 1,...,K) seus
respectivos coeficientes (custos); b, dy, dy, ..., dg indicam a disponibilidades de

recursos; e AX e D¥ (kK = 1,.... K) sdo matrizes de coeficientes. Os conjuntos
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X* = {z* € Z}* : D*¥z* < di} devem ser independentes para k = 1,..,K, e so-
mente a restricido 2.4 devera acoplar os diferentes conjuntos de varidveis.

Considerando que cada conjunto X* possua um conjunto finito 7} de solugdes (pon-
tos extremos) {z**}7*,, cada ponto do conjunto X* pode ser escrito como uma

combinacao linear convexa de seus pontos extremos:

Te Te
{:i:’Q € R . gk = Z,\k,girk’i,z Apg = Lxgs € 0,1, ¥ t =1, K} (2.7)

t=1 =1

Logo, nsando essa definicdo de X*, o problema P pode ser assim definido:

Py v(P) = Maximizar:

K T
Z Z (ck:r:k’t) Akt (2.8)
k=1 t=1
Sujeito a:
K T
DD (AP N < b (2.9)
k=1 t=1
Ty
> =1 Vk=1..K (2.10)
t=1
A €[0,1] Vi=1,..,Tk=1,...K (2.11)

O problema de encontrar solugdes vidveis (pontos extremos) para X* é chamado
de subproblema, e o problema descrito pelas expressoes 2.8 a 2.11 é denominado
Problema Mestre (PM). Esses dois problemas definem a Decomposi¢do Dantuzig-
Wolfe. Mais detalhes dessa técnica sdo apresentadas em Bazaraa et al. (1990) e
Wolsey (1998).

2.4 Geracao de Colunas

A Geracgao de Colunas é uma técnica baseada na idéia de resolver um problema
de PL através da adigdo de varidveis (colunas) durante a fase de pricing do mé-
todo Simplex. Nessa técnica, um Problema Mestre (PM) permite a selecdo de um
melhor subconjunto de colunas (i.e. varidveis de deciséo) e é resolvido por uma, for-

mulacdo de PL do problema. Esse problema, por sua vez, tem seu préprio modelo,
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baseado frequentemente em um modelo de cobertura ou particionamento de con-
juntos com restrigdes adicionais, como por exemplo, restrigoes bdsicas de cobertura
e restrigoes globais, como o mimero de recursos disponiveis (veiculos, tripulagdes,
caminhoes etc.) (LAGREZE: LEBBAR, 2000).

Conhecida hé viarias décadas pela sua capacidade de resolver problemas grandes
de PL, a idéia principal dessa técnica consiste em: considerar um pequeno nimero
de varidveis (colunas) de cada vez; resolver o problema de PL (problema mestre
formado por essas colunas) e obter as solugoes primal e dual; gerar novas colunas
interessantes, com custo reduzido positivo (para problemas de maximizagio), com o
uso da solucao dual do problema principal para melhorar a solugao da PL anterior;
e repetir esse processo até que nenhuma melhora possa ser obtida na solugao da PL
(LAGREZE; LEBBAR, 2000).

Considerando a relaxagao linear do problema mestre (PMpy) descrito pelas expres-
k

soes 2.8a2.11. e uma coluna para cada z € X*, tem-se as varidveis duais
3 p ¥

Akg
{m:}™, associadas as m restrigdes de acoplamento 2.9, e {i;}/, as varidveis duais

associadas as restrigoes de convexidade 2.10).

O problema mestre requer que todos os pontos extremos de X* sejam definidos,
porém, em geral o nimero de pontos extremos ¢ muito grande, e sua enumeragio
explicita inviabiliza o uso direto do PM. Sendo assim, opta-se frequentemente por
trabalhar com um subconjunto de pontos extremos, e em seguida, geram-se novos

pontos extremos de maneira sistemaética.

Logo, considerando X* C X* como um subconjunto que representa os | pontos
extremos de X%, o problema mestre (2.8 a 2.11) com apenas um subconjunto de
pontos extremos X *! para cada k, passa a ser denominado Problema Mestre Restrito

(PMR). Sendo assim, pode-se generalizar a relaxacao linear do PMR da seguinte

forma:
PMRp; : 9(PMRp;,) = Maximizar:
) (2.12)
Sujeito a:
AX<h (2.13)



A0 (2.14)

_ b 5
b= ( L) A é uma matriz gerada conforme o nimero de colunas disponiveis, e &

corresponde aos custos referentes a essas colunas.

Ao resolver o PM Rpy,, obtém-se uma solucao 4tima X do problema, e uma solucéo
6tima do dual (m, i) € R™ x R, Qualquer solucao vidvel do PM Rpy, é vidvel para
PMpy,. Em particular, se A\* é uma solucdo vidvel de PMpy, entdo 9(PMRpr) =
5 m K
EX* = Y mbi + > up < v(PMpy,) (WOLSEY, 1998).
i=1 k=1
Com o objetivo de inserir novas colunas que melhorem a funcéo objetivo do PM Rpy,,
o subproblema passa a ser denominado de subproblema gerador de colunas. Logo,

esse subproblema pode ser definido como:

Zy=Max{( —nA*)z:2 e X*}VE=1,... K (2.15)

Desta forma, o subproblema torna-se um problema de custo reduzido 8 (0 = Zx —
i) ou problema pricing (WOLSEY, 1998). Caso 6, > 0 para algum k, a solugio
correspondente & solugéo 6tima #* do subproblema tem um custo reduzido positivo,

K=k

ckz

a coluna ( e deve ser inserida no PM Rpr,, e 0 novo PMR deve ser novamente
¥

resolvido. Logo, 6, > (¢® — mA®)z — py para todo z € X*, e consequentemente

(cF — wA¥)x — iy, — 6 < 0 para todo € X*. Assim, sendo 6 = (A, ...,0x), tem-se

que (7, 1+ 8) é um dual vidvel para. o PMp,. Entdo, pode-se afirmar que:

K
’U(PMPL) < b+ Z ({J,k == gk) (216)
k=1

Por fim, se 6; > 0 (para problemas de maximizagao) é interessante que a coluna
seja introduzida no PMR para tentar melhorar a sua solucdo (este é o primeiro
critério de Dantzig do algoritmo Simplex), ¢ caso 0, < 0 para todo k = 1,.... K, a
geracao de colunas é encerrada, pois uma solucéo 6tima foi obtida. Assim, um método
eficiente para gerar novas colunas com custo reduzido positivo é gerar essas colunas
dinamicamente, considerando os valores das varidveis duais da solugao corrente. Mais
detalhes dessa técnica sfio apresentados em Willelm (2001) e Wolsey (1998).
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2.5 Simulated Annealing

O Simulated Annealing (SA) é um método de busca local que aceita movimentos de
piora para escapar de 6timos locais. O SA foi proposto originalmente por Kirkpatrick
et al. (1983) e se fundamenta em uma analogia com a termodindmica ao simular o
resfriamento de um conjunto de dtomos aquecidos. Essa técnica comega sua busca
a partir de uma solugao inicial qualquer. O procedimento principal consiste em um
loop que gera aleatoriamente, em cada iteragio, um tnico vizinho S’ da solugdo

corrente S.

A cada geragéo de um vizinho $’ de § (§ € U(S)), é testada a variacgo do valor da
fun¢ao objetivo (custo), isto ¢, A = f(S’) — f(S). Para um problema de minimizagao,
se A < 0 o método aceita a solugao e S’ passa a ser a nova solugao corrente. Caso
A > 0 a solugao vizinha candidata também poderd ser aceita, mas neste caso,
com uma probabilidade ¢/, onde T é um parimetro do método chamado de
temperatura, que regula a probahilidade de aceitacao de solugoes de pior custo.

1. DADO (a, SAmax, Ty, Te e §) FACA
2. 8% « §; {Melhor solugdo obtida até entdo}

3. IterT « 0; {MNimero de iteragdes na temperatura T}
4. T < Ty; {Temperatura corrente}

5. ENQUANTO (T > T.) FAGA

6. ENQUANTO (IterT < SAmax) FACA

Ty TterT « IterT + 1;

8. GERAR (um vizinho qualquer S8’ & ¥(S)};

Dise A<« £(87) - £(8);

10, SE (A < 0) 5 ¢ 8

i i SE (£(8') < f(8*%)) S* «— §'; FIM-SE;

12. SENAO

13. TOMAR (x = {0,11);

14. SE (x < ™) S < §’;  FIM-SE;

5. FIM~SE;

i6. FIM-ENQUANTO;

K T« o * T; TterT « 0;

18. FIM-ENQUANTO;

19.5 <« §*;

20. RETORNAR (8);

Figura 2.1 - Algoritmo Simulated Annealing.
Fonte: Adaptada de Mauri (2003, p. 17).
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A temperatura T assume inicialmente um valor elevado 7. Apds um nidmero fixo
de iteracoes SAmaz (o qual representa o numero de iteragoes necessarias para o
sistema atingir o equilibrio térmico em uma dada temperatura), a temperatura ¢é
gradativamente diminuida por uma razéo de resfriamento o, tal que, em um instante
t, T; «— a* T4, sendo 0 < o < 1. Com esse procedimento, no inicio, da-se umnia
chance maior para escapar de minimos locais e, 4 medida que T aproxima-se de
zero, o algoritimo comporta-se como um método de descida, uma vez que diminui a
probabilidade de se aceitar movimentos de piora (T — 0 = e 2/ — ().

O procedimento para quando a temperatura chega a um valor préximo de zero
(temperatura de congelamento: T') e nenhuma solugdo que piore o valor da melhor
solucao é mais aceita, isto €, quando o sistema estd estavel. A solugao obtida guando
o sistema encontra-se nesta situagio evidencia o encontro de um minimo local, o que

em alguns casos também pode representar um minimo global.

Os parametros de controle do procedimento s&o a razao de resfriamento «, o nii-
mero de iteragbes para cada temperatura SAmaz, a temperatura inicial Ty, e a
temperatura de congelamento T A Figura 2.1 apresenta um algoritmo Simulated
Annealing “padrao”. Algumas aplicagdes desse método sdo apresentadas em Mauri
(2003), Mawri e Lorena (2006a), Mauri e Lorena (2006h) e Mauri et al. (2008b).

2.6 Algoritmos Genéticos

Desde os anos 80 os Algoritmos Genéticos (AGs) sao utilizados para solucionar
problemas de otimizacio combinatéria e de outras dreas. Um AG é un procedimento
computacional capaz de emular o processo Darwiniano de sele¢ao natural que vem

se mostrando ser bastante interessante em aplicagoes de OC.

Em analogia com o sistema biolégico, cada candidato a solugao do problema repre-
senta um cromossomo ou individuo da populagio, que é o conjunto de todos esses
candidatos. Cada individuo da populagao pode ser representado no AG por um con-
junto bindrio (0 e 1), por nimeros inteiros, por nimeros de ponto flutuante, ou por
caracteres. Fsses individuos ainda tém um custo associado, que determina sua habi-
lidade para sobreviver e produzir descendentes no processo de sele¢ao natural. Para
melhorar o custo ou a aptidao dos individuos das populagdes sucessivas sdo necessa-
rios os operadores genéticos. Esses operadores permitem selecionar individuos mais

aptos & sobrevivéncia para reprodugao, além de manter as caracteristicas de adap-
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tacdo adquiridas pelas geragoes passadas, criando individuos cada vez mais aptos.

Uma descricao detalhada dessa técnica é apresenta em Goldberg (1989).
2.6.1 Algoritmo Genético Construtivo

O Algoritmo Genético Construtivo (AGC) foi primeiramente abordado por Lorena
e Lopes (1996). O aspecto construtivo do AGC estd relacionado ao fato de que, ao
longo do processo seletivo, uma populagio de solugdes incompletas (esquemas) é
utilizada como base para a construg@o de uma populagio de solugdes completas (es-
truturas). Tanto esquemas quanto estruturas competem entre si durante o processo
evolutivo. Estruturas sdo formadas a partir de recombinagdes de esquemas, e entao
tem-se uma melhora tanto das estruturas quanto dos esquemas ao longo das gera-
¢Oes. Outras caracteristicas importantes e inovadoras do AGC estao na utilizagio
de populagdes de tamanho varidvel ao longo das geragdes, e a possibilidade de usar

heuristicas para definicao das fungoes de avaliagao de aptidao dos individuos.
2.6.2 Algoritmo de Treinamento Populacional

Trata-se de uma técnica evolutiva empregada pioneiramente por Oliveira (2002),
derivada do Algoritmo Genético Construtivo (AGC), e desenvolvida no Instituto
Nacional de Pesquisas Espaciais (INPE). Segundo Oliveira (2002), o termo “treina-
mento” significa fazer com que certo modelo seja adaptado a um ambiente, inicial-
mente desconhecido, por meio do ajuste de seus pardmetros de acordo com alguma

medida de desempenho esperada.

Na proposta de tese de Oliveira (2002) é apresentado o Algoritmo de Treinamento
Populacional (ATP), bascando-se nas idéias do AGC e principalmente no uso de
heuristicas para defini¢ao das aptidoes dos individuos na populagdo. O ATP pode
ser visto como uma nova forma de direcionar a evolugao de individuos (solugoes
candidatas), utilizando-se para isso informacoes sobre o ambiente (problema) a ser
assimilado. Tais informagoes sdo extraidas do ambiente por heuristicas especificas.
Um individuo é considerado bem adaptado de acordo com certa heuristica se ele nao
puder evoluir (ser melhorado) com relacdo & heuristica de treinamento empregada.
Um individuo bem adaptado deve entdo participar do méximo de geracoes possiveis

no processo evolutivo.

A adaptacdo no treinamento populacional é entdo utilizada como direcionador, ou

seja, regides do espago de busca (universo de possiveis combinagbes de solugdes)
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ocupadas por individuos bem adaptados serdo mais exploradas que as demais. A

Figura 2.2 apresenta o ATP.

1. DADO {®,71,k,ATPNax, 9nax: ¥r B, Step)

2. CRIAR (uma populagdo Pop com ¢ individuos);

3. ENQUANTO (t <= ATPmax)

4. t ¢ t+1;

598 SELECIONAR (individuo base - entre 0s x melhores):;
6. SELECIONAR (indiwviduo guia - de toda a populacgdo);
7. S < RECOMBINAR (base,guia);

8. AVALIAR (S):

9. APLICAR (mutacdc em S - com probabilidade t);

10. AVALIAR (a wvizinhanc¢a do novo individuoo — ¥(S));
11. CALCULAR (&(S)};

12, SE (B{(3) > B)

13. ATURLIZAR (Pop ~ inserir 8);

14. FIM-SE;

15. ATUALIZAR (P);

16. ENQUANTO (existir 5(8) £ 8)

17. ELIMINAR [8);

18. FIM-ENQUANTO;

19. FIM-ENQUANTO;

Figura 2.2 - Algoritmo de Treinamento Populacional.
Fonte: Adaptada de Oliveira e Lorena (2003).

O ATP comega a partir de uma populagdo Pop, com @ individuos, que ¢ gerada
aleatoriamente ou por outro método de inicializagio. A partir dessa populagao sao
criados novos individuos a cada geragao i, até que um critério de parada seja sa-
tisfeito (normalmente um ndmerc méaximo de geragoes). Os novos individuos séo
criados a partir de um cruzamento entre dois individuos ja existentes na populagao.
Esses dois individuos, chamados de “base” e “guia”, sdo selecionados a partir de uma
parte da populacio (x melhores) que contém os individuos mais adaptados e a par-
tir de toda a populagio, respectivamente. Os novos individuos podem ainda sofrer
“mutagoes” (com probabilidade 7), diversificando assim as caracteristicas herdadas

de seus “ancestrais”.

O novo individuo é entdo avaliado pelas funcdes g e h, utilizadas para o processo de
treinamento evolutivo. A funcio g(S) mostra o custo que determina a habilidade de
sobrevivéncia do individuo S. Para a defini¢do da fungdo h(S), séo avaliados varios
individuos alternativos S’ na vizinhanga de § (S’ € ¥(S5)), tomando-se o melhor
(de menor custo - para problemas de minimizagéo), isto é, k(S) = Melhor g(5’) | 5’

€ ¥(S). O processo evolutivo é desenvolvido privilegiando os individuos de menor
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diferenca [g(S) — h(5)], atribuindo os seguintes valores de rank aos individuos:
6(8) =7 % [gmae — 9(5)] — [9(S) — h(S)] (2.17)

Gmae € 1 Iimitante superior de custo alto, e v um percentual constante de g,,,4., iS5t
é, uma constante de proporcionalidade para o intervalo [gme. — g(S)]. A populacao
é controlada dinamicamente por um parametro de evolu¢ido denominado 3, que é
definido por: i

By =y + Step x B, x fbf-‘%é‘-’i”-ﬁ (2.18)
Step é uma constante que controla a velocidade da evolugao, {0ps: — 0wst) € a variagio,
no momento, entre os valores dos ranks do melhor e do pior individuo, respectiva-
mente, e RG é o numero de geragoes que faltam para terminar o processo. Dessa
forma, a partir dos valores dos ranks (Equacho 2.17) é determinada a permanéncia
ou nao dos novos individuos na populagao, ou seja, sao aceitos apenas individuos
com 4(S) > (3, enquanto os demais sdo descartados. Esse pardmetro também é atua-
lizado a cada geragao, eliminando-se no fim de cada uma destas os individuos menos
adaptados (6(5) < ). Os pardmetros de controle do ATP séo: o tamanho da popu-
lagdo inicial @, o percentual para escolha dos individuos base &, a probabilidade de
mutacao 7, o tamanho da vizinhanga 1, o nlimero méaximo de geragdes AT Pmaz, a
constante Step, e o pardmetro de evolugao J.

2.7 ATP/PL

O ATP/PL é um método hibrido recente que foi proposto por Mauri (2005) para
resolugdo de um problema conhecido como “Problema de Escalonamento de Tripu-
lagdes” (MAURL; LORENA, 2004a; MAURIL LORENA, 2004b; MAURI LORENA, 2007).
Esse método ¢é baseado na técnica de Geracdo de Colunas (ver Segio 2.4), sendo
implementada pela interagao entre o Algoritmo de 'Ireinamento Populacional {ver
Subsecao 2.6.2) e a Programacio Linear (PL). O ATP e a PL sao aplicados de
maneira interativa, sendo o ATP, por meio de informacoes da relaxacio de PL, res-
ponsavel pela geracdo de boas colunas (baixo custo e boa cobertura das restrigoes),
e a PL pela resolucdo de um Problema de Particionamento de Conjuntos (PPC)

formado por essas colunas. Esse PPC é formulado da seguinte maneira:
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Minimizar:
mn

Z B3 (2.19)

j=1
Sujeito a: )
> ayzi=1 i=1..m (2.20)
F=1
z;€40,1} j=1,...n (2.21)

¢; representa o custo da coluna j; z; € igual a 1 se a coluna j pertencer a solugéo do
problema. e 0 caso contrario; n é o nimero de colunas do problema; m é o niimero de

restrigoes, e a;; € igual a 1 se a restrigao ¢ é atendida pela coluna j e 0 caso contrario.

Inicialmente no ATP/PL é criado um conjunto inicial de colunas (aleatoriamente
ou por uma heuristica qualquer) que devera formar um PPC semelhante ao descrito
anteriormente. A relaxacio linear desse PPC é resolvida e os valores obtidos para
as varidaveis duais sdo utilizados no ATP para auxiliar na gerago de novas colunas.
O ATP é implementado de forma analoga a apresentada na Subsecao 2.6.2, porém
a definicio das fungdes de aptiddo dos individuos (colunas) deverdo guiar o ATP
na busca por novas colunas que melhorem a solugao do PPC. Assim, a funcio g (e
consequentemente a funcao h) é definida com o uso de informagoes das varigveis duais
retiradas da resolucao da relaxacao linear do PPC. Logo, essa troca de informacoes
consolida a interatividade do ATP com a PL, que é a idéia principal dessa técnica.

A definicdo da funcio g é dada pela seguinte equagao:

m
,ff;,para > mai; >0
Midig =1
gi=14 & . (2.22)
¢, para Y may; < 0
el
c; € o custo da coluna j e m; é a variavel dual associada & restricao . Logo, utilizando
os conceitos da técnica de GC (ver Secao 2.4), pode-se calcular o custo reduzido da

Jj-ésima coluna, denotado por 8;, pela equagao:
m
0; =c;— Y mit (2.23)
i=1
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A partir das equagoes 2.22 e 2.23, pode-se notar que, para custos reduzidos negativos
(6; < 0), o valor da funcéo g estard dentro do intervalo [0,1], fazendo com que a
heuristica de treinamento, que define o valor da fungdo h correspondente (melhor
g na vizinhanca), proporcione uma pequena diferenca (g — i). Para colunas com
custo reduzido positivo (; > 0) o valor da funcio ¢ serd igual ao préprio custo da
coluna, ou seja, um valor “elevado”. Assim, a populagdo é treinada indiretamente
para geragao de individuos com custo reduzido negativo, o que consequentemente

evita a geracao de um nimero excessivo de colunas.

Apéds a execugao do ATP, o nove PPC formado pela inser¢ao das novas colunas gera-
das é resolvido novamente, e o processo é repetido até que um critério de parada seja
satisfeito. Finalmente, terminada essa interacao, o PPC contendo todas as colunas
geradas é resolvido de forma inteira (PLI) pelo software CPLEX (1LOG, 2006), por
exemplo.

A resolugido do PPC de uma forma exata ainda poderd ser drdua, principalmente
para problemas de porte mais elevado. Assim, apés algum tempo de processamento,
um numero de iteragoes, uma quantidade de colunas geradas, ou um gap limite (por-
centagem da diferenca dos valores da melhor PLI ¢ PL), a melhor solugéo encontrada

é tomada como solugéo para o problema original.

1. CRIAR (conjunte inicial de colunas - formar um PPC):
2. RESOLVER (0 PPC através da relaxacdo de PL);

3. ENQUANTO (o critério de parada ndo for satisfeito)
4. EXECUTAR (¢ ATP utilizando as variaveis duais);
By REMOVER (colunas invé&lidas);

6 CALCULAE {(custo reduzido das novas c¢olunas);

T ADTICIONAR {colunas com custo reduzido negativo):
8. RESOLVER (o novo PPC através da relaxagdo de PL);
9. FIM-ENQUANTO;

10. RESOLVER (o PEC através da PLI):;

Figura 2.3 - Algoritmo ATP/PL.
Fonte: Adaptada de Mauri (2005).

Os parametros do ATP/PL sao os mesmos do ATP, logo, é necessério que se defina
apenas o critério de parada e a quantidade de colunas para formar o PPC inicial.
A Figura 2.3 apresenta o pseudo-cédigo do ATP/PL. Mais detalhes dessa téenica
sdo apresentados em Mauri (2005), ¢ algumas aplicagtes sdo descritas em Mauri
e Lorena (2004a), Mauri e Lorena (2004b), Mawi e Lorena (2007) ¢ Mauri et al.
(2008a).
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2.8 Relaxagoes

As relaxacoes de um problema visam tornar a sua resolugio menos ardua. Segundo
Wolsey (1998), define-se como relaxacio de um problema de maximizacao P, um
problema P’ tal que cada solugao vidvel de P também é uma solugao viavel de P’

e o valor da solugdo do problema P sempre é menor ou igual & solugdo de P’ (em
problemas de maximizagao).

Uma das relaxages mais triviais encontradas na literatura, para problemas inteiros
(PLI), é a relaxagao linear das varidveis de deciséio do modelo. No caso de proble-
mas de maximizagéo, essa relaxacao é chamada roof dual (ADAMS: DEARING, 1994;
BOROS et al.,, 1990; BOROS et al., 1992).

Outra relaxacdo também muito utilizada ¢ bascada na extracio de um conjunto de
restrigdes “dificeis” da formulagao do problema original. Nesses casos, essas restri¢oes

geralmente sdo adicionadas na fungdo objetivo do problema (WOLSEY, 1998).
Dado o seguinte problema P:

P:  v(P) = Maximizar:
D Gy (2.24)

Sujeito a:

Az <b (2.25)
Dr<d (2.26)
x € {0,1} (2.27)

O roof dual pode ser obtido facilmente pela substituicao da restrigao 2.27 pela restri-
cao 0 < z < 1. Considerando agora que esse problema seja de dificil solugio devido
a restricio 2.26, pode-se relaxar esse modelo por meio da simples extragao dessa
restricao, e se for o caso, acrescenté-la na funcao objetivo. Essa é a idéia geral da

Relaxacao Lagrangiana apresentada a seguir na Subsecio 2.8.1.

Deve-se destacar que, ao se resolver qualquer uma dessas relaxagoes, nao se pode ga-
rantir que a solugdo obtida seja uma solugao vidvel (que satisfaga todas as restrigoes)
para o problema original. Nesses casos, a forma utilizada para relaxar o problema

ird influenciar diretamente na “qualidade” da solugdo relaxada obtida. Esse fato ca-
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racteriza as relaxagoes como fortes ou fracas, sendo a primeira referente a solugoes
mais proximas a solucao do problema original, e a segunda mais distante.

A solugao relaxada de um problema representa um valor limite para a solucao 6tima
do problema original, e caso o objetivo deste seja minimizar determinada funcao,
esse valor é chamado de limstante inferior, e caso contririo (maximizacao), limitante
superior. Essa abordagem possui a vantagem de definir valores limites para a solugao
6tima de um determinado problema, e pode apresentar uma informacgao dual de
boa qualidade, o que permite avaliar a proximidade da melhor solugédo (relaxada)

encontrada em relagao a solugao 6tima do problema original.
2.8.1 Relaxacao Lagrangiana

Uma das formas mais utilizadas de relaxagio ¢ baseada na adigdo das restricoes
“dificeis” do modelo na fungao objetivo com a utilizagdo de um vetor de multiplica-
dores. Essa idéia consiste em tornar problemas dificeis em problemas faceis, que se

tornam complicados apenas por um niimero relativamente pequeno de restrigoes.

Os multiplicadores utilizados sdo chamados de multiplicadores de Lagrange, ¢ con-
sequentemente, essa idéia é conhecida como Relaxacdo Lagrangiana. Esse método
foi apresentado no inicio dos anos 70 em Held e Karp (1970) e Held e Karp (1971).
Logo, para o problema P (2.24 a 2.27), pode-se definir sua Relaxacio Lagrangiana
Lo P como sendo:

L.P: v(L,P)= Maximizar:

Z ¢jz; — a(Dz —d) (2.28)
;
Sujeito a:
weno s Az < b (2.29)
ze€{0,1} (2.30)

Nesse modelo, tem-se que, para qualquer «v > 0 o resultado serd uma relaxagao do
problema original P. E interessante destacar que nesse modelo (relaxado) as restri-
goes “dificeis” aparecem na funcdo objetivo como um termo de penalidade baseado
nos multiplicadores lagrangianos associados. Esse modelo L, P é considerado uma

Relaxacao Lagrangiana do problema original. Como demonstrado por Held e Karp
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(1971), pode-se afirmar que, caso as restricoes relaxadas sejam do tipo Dz > d, os
multiplicadores lagrangianos devemn ser menores ou iguais a 0 (o < 0), e caso as res-

trigoes sejam do tipo Dz = d, os multiplicadores devem ser irrestritos (« irrestrito).

Para encontrar o melhor limitante superior para o problema original P, ou seja, o
menor valor possivel para o problema relaxado L, P, deve-se encontrar um conjunto
de valores “6timos” para os multiplicadores lagrangianos . Para isso, deve-se resolver
um outro problema, conhecido como dual lagrangiano (DL, P). Esse problema é
apresentado a seguir.

DL,P: wu(DLy,P) = Minimizar:
v(LoP) (2.31)

Sujeito a:
a>0 (2.32)
A Relaxacao Lagrangiana é apresentada de forma detalhada em Guignard (2003) e
Wolsey (1998).

2.8.2 Relaxacao Lagrangiana com Clusters

Uma outra estratégia usada para relaxar o problema original é a sua divisao em
problemas menores e com as mesmas caracteristicas. A divisdo pode ser realizada
pelo particionamento do grafo que representa o problema em clusters formados por
vértices e arestas. Essa estratégia nao garante a obtencao de uma solugao viavel
para o problema completo, pois algumas arestas sdo ignoradas. Entretanto, uma
maneira de considerar essas arestas é relaxa-las no sentido lagrangiano e encontrar
um limitante de boa qualidade para o problema original. Assim, tem-se a idéia da
“Relaxacdo Lagrangiana com Clusters” (LagClus) proposta por Ribeiro (2007), que
é uma técnica recente e vem apresentando excelentes resultados para diferentes pro-
blemas de otimizacio (MAURTL: LORENA, 2008b; RIBEIRO:; LORENA, 2007: RIBEIRO:
LORENA, 2008b).

Ribeiro (2007) considera a utilizagio de um grafo de conflitos (ATAMTURK et al.,
2000) para representacdo do problema. Esse grafo estabelece nma relacio logica
entre as varidveis binarias do modelo, ou seja, existe um vértice para cada varidvel,
e uma aresta entre dois vértices quando no méximo uma das varidveis (vértices)

puder ser igual a um na solugao do problema.
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(2) (b)

Figura 2.4 - Particionamento de um grafo na LagClus.

O primeiro passo para implementagio da LagClus é a formagao do grafo do problema.
Considerando entdo um problema P, pode-se definir um grafo G = (V,A) baseado
na restricio 2.34 (ver Figura 2.4).

P:  v(P) = Maximizar:

>z (2.33)
F=1
Sujeito a:
itz <1 (L,j)€A; ij=1,..n (2.34)
z; € {0,1} § =1, .., (2.35)

Nesse grafo, tem-se que G = (V,4), com V = {1,...,n} e a restricao 2.34 V(i, j) € A,
que indica a existéncia do conjunto de arestas A. E interessante destacar que, para
o problema P, o grafo serd nio direcionado. O grafo G pode ser particionado em p
(p < n) subproblemas (clusters). Logo, tem-se V' = VjUVaU...UV}, onde V;NV; = §
(Vi,j=1,...,pi#j),eG=(V,A), parai=1,..p, A;={(k,())eAckeV,lc
Vi}, e X; = V—V,, para i = 1,...,p. Assim, para o problema P, tem-se p subproblemas
(k =1,...p) formulados de acordo com o modelo a seguir.

LC,P,: v(LCy ﬁk) = Maximizar:

Z.’E,; s Z Qi — Z QT4 (2.36)

1€V 1EVE; 1€ Xg;
J€X) JEVE
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Sujeito a:
zit+z; <1 (i,j)€EA ieVi e jeV (2.37)

z; € {0,1} je Vi (2.38)

A soluco da relaxacgio do problema P em p clusters é dada pela Equacio 2.39, e o
dual lagrangiano correspondente pela Equagio 2.40.

P

LC.P": w(LC Py =Y v (LCoP)+ Y. o (2.39)
k=1 (Z,7)EA;
el(@)#el(5)
DLC,P": w(DLC,P")=Min {v(LC,P")},a >0 (2.40)

No exemplo anterior (Figura 2.4), trés arestas (tracejadas) deverao ser relaxadas no
sentido lagrangiano (arestas de ligagdo = cl(i) # cl(j): vértices i e j em clusters
distintos), e as demais tratadas normalmente dentro dos subproblemas. Vale desta-
car que para esse problema P, cada aresta representa diretamente uma restricao,
logo, a relaxagdo no sentido lagrangiano é dada de forma andloga & apresentada
na se¢io anterior, ou seja, essas restricoes serdo as consideradas restrigoes “dificeis”.
A principal diferenga da LagClus em relagao & Relaxagdo Lagrangiana tradicional é
que os subproblemas poderao ser resolvidos separadamente, ou seja, serao problemas

menores, e possivelmente sua resolucao sera menos ardua.
Como descrito em Ribeiro (2007), os passos basicos da LagClus sao:

e Dividir o grafo G em p clusters. O problema P (sua funcio objetivo e

restricdes) agora é dividido em p subproblemas: P, Fg,...,Pp.

e Relaxar as restrigoes de ligacgao no sentido lagrangiano, e deixar as demais
nos respectivos subproblemas.

e Resolver os p subproblemas, e consequentemente a Relaxagao Lagrangi-
ana resultante para os multiplicadores «, que deverfo ser atualizados para

resolver o dual lagrangiano (Equacio 2.40).

Por fim, Ribeiro (2007) ressalta que a resolugdo dos subproblemas gerados poderd

ser tAo dificil quanto o problema original. Nesse caso, pode-se optar por refazer

50



o particionamento com um nimero maior de clusters. A LagClus pode ser uma
relaxagdo mais ou menos forte dependendo do nimero de clusters p. Quanto menor
for p, mais forte ¢é a relaxagao, e quanto maior for p, mais proxima a LagClus estard
da Relaxagdo Lagrangiana tradicional de todas as arcstas em G, pois se p = |V,
cada vértice formara um cluster, e consequentemente todas as arestas em G serido

relaxadas.
2.8.3 Decomposicao Lagrangiana

A Decomposicao Lagrangiana (DecLag) € um caso especial de Relaxagio Lagrangi-
ana que consiste em dividir o problema original em varios subproblemas e criar uma
cépia das varidveis de decisao em cada um dos subproblemas gerados. Essas “cépias”
sao utilizadas nas restricoes dos subproblemas, e restricoes que garantem a igual-
dade entre as varidveis originais e suas copias sio relaxadas no sentido lagrangiano
(CHARDAIRE; SUTTER, 1995).

Ao contrario da LagClus (ver Subsegéo 2.8.2), a DecLag independe da representagio
do problema por um grafo, entretanto, o seu uso facilita a compreensao dessa técnica.
Considerando 0 mesmo problema P ntilizado na secdo anterior, e o seu respectivo

grafo (Figura 2.1), pode-se obter o grafo apresentado na Figura 2.5.

Figura 2.5 - Decomposicao do problema P.

Na Figura 2.5 se observa que dois vértices foram “copiados” (il e 7" sdo cépias dos
vértices i e j, respectivamente), e consequentemente os dois subproblemas ficaram
independentes (sem arestas de ligagio). Entretanto, para obtencao de uma solugio

vidvel para o problema original P, deve-se garantir que o valor das varidveis de
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decisé@o referentes a esses vértices sejam iguais ao valor das variaveis originais cor-
respondentes, ¢ para isso, tem-se: @; = &y e x; = =3 (z} indica a cdpia do vértice
7 no cluster 2, e x5, a copia do vértice i no cluster 1) se (i,7) € A e cl(i) # cl(3).
Ent#o, para que os subproblemas fiquem independentes, essas restri¢oes devem ser
relaxadas no sentido lagrangiano, e o dual lagrangiano correspondente otimizado.
Logo, para o problema P, tem-se p (p < n) subproblemas (k = 1,...,p) formulados
de acordo com o modelo apresentado a seguir.

DC.P::  v(DC,P,) = Maximizar:

z(_zag) wr ST oled 2.1

1EVR dk aai'j::].;
1€V JEXE
Sujeito a:
2 Fmpk (i,j)€ A, i€V, e jEV, (2.42)
ri+ah <1 (i,j)e A; i€V, e jeXi (2.43)
zh € {0,1}  jeXe (2.44)
7 €{0,1} i€V (2.45)

A decomposicio do problema P em p clusters é dada pela Equacio 2.46, e o dual

lagrangiano correspondente pela Dguagio 2.47.

P

DCP™: vw(DCP?) =Y v(DC,F;) (2.46)
k=1
DDC,P":  v(DDCoP"y = Min {v(DC,P")}, o irrestrito (2.47)

Mais detalhes sobre a DecLag sdo apresentados em Guignard (2003), e algumas
aplicacoes sao descritas em Billiounet et al. (1999), Chardaire e Sutter (1993) e
Mauri e Lorena (2008a).

2.9 Algoritmo de Subgradientes

A resolugio do dual lagrangiano DL, P (ver Subsecio 2.8.1), incluindo a escolha

do valores apropriados para os multiplicadores @, ndo é uma tarefa simples, pois
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o problema relaxado L,P devera ser resolvido para cada valor possivel de a. En-
tretanto, DL, P é convexo e linear por partes. Logo, pode-se utilizar o conceito de
subgradientes para aproximar a solucdo do problema relaxado & solugdo 6tima do
problema original (PARKER; RARDIN, 1988). O primeiro, e mais utilizado, algoritmo

para resolver essa relaxagfio ¢ o Algoritmo de Subgradientes (ver Figura 2.6).

1. INICIALIZAR (o vetor de multiplicadores o {(a = 0));
2 CONSIDERAR (lb = -o¢ ¢ ub = +xx — limitantes inferiores e superiores);
3 REFETIR
4 RESCLVER (0 modelo relaxado L,P cbtendo um vetor de solugdes x, & v(LP);
Al OBTER (uma solugdo viAdvel para P e o correspondente wvalor v(P)):
6 ATUALIZAR {lb = max[lb,v(P}]};
7 ATUALIZAR {(ub = min[ub,v(L,P}]);
8 CALCULAR (os subgradientes ¢ =Dx,-d);
n(ub—Ib)
By CALCULAR (0 passo g: 8=W 2

10.  ATUALIZAR (os multiplicadores a: ' =Max(0,tx' -F-f:,(Dx-—d]));
11. ATE (que seja atingido um critério de parada);

Figura 2.6 - Algoritmo de Subgradientes.

A Figura 2.6 apresenta o Algoritmo de Subgradientes baseado nas defini¢des apre-
sentadas em Narciso e Lorena (1999). Nesse algoritmo, os multiplicadores lagrangi-
anos o sio inicializados com valores quaisquer (o > 0 para o problema P). Logo,
o modelo relaxado L, P ¢ resolvido, e sua solugio (z,) ¢ utilizada para obter uma
solucao vidvel para o problema original P e para atualizar os multiplicadores a: e
os subgradientes . Uma solngao vidvel para o problema original P pode ser obtida
por diferentes métodos, sendo estes chamados de “heuristica primal” ou “heuristica
lagrangiana”. Outra forma de considerar esse algoritmo ¢ utilizar o valor de uma
solugao viavel ja conhecida (que nao se sabe se é 6tima) como limitante inferior (em
problemas de maximizagao) durante todo o processo. Nesse caso, a idéia é verificar
a “qualidade” dessa solugdo ja conhecida, e consequentemente néo é necessario que

se busque uma solugdo vidvel para o problema original a cada iteracéo.

Os subgradientes sdo atualizados de acordo com as restricoes relaxadas, e a atua-
lizagao dos multiplicadores ainda utiliza um conceito de “passo” (€), que direciona
a busca pelo melhor conjunto de valores para os multiplicadores. Para a definicao

desse passo, ainda é utilizado um parametro de controle 1, que foi proposto por Held
e Karp (1970).
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Geralmente, como definido em Held e Karp (1970), o valor inicial de 7 é 2, e este é
dividido pela metade caso o valor da solugéo relaxada - (L, P) - ndo diminua por 30
iteragoes sucessivas, por exemplo. Como critério de parada, pode-se considerar um
nimero maximo de iteragoes, um tempo limite de processamento, e um gap limite

entre os valores das solu¢des primal e dual (ub = [b).
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3 PROBLEMA DIAL-A-RIDE

Dentre a classificagio dos problemas de roteirizagao e programagao de veiculos,
aqueles que envolvem o transporte de passageiros de seus locais de origem a seus
destinos sio conhecidos genericamente na literatura como problemas do tipo “dial-
a-ride” (ZNAMENSKY:; CUNHA, 1999).

Como provado por Baugh et al. (1998), esses problemas sao classificados como NP-
Hard, ou seja, ndo se conhece um algoritmo com tempo polinomial em funcao do
tamanho da entrada (numero de requisigbes de transporte e veiculos disponiveis)
capaz de, dada uma solugao, verificar se esta é a de custo minimo (solugio 6tima).

O Problema de Roteirizacdo e Programacdo de Veiculos, ou Dial-a-Ride Problem
(DARP) (CORDEAU: LAPORTE, 2007), consiste no desenvolvimento de rotas e esca-
las de veiculos para transportar diversos usudrios, os quais especificam requisi¢tes
de embarque e desembarque (coleta e entrega) entre locais de origem e destino es-
pecificos. O objetivo desse processo é plancjar um conjunto de rotas (com custo
minimo) para alguns veiculos que seja capaz de acomodar o maior nimero possivel

de usudrios, sempre obedecendo a um conjunto de restrigoes.

Em se tratando especificamente do caso de transporte de Pessoas Portadoras de
Necessidades Especiais (PPNEs), um ponto de embarque (coleta) corresponde ao
enderego onde uma determinada PPNE deve ser buscada, e o ponto de desembarque
(entrega) associado corresponde ao endereco onde a mesma PPNE deve ser entregue.
Cada ponto de embarque e seu respectivo ponto de desembarque, juntamente com
suas respectivas “janelas de tempo”, formam uma Requisicdo de Transporte de um

cliente.

Uma tendéncia comum nos modelos do DARP é deixar que os usuérios determinem
uma “janecla de tempo” (isto é, janelas ou intervalos de horérios para scu atendi-
mento) para sua partida e sua chegada, pois segundo Jaw et al. (19306), os usudrios
devem cstar aptos a especificar um intervalo de horarios para seu embarque e desem-
barque, ambos em locais especificos, possibilitando assim um melhor planejamento

da programacio e roteirizacao dos veiculos.

Cada veiculo possui uma capacidade, medida normalmente em nimero de assentos
convencionais e numero de cadeiras de rodas, por exemplo. Analogamente, a cada

solicitagao de atendimento estd associada uma ocupagio em termos de quantidade
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de assentos convencionais (eventuais acompanhantes) e quantidade de cadeiras de
rodas (ZNAMENSKY; CUNHA, 1999).

Segundo Cordeau e Laporte (2003h), Cordean e Laporte (2007) e outros diversos
autores, o DARP pode ser abordado de forma estética ou dindmica. No primeiro
caso, todas as requisigoes de transporte sao conhecidas a priori, enquanto no segundo
caso sao consideradas requisicoes feitas ao longo do dia (normalmente por telefone),
e as rotas dos veiculos sdo ajustadas em tempo real de acordo com a demanda.
Porém, na pratica, raramente existem DARPs dindmicos “puros”, pois normalmente

um subconjunto de requisi¢Ges é conhecido com antecedéncia.

A maioria dos estudos acerca do DARP assume a disponihilidade de um conjunto
de veiculos homogéneos instalados em uma tinica garagem, entretanto, é importante
perceber que na pratica existem situacoes diferentes, como por exemplo: pode haver
vérias garagens, especialmente em grandes dreas geogrificas, e o conjunto de veiculos
as vezes é heterogéneo, sendo alguns veiculos projetados para s6 transportar cadeiras
de rodas, outros s6 para transportar passageiros para ambulatdrios, e ainda alguns
capazes de acomodar ambos os tipos de passageiros (CORDEAU: LAPORTE, 20031y
CORDEAU; LAPORTE, 2007).

Figura 3.1 - Casos distintos do DARP.

A Figura 3.1 apresenta um exemplo de solugio para dois casos distintos do DARP:

garagem Unica (a), e garagens muiltiplas (b). Nessa figura, os circulos brancos indicam
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0s locais de embarque, e os cinzas indicam os locais de desembarque. As garagens
sao representadas pelos quadrados, e nesse caso, tem-se duas rotas (dois veiculos),
uma representada pelas linhas continuas e outra pelas tracejadas.

O DARP pode ser considerado com vérios objetivos distintos, como por exemplo:
minimizar os custos operacionais sujeito a satisfagao de toda a demanda; maximizar a
satisfacio da demanda, sujeito & disponibilidade dos veiculos, ou outras combinacoes
destes, que geralmente buscam um equilibrio entre custo operacional e qualidade do
servigo prestado (PAQUETTE et al., 2008).

Normalmente, o critério de avaliagio utilizado na resolugdo do DARP inclui a dis-
tancia total percorrida pelos veiculos, a duragéo das rotas, o tempo médio de espera
dos veiculos nos locais de embarque e desembarque, e o tempo médio de viagem dos
clientes (i.e., tempo de permanéncia dos clientes dentro dos veiculos), sendo dado a

cada um desses, um maior ou menor grau de importancia em relagao aos outros.

Em termos gerais, o DARP engloba vérios problemas de roteamento de veiculos
como o Pick-up and Delivery Vehicle Routing Problem (PDVRP) e o Vehicle Routing
Problem with Time Windows (VRPTW). O que faz o DARP diferente da maioria
de tais problemas é a perspectiva humana, ou seja, no transporte de passageiros, a
redugdo da “inconveniéncia” dos usudrios (qualidade do servigo) deve ser equilibrada
com a minimizagao dos custos operacionais (CALVO et al., 2004; CORDEAU; LAPORTE,
2003b).

3.1 Revisao da literatura

O problema dial-a-ride (DARP) é muito comum, porém relativamente pouco difun-
dido dentro da Pesquisa Operacional e da Otimizacdo Combinatéria devido a sua
alta complexidade. Entretanto, alguns pesquisadores vém o estudando, e consequen-
temente apresentando métodos variados de solugdo e trabalhos realizados segundo

seus preceitos e aplicagoes.
3.1.1 Abordagens classicas

Psaraftis (1980) desenvolveu um algoritmo exato de Programacio Dindmica para a
resolugao de wm problema de coleta e entrega para um tinico veiculo, sem restricoes
de janelas de tempo, considerando os casos estdtico e dinamico do problema. A

funcéo objetivo adotada foi a minimizacio de uma ponderacio entre o tempo total
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de operacdo do veiculo e a “insatisfagio” total dos usudrios, a qual é medida por
uma fungdo linear dos tempos de espera e viagem de cada usudrio. A extensdo do
problema para a inclusao de restricdes de janelas de tempo também foi analisada
por Psaraftis (1983), e uma melhoria na solugdo obtida nessa extensio, também por
meio de programacao dinamica, fol publicada por Desrosiers et al. (1986).

O trabalho proposto por Jaw et al. (1986) trata o problema de uma forma mais
proxima a sua esséncia, ou seja, com miltiplos veiculos e com restrigoes de janelas
de tempo. Eles apresentam uma heuristica denominada “Heuristica de Inser¢do Pa-
ralela”, cuja idéia central consiste em ordenar as solicitagdes de atendimento por um
critério de horario, e inseri-las, segundo a ordenacéo adotada, nas rotas que resultem
em menor acréscimo de custo. Fssa heuristica foi testada com sucesso para uma base
de dados de aproximadamente 2600 clientes e 20 veiculos. E interessante destacar
gue essas instancias representavain o problema para varios dias de operagao, ou seja.

nem todos os clientes solicitavam atendimento no mesmo dia.

Dumas et al. (1991) desenvolveram um algoritmo exato, baseado no método de
Geragio de Colunas, para o problema com frota homogénea e restricdes de janelas
de tempo. Segundo os autores, o algoritmo foi desenvolvido tendo em vista instancias
do problema nas quais as restrigtes de capacidade dos veiculos fossem fortemente
restritivas e atuantes. O algoritmo foi aplicado com sucesso a problemas com até 55

clientes.

Uma modificacao da Heuristica de Insercdo Paralela de Jaw et al. (1986) foi desen-
volvida por Madsen et al. (1995). A diferenca central é a adogfio de um critério de
“dificuldade” para ordenacao das solicitagoes. Este critério procura priorizar a inser-
Gio de solicitagdes com restrigoes mais rigidas, tornando a insercao mais cficiente,
pois nos estdgios iniciais da heuristica, os veiculos nas rotas estdo mais vazios, e ha

um numero maior de alternativas de insergoes vidveis.

Toth e Vigo (1996) descrevem uma, Heuristica de Insercdo Paralela para o problema
com multiplos veiculos e restri¢oes de janelas de tempo. Também é apresentado um
método de melhoria da solucao ebtida por meio de procedimentos de busca local.
Tais procedimentos sdo divididos em duas categorias: trocas intra-rotas e trocas
inter-rotas. A primeira categoria corresponde a tentativas de melhoria das rotas
pela modificacao da sequéncia dos locais visitados dentro de cada rota. Ja a segunda
categoria considera a possibilidade de troca de requisigdes de transporte entre rotas
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distintas. A heuristica fol testada com sucesso pelos autores em um conjunto de
cerca de 1500 solicitacoes provenientes de uma situagio real. Um aprimoramento
desse método de melhoria da solucéo foi desenvolvido por Toth ¢ Vigo (1997), com
a inclusdo de um método de busca local derivado da busca tabu. Esse refinamento
provou ser capaz de melhorar os resultados obtidos pela versao original do processo
de melhoria.

Baugh et al. (1998) utilizam o Simulated Annealing para resolver o DARP. Nesse
trabalho, é utilizada uma abordagem de “agrupar-primeiro” e “rotear-depois”. Nessa
abordagem, os clientes s#o inicialmente divididos em grupos (clusters), e depois para
cada grupo é determinada a ordem de atendimento de seus clientes. O agrupamento
é feito pelo Simulated Annealing e o roteamento por uma heuristica do vizinho mais
proximo. Os resultados foram obtidos para instdncias com até 300 clientes, e os
tempos de processamento para obtengio desses resultados nfo sio apresentados no

artigo.

Zunamensky ¢ Cunha (1999) tratam o DARP por meio de uma adaptagio da Heurds-
tica de Inser¢do Paralela proposta por Madsen et al. (1995), seguida de uma etapa
de melhoria das rotas obtidas similar & apresentada por Toth e Vigo (1996). Nesse
trabalho, é tratado especificamente o atendimento de idosos e deficientes por veiculos
de pequena capacidade (peruas ou vans), e as instincias utilizadas representam um
caso real extraido da operagao do ATENDE, servigo de transporte de deficientes ge-
rido pela Sao Panlo Transporte S/A. Essas instancias correspondem a um dia tipico
do més de novembro de 1998, e perfazem 349 requisi¢des de transporte (clientes) e
84 veiculos disponiveis, localizados em 47 garagens distribuidas no municipio de Séo
Paulo.

3.1.2 Abordagens recentes

Jih et al. (2002) utilizam um Algeritmo Genético para resolver um problema de
coleta e entrega com janelas de tempo e apenas um vefculo. Nesse algoritmo, a re-
presentacao de uma rota é definida por wn cromossomo que representa a sequéncia
de locais a serem atendidos pelo veiculo. O algoritmo ainda permite a exploracio
de solugoes invalidas durante a busca. A fungao objetivo trata apenas os custos de
viagem do veiculo e as violagoes nas restricoes. Nesse trabalho, sdo utilizadas instan-
cias geradas aleatoriamente com até 100 clientes, sendo o tempo de processamento

necessario para resolvé-las de aproximadamente 38 minutos.
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Cordeau e Laporte (2003a) apresentam uma abordagem que utiliza a metaheuris-
tica Busca Tabu para resolver o DARP. Nessa abordagem o problema, é tratado na
sua forma estatica, com multiples veiculos, frota homogénea e garagem tnica. Além
disso, sdo comparados trés métodos heuristicos, P1, P2 e P38, que, juntamente com
a Busca Tabu, sdo utilizados para resolver o problema. O primeiro (P1) visa ape-
nas a minimizagdo das violagbes nas janelas de tempo, enquanto o segundo (P2),
além de tentar minimizar essas violaghes, visa também A minimizagdo da duragéo
rotas. J& o terceiro (P3J) tem esses mesmos objetivos, porém visando também a re-
dugao nos tempos de viagem dos clientes. Os resultados obtidos mostram que PI ¢
P2, por serem mais “simples”, sdo mais rapidos que P3 porém as solugoes obtidas
por P3 sao expressivamente melhores. Todos os resultados sao obtidos a partir de
instancias geradas aleatoriamente baseadas em informacgtes cedidas pela Montreal
Transit Commission (MTC) de Montreal - Canadd. Essas instancias variam de 24
a 144 clientes. Além disso, eles apresentam outros resultados obtidos para instan-
cias de problemas reais (com 200 e 295 clientes) cedidas por uma transportadora

dinamarquesa.

Jorgensen et al. (2007) apresentam uma abordagem que utiliza um Algoritmo Ge-
nético para resolver o DARP. Nessa abordagem o problema é tratado na sua forma
estatica, com miltiplos veiculos, frota heterogénea e garagens miltiplas. A resolugao
do problema é obtida por numa abordagem classica de “agrupar primeiro” e “rotear
depois”. O Algoritmo Genético é utilizado para agrupar (distribuir) os clientes nos
veiculos, ou seja, determinar quais serdo os clientes atendidos por cada veiculo. J4
o roteamento (sequéncia de atendimento) e a programagao (determinacio dos ho-
rérios) sdo determinados, independentemente para cada veiculo, por uma heuristica
especifica. Os resultados sdo obtidos a partir das instadncias geradas aleatoriamente
por Cordeaun e Laporte (2003a).

Cordean (2006) apresenta uma abordagem que utiliza o algoritmo Branch-and-Cut
para resolver o DARP. Nessa abhordagem o problema é tratado na sua forma estética,
com multiplos veiculos, frota homogénea e garagem tinica. A resolugéo do problema
é realizada de forma exata, garantindo assim a obtengao da solugdo étima para o
problema. Os resultados sdo obtidos a partir de instdncias geradas aleatoriamente

com no maximo 48 clientes.

Algumas heuristicas “simples” e especificas para o DARP sao apresentadas em ou-
tros diversos trabalhos recentes (WONG; BELL, 2006; XTANG et al., 2006). Além disso,
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alguns trabalhos apresentam sistemas computacionais baseados em heuristicas e me-
taheuristicas para solucionar casos reais do DARP (CALVO et al.,, 2004; MELACHI-
NOUDIS et al,, 2007; REKIEK et al., 2006), e Pacuette et al. (2008) apresentam uma
discussao sobre os critérios de qualidade a serem analisados na solugao deste pro-
blema. Por fim, algumas revisdes mais abrangentes e profundas sobre o DARP sio
apresentadas por Cordean ¢ Laporte (2003b), Cordean et al. (2006) ¢ Cordeau ¢
Laporte (2007).

3.2 Modelos existentes

Nesta secao sao apresentados dois modelos matematicos utilizados para representar
o DARP. Esses modelos sao bem conhecidos, e foram apresentados inicialmente em

trabalhos de relevante importéancia para o estudo do DARP.

Assume-se inicialmente a existéncia de n clientes (requisigdes de transporte) a se-
rem atendidos por m veiculos. Cada requisicio de transporte especifica um local
de embarque ¢ e um de desembarque n+i. Para representar o problema entao, sio

definidos os seguintes conjuntos:

e K: conjunto dos veiculos disponiveis (|K| = m).
e (G7: conjunto de garagens de origem.

e (G1: conjunto de garagens de destino.

P: conjunto dos locais de embarque.

U: conjunto dos locais de desembarque.

e N={G UPUUUG}: conjunto com todos os locais (pontos).

Cada cliente 7 (Vi € P) especifica a “carga” ¢; necesséria para seu transporte, ou
seja, 0 mimero de assentos no veiculo que ele ird ocupar, e também dois intervalos
de horérios, um em que cle gostaria de embarcar na sua origem [e;, ;], e outro que
ele gostaria de desembarcar no seu destino [e, 44, 4] (janelas de tempo). A carga
q; deverd ser um valor positivo nos locais de embarque e o mesmo valor, porém

negativo, nos respectivos locais de desembarque.

Cada veiculo k (Vk € K') tem uma capacidade conhecida Q" (quantidade de assen-

tos disponiveis), um tempo méximo de duracéo associado a sua rota T” g, e comeca
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sua rota em uma garagem especifica g e termina em uma outra g;, podendo ser a
mesma ou nao. Todas as garagens ainda tém suas prdprias janelas de tempo para

partida (garagem de origem) e chegada (garagem de destino).

A cada cliente ¢ (Vi € P) é associado um tempo méximo de viagem R”;, ou seja,
o tempo maximo em que o cliente poderd ficar dentro do veiculo. A cada local
i (Vi € {PUU}) é associado um tempo maximo de espera W7;, ou seja, o tempo
méximo em que os veiculos poderdo ficar esperando até iniciar o “servigo”. Considera-
se como servico o embargue ou desembarque de um cliente em um determinado local,
sendo atribuido um tempo s; necessario para sua completude. Por fim, dados os locais
referentes as garagens ¢ aos pontos pertencentes as requisigoes, tém-se as distancias
d; j, as duragdes das viagens ¢; ; ¢ os custos de deslocamento ¢; ; entre os pontos i e
jij € Nei#j.

Existe ainda um conjunto de requisitos essenciais que devem ser obedecidos, ou
seja, requisitos que obrigatoriamente devem ser atendidos para que se obtenha uma
solugdo vélida (vidvel em termos préticos) para o problema. Dentre esses requisitos

estao:

e A duragao da rota executada pelo veiculo & (Vk € K') ndo deve exceder o
tempo maximo permitido T7.

e O tempo de viagem do cliente 7 (Vi € P) néo deve exceder o tempo maximo
de viagem permitido R”;.

e O tempo de espera no local ¢ (Vi € {P UU}) nao deve exceder o tempo
méaximo de espera permitido W7”;.

e A capacidade Q" (Vk € K) dos veiculos ndo pode ser excedida em nenhum
local.

e O inicio do servigo em todos os locais i (Vi € N) deve estar dentro dos

intervalos pré-estabelecidos [e;, ;].

O objetivo entio é minimizar os custos operacionais e/ou a “insatisfagao” dos clientes,
ou seja, minimizar os requisitos “néo-essenciais” do problema, sempre atendendo aos

requisitos essenciais.
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De posse das informacgoes, pode-se definir as varidveis de decisao que irdo fornecer
toda a roteirizacdo e a programagdo dos veiculos. Considera-se A¥ como sendo o
horério de chegada no local i (Vi € N) pelo veiculo k sendo AF = 0sei e G- e
AF =DF 4+t 1,81 € {PUUUG"}; DF indica o horério de partida do local i
(¥i € N), novamente pelo veiculo k, sendo DX = 0sei € Gt e DF = BF + 5; se
i€ {PUU} e DF = BF se i € G~; BF representa o horério de inicio do servigo no
local i (Vi € N), sendo Bf = Df sei € G~ ¢ BF = max{e;,AF} sei e {PUUUGT};
o tempo de espera antes do inicio do servigo no local 7 (Vi € N) é dado por WF,
sendo WF =0sei€ G- e W= BF — A¥ sei € {PUUUGT}; QF indica a carga
(niimero de assentos ocupados) do vefculo k& apés o término do servigo no local i
(Vie N),sendo Qf =0seiec {G-UGT}e Q¥ =QF | +gsei e {PUU}; epor
fim, considera-se R¥ como sendo o tempo de viagem do cliente 7 (Vi € P) no veiculo

k, sendo R¥ = Bf , — DF.

A partir de entdo, considera-se a:,’f ; = 1 caso o veiculo k se desloque do local i para

olocal j e .zfﬂ = () caso contririo.
3.2.1 Modelo proposto por Cordeau (20086)

A abordagem apresentada por Cordeau (2006) trata o DARP de forma estética
(todas as requisicdes sdo conhecidas a priori), com miiltiplos vefculos, com frota
homogénea (todos os veiculos possuem uma mesma capacidade) e garagem tinica
(todos os veiculos comecam e terminam sua rota na mesma garagem). O modelo é
apresentado a seguir:

Minimizar:

kEK iEN jEN

Y Y aki=1 viep (3.2)

Sujeito a:

kcK jEN
doak, - ak, =0 VkeK;icP (3.3)
JEN JEN
K _ i
ZIQ;J =1 VkeK (3.4)
JEN
> e~ k=0 VkekK;ie{PUD} (3.5)
JjeN jeEN
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Yoabi=1 VkeK (3.6)
ieN *

Bf > (Bf + s +t5)2f, VkeKii,je N (3.7)

k> (QF +g5)2f, VeEeKii,jeN (3.8)
Ri=BF,—~(Bf+s) VkeK;ieP (3.9)

Bj; — B;“k. <Tp, VYkeK (3.10)

e <BF <l VkeK;ieN (3.11)

tini <RF<R, VkeK;ieP (3.12)
max(0,¢;) < QF < min(Qr, Qx+a) VkeK;ie N (3.13)
wi; €{0,1} Vkekyi,jeN (3.14)

A fungao objetivo 3.1 minimiza o custo total da rota, que pode ser obtido pela
distancia total percorrida pelos veiculos (¢;; = di;), pelo tempo total percorrido
pelos veiculos (¢;; = {5;), ete. As restrigoes 3.2 e 3.3 garantem que cada requisicao
serd atendida por exatamente um tinico veiculo, € que um local de embarque e seu

respectivo local de desembarque sempre serao atendidos pelo mesmo veiculo.

As restrigoes 3.4, 3.5 e 3.6 garantem que a rota de cada veiculo k ird comecar e
terminar na garagem. Nessas restrigdes, g, = g;, ou seja, s6 existe uma garagem.
A consisténcia nos calculos dos hordrios e da carga dos veiculos é garantida nas
restricoes 3.7 e 3.8. A restrigdo 3.9 define o tempo de viagem de cada cliente, que é
“limitado” pela restricdo 3.12. J4 a restricdo 3.10 limita o tempo de duragao de cada
rota, enquanto as restricoes 3.11 e 3.13 garantem, respectivamente, a nao violagao
das janelas de tempo ¢ da capacidade dos veiculos. Por fim, a restrigio 3.14 apenas

garante que as variaveis de decis&o w;“j sejam bindrias.

Como pode ser observado, devido as restrigoes 3.7 e 3.8, esta formulagéo é nao-linear.
Entretanto, esse modelo pode ser linearizado pela introdugao de constantes M,ffj e
Y%, substituindo as restrigdes 3.7 e 3.8 pelas restriges 3.15 e 3.1G.

B¥>Bf +si+1; - Mi(1—28) VkeK;i,jeN [3.15)

i

Q> Qf +q-YEQL-12E) Vekek;ijeN (3.16)
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onde:
ME > max{0,1; + 5; + ti; — €5} e Vi = min{Qu, Qk + ¢}

Além disso, Cordeau (2006) ainda propde uma redugdo no ntimero de varidveis e
restrices desse modelo por meio da agregacio das varidveis de tempo B em apenas
B;, ou seja, como apenas um veiculo ird atender o local ¢, ndo é necessario que se
tenha uma variavel para cada vefculo atendendo o local 1, exceto na garagem, onde
todos os veiculos irao “passar”. Nessc caso, basta substituir as restricoes 3.7 e 3.9

pelas seguintes:

k k k .

B; > (Bg; +Sg- + tg’:j)a:g;’j Vke K;jeN (3.17)

B; > (Bi+si+t,;)> af, VijeN (3.18)
keK

Bl > (B +si+ 4,z VkeEKiieN (3.19)

Cordeau (2006) também propoe a climinagio de alguns “arcos” do problema, como
por exemplo, da garagem para um local de desembarque, de um local de desembargue

para seu respectivo local de embarque, etc. Essa eliminacio é detalhada na Secao 3.3.

Este modelo ¢ interessante e apresenta caracteristicas que “simplificam” a represen-
tagao do problema, como por exemplo, a redugdo no nimero de varidveis e restri-
coes. Entretanto, essa abordagem é restrita a casos que raramente irdo condizer com
a realidade, pois trata apenas problemas com frota homogénea, garagem unica ¢
com custo fixo, definido por uma funcéo objetivo “simples”, impossibilitando uma
representacao que busque a obtengdo de uma solugao equilibrada entre os custos

operacionais e a inconveniéncia dos clientes.
3.2.2 Modelo proposto por Bergvinsdottir (2004)

A abordagem apresentada por Bergvinsdottir (2004) também trata o DARP de
forma estatica, com multiplos veiculos, com frota heterogénea (cada veiculo possui
uma capacidade distinta) e garagens multiplas (cada veiculo comeca e termina sua
rota em garagens especificas). O modelo é apresentado a seguir:
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Minimizar:

W z Z Z t'i_,jm:':j + wim + wh Z (Bg(k) - B::(k))“i"

keK icN jeN keEK

(3 Z Z (T‘Jf-f-i =8 Tf ~ tinti) +wa Z Z W{“(Qf — )

kEK ieP kCK ie{ PUU}

Sujeito a:

Y ot =m
o
keK jepugh
k —
Do D mg=m
keK jeDugy
Sk~ Y ek =0 vkeKiie {PUU}
JjeN JjEN
d, D). @i=1 VieP
keK je{PUU}
Z xi‘fj— Z 33?,”+i=0 Ve K;i€ P
je{rul} JjclPUU}

af (B +si+li;+ Wi —BY)<0 VkeK;i,jeN
B+ s;+tinri+t WF—BE <0 VkekK;ieP
e; < BF<Il; VkeK;ie{PUU)
o (QF+q -8 =0 VkeK;i,jeN
G<QE<Qr VEEK;ieP
Q- =@ =0 VkeK
B;}_B:;STI\: Vke K
Bt ,+BF<R VkeK;ieP

of;€{0,1} VkeK;i,jc N
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(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)
(3.26)
(3.27)

(3.28)
(3.29)
(3.30)
(3.31)
(3.32)
(3.33)

(3.34)

(3.35)
(3.36)

A funcdo objetivo (3.21 e 3.22) ¢ uma funcdo multi-critério (multi-objetivo) que
visa minimizar o custo total de transporte (3.21 - tempo de viagem entre os locais,
ntmero de veiculos usados e duragio das rotas) e a inconveniéncia dos clientes

(3.22 - tempo total de viagem e tempo total de espera). O tratamento dessa fungéo



multi-objetivo é dado pela multiplicagao de cada termo por um vetor de penalizagao
w = [wo, w1, ws, w3, ws]. Esse vetor é usado entdo para determinar a importancia de

cada requisito no problema como um todo.

Segundo Bergvinsdottir (2004), as restrigdes 3.23 e 3.24 garantem que cada veiculo
comece e termine sua rota nas garagens especificas. A restricdo 3.25 garante que
todos os locais sejam visitados. As restricoes 3.26 e 3.27 garantem que cada cliente
ird embarcar e desembarcar no mesmo veiculo. A restrigdo 3.28 assegura que o horario
de chegada no local j seja maior do que a soma do horario de partida do local ¢ mais
o tempo de viagem entre i € . Ja a restrigao 3.29 garante que um cliente ird embarcar
antes de desembarcar, ou seja, o veiculo que ird atendé-lo passard primeiro no loeal
de embarque desse cliente, e 86 depois no seu local de desembarque. As janelas de
tempo sao respeitadas pela restricao 3.30. A consisténcia nos cilculos da carga dos
veiculos é garantida na restricao 3.31. A restricao 3.32 garante que a capacidade do
veiculo ndo serd excedida em nenhum local. A restricao 3.33 indica que os veiculos
sempre estarao vazios nas garagens. A restricdo 3.34 garante que a duragio da rota
nao ird exceder o maximo permitido. A restrigio 3.35 garante que o tempo de viagem
dos clientes nao ird exceder o tempo méaximo permitido. Por fim, a restrigdo 3.36

apenas garante que as varidveis de decisao :r:fj sejam bindrias.

Assim como no modelo apresentado na Subse¢dao 3.2.1, esta formulagao também é
nao-linear, porém pode ser linearizada pela introdugéo de uma constante M, substi-

tuindo as restrigoes 3.28 e 3.31 pelas restrigoes 3.37, 3.38 e 3.39.

Bf +sitti; + Wi —Bf —M(1-2f)<0 VkeK;i,jeN (3.37)
QF+q—Q¥—M(1-28)<0 VekeK;i,jeN (3.38)
QL+g—QE+M1-25)>0 VekeKiijeN (3.39)

M é um valor muito grande (sempre maior do que Bf + s; + L;; + W} — B e
Qf +q; — QF).

Ap6s linearizar as restriges 3.28 e 3.31, o modelo ainda continua nao-linear, pois o
ultimo termo da fungéo objetivo (que calcula o tempo total de espera) é nao-linear,
o que contradiz Bergvinsdottir (2004), que afirma que seu modelo é linear. Outro
equivoco do autor é afirmar que as restrigdes 3.23 e 3.24 garantem que cada veiculo

comece e termine sua rota nas garagens. Isso também néo ocorre, pois essas restrigoes
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permitem, por exemplo, que um veiculo saia e chegue mais de uma vez na garagem.
Por fim, alguns provaveis “erros de digitagio” sfio apresentados nas restricoes 3.29 e
3.35. Na restrigio 3.29 deveria ser W ; ao invés de Ifif’:;“, e a restricao 3.35 deveria

ser formada por uma subtragio e ndo uma adigao.

Ao contrario de Cordean (2006), Bergvinsdottir (2004) nao trata a reduco no nii-
mero de varidveis e restrigdes do modelo e a eliminagio de arcos do problema. En-
tretanto, esse modelo é mais condizente com a realidade, pois trata o problema
com frota heterogénea, garagens miltiplas e com uma funcido multi-objetivo, o que
possibilita a busca por solugoes equilibradas entre os custos operacionais e a incon-
veniéncia dos clientes.

3.3 Abordagem voltada para a qualidade do servico

Apesar de algumas “falhas” nos modelos apresentados na secdo anterior, pode-se
notar uma grande contribuicao para representar matematicamente o DARP. E inte-
ressante notar a complexidade dos modelos apresentados, o que consequentemente
demonstra a complexidade do problema em si. Enfim, esses modelos deixam a de-
sejar no que diz respeito a problemas reais, porém sao excelentes pontos de partida

para consolidar tal fato.

Neste trabalho, 0 DARP é tratado de forma estética (todas as requisicbes séo co-
nhecidas a priori), com muiiltiplos veiculos, com frota heterogénea (cada veiculo pos-
sui uma capacidade distinta) e garagens maltiplas (cada veiculo comega ¢ termina
sua rota em garagens especificas). Esta é uma abordagem geral que abrange diver-
sas outras encontradas na literatura (CORDEAU, 2006; CORDEAU: LAPORTE, 2003a;
CORDEAU:; LAPORTE, 2003Dh; JORGENSEN et al., 2007) e é bem proxima as situagoes

reais do problema.

E proposto um modelo multi-objetivo (ver Secio 2.1) que busca minimizar simulta-
neamente os custos operacionais e a “imsatisfacao” dos clientes, ou s¢ja, minimizar
0s requisitos “naoc-essenciais” do problema. E interessante destacar que, ao contrario
dos modelos descritos no capitulo anterior, nesse modelo os requisitos essencials tam-
bém s&o colocados na fungéo objetivo (3.41 e 3.42), o que representa uma “relaxagao”
para o problema. Essa idéia ¢ intcressante, pois torna mais amena a obtencao de
uma solugao para o problema. Entretanto, essa abordagem pode resultar em solugoes

invalidas.
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Os requisitos nao-essenciais (3.40) estdo relacionados & distancia total percorrida
pelos veiculos, ao nimero de veiculos utilizados na solucao do problema, a duragao
das rotas, ao tempo de viagem dos clientes e ao tempo de espera nos locais de
embarque e desembarque. J4 os requisitos essenciais sao os mesmos descritos na

Seciao 3.2, O modelo é apresentado a seguir:
Minimizar:

wp E Z z (di,jxfﬂ-) =+ @y E Z x’gﬂ i -+ o 2 (Byz- —_ Dyz) -+ wg E R; + wy E I/V,+ (3.40)
RCK cF

kCK (CN JEN g rCK jCP TR i ie{PUUY}

po Y maz{0, (B = Do) — T} + E%, maz{0, R — R} +pa 3 maz{0,W;~ Wi+ (3.41)
e

keK ie{PUl}
pa 3 max{0, (Qi > 5 .ri-‘d-) — Qi) + o4 32 (max{0,e; — B} +maz{0. B = 1})  (3.42)
keK €[ POU} FE{PUL Y iftisiEn—i iEN
Sujeito a:
k _
> vy =1 VkeK (3.43)
je{PU{g} 1t
> she=1 VkeK (3.44)

ie{UU{g, }}

> > ah=1 VieP (3.45)

kEK je{PUU}ij#i

> ak - 3 2h.:=0 VEeK;icP  (346)
Je{PuU}:fi FE{PUUULG] Y hiisignti
> g~ S ah=0 VkeKjieP (347
JE{PUUU{g, }}iisisis#nti JE{PUU}j#i
> ah- 3 =0 VkeK;ieU  (348)
Je{PUUj#i JE{PUUU{g} ) }siidAn—i
Bi=(Bi+si+t;+W;)) ok, Vi jeN;i#j (3.49)
keEK
Qi=(Qi+q)) 2F, VijeN;i#j (3.50)
kEK
Ai=Bi—W; Vie{PUUUG"} (3.51)
D;=B;+s; Vie {PUUUG™} (3.52)
Ri=Bnu—D; VYVieP (3.53)
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A =Dy =Q, =Qu =W, =0 Vkek (3.54)

A, Wi, By, Dy, Qs irresritas Vie N (3.55)
R; irresrita Vie P (3.56)
zh, €{0,1}  VEEK;Vi,jeN;i#j (3.57)

A funcio objetivo ¢ dividida em duas partes. A primeira (3.40) visa minimizar
0s requisitos nao-essenciais do problema, cnquanto a segunda (3.41 e 3.42) visa &
minimizagao das violagoes nos requisitos essenciais. Além disso, os requisitos nao-
cssenciais sao “penalizados” por um vetor de niimeros inteiros positivos (pesos) w ==

lwo, w1, wa, ws, wy], € 08 essenciais com um vetor semelhante p = [po, p1, P2, P3, P4)-

As restricoes 3.43 e 3.44 garantem, respectivamente, que cada veiculo partira de sua
garagem de origem e chegard a sua garagem de destino nma tinica vez, ou seja, cada
rota serd iniciada em sua garagem de origem e terminard em sua garagem de destino.
A restricao 3.45 garante que cada cliente serd atendido uma tnica vez, ou seja, por
apenas um veiculo. A restricao 3.46 garante que um local de embarque estara sempre
na mesma rota que seu respectivo local de desembarque, enquanto que a contengao

do fluxo, ou seja, tudo que entra é igual a tudo que sai, é garantida pelas restri¢oes
3.47 e 3.48.

A restricao 3.4% determina o horario de inicio do servico e o tempo de espera em cada
local e também o veiculo que o atenderd. Como mostrado e Cordeau (2006), essas
restricoes, em conjunto, garantem a eliminacio de sub-rotas (sub-tours) no caso do
DARP. A restrigao 3.50 determina a carga dos veiculos em cada local, enquanto as
restricoes 3.51, 3.52 e 3.53 garantem, respectivamente, um calculo correto dos hora-
rios de chegada e partida nos locais e dos tempos de viagem dos clientes. A restrigao
3.54 “inicializa” algumas varidveis referentes &s garagens. Por fim, a restricdo 3.57
apenas garante que as variaveis de decisao :cfj sejam bindrias, enquanto as restrigoes

3.55 e 3.56 garantem que as demais varidveis sejam irrestritas.

Como pode ser observado no modelo proposto, devido as restricoes 3.49 e 3.50, e a
parte da funcdo objetivo que representa os requisitos essenciais (3.41 e 3.42), esta
formulagao ¢ nao-linear. Entretanto, essas restrigoes podem ser linearizadas de forma
andloga a utilizada por Cordeau (2006) (ver Subsecio 3.2.1). J& os termos 3.41 e
3.42 podem ser substituidos por outras restrigoes, assim como nos modelos descritos
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nas se¢oes anteriores, porém passarao a representar o problema de uma forma nao-
relaxada. Para isso, basta remover os termos 3.41 e 3.42 da fungao objetivo, e inserir

as seguintes restri¢ées no modelo:

By —Dy- <Tp Vkc K (3.58)
R;<R; VieP (3.59)

W, <W; Vie{PuU} (3.60)
Qi<Qr YiePikeK (3.61)
e; <B;<l; VieN (3.62)

Como sugerido em Cordean (2006), nesse modelo é feita uma redugao no nimero de
arcos (caminhos) existentes entre os locais (como pode ser visto na formulagiao mate-
maética). Tal fato se deve as caracteristicas do DARP, que por exemplo, ndo permite
um arco ligando um local a si préprio, ndo permite que um desembarque seja reali-
zado antes de seu respectivo embarque, etc. Além disso, ao contrario da formulagio
proposta por Bergvinsdottir (2004), que utiliza as varidveis referentes aos locais de
forma exclusiva para cada vefculo (A¥, BF, DF, WF, QF, RF), nessa formulagao sio
utilizadas varidveis unicas (A;, B;, D;, W;, Q;, R;), o que reduz significativamente o
numero de varidveis de decisao do modelo.

Este modelo “simplifica” a representagdo do problema, pois utiliza a redugéo no ni-
mero de varidveis e restrigoes e também a eliminacio de arcos do problema proposta.
por Cordean (2006). Além disso, essa abordagem é mais condizente com a realidade,
pois trata o problema com frota heterogénea, garagens multiplas e com uma funcgio
multi-objetivo, o que possibilita a busca por solucoes equilibradas entre os custos

operacionais e a inconveniéncia dos clientes.

Por fim, vale ressaltar que esse modelo ainda pode ser aprimorado, como por exem-
plo, pela reducéo do nimero de varidveis e restricoes, da linearizacdo do modelo
relaxado, e outras técnicas, possibilitando provavelmente a sua resolugio por meio

de um software comercial.
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3.4 Simulated Annealing aplicado ao DARP

Um método heuristico baseado na aplicagio do Simulated Annealing - SA (ver Se-
¢io 2.5), juntamente com outras heuristicas, é proposto para solucionar o DARP
representacdo pelo modelo descrito na secio anterior. Para a utilizacao do SA, deve-
se definir a priori um método para geracao de uma solucéo inicial S, um método para
geracio das solugbes vizinhas S’ (estrutura de vizinhanga), e uma fungéo objetivo
J(S) a ser otimizada.

3.4.1 Geracao da solucao inicial

A solucao inicial é gerada por uma “heuristica de distribuigao”, que é responsavel
pela roteirizagdo dos veiculos, ou seja, pela formacao dos agrupamentos dos locais

nas rotas e da sequéncia de atendimento destes. Essa heuristica é apresentada na

Figura 3.2.
1. CRIAR (m rotas vazias, e abribui-las acs m velculos);
2. CRIAR f{uma lista L com koedas as requisicdes de btransporte dos clientes}:
3. PARA (cada rota k, k = 1,2,...,m} ERCA
s SELECIQNAR ¢ Ln.v’m_] requisigies de L);
5. FARA (cada reguisicio seleclionada) FRCA
6. Pasl <« posigdo gqualquer da rota k;
7. Pos2 <« posigdo gualquer da rota k, porém posterior a Posly
8. INSERIR {o ponto de embargue em Posl):
9. INSERIR {o ponto de desembarque em PosZ}:
10, FIM-PARA;
11. INSERIR (a garagem de origem do wveiculo k no inficio da rota k):»
12. INSERIR (& garagem de destino do veicule k no fim da rota ki;
13. REMOVER (as requisigdes selecionadas de L)
14, FIM-PARA;

Figura 3.2 - Heuristica de distribuicdo para o DARP.

Nessa heuristica, sdo criadas inicialmente m rotas vazias, sendo atribuido, a cada
uma delas, um veiculo especifico. Posteriormente, todas as requisi¢oes de transporte
dos clientes (pontos de embarque e seus respectivos pontos de desembarque) séo
distribuidas aleatoriamente, porém de forma uniforme, a essas rotas, ou seja, as n
requisicoes sao divididas igualmente entre os m veiculos. Em alguns casos a divisao
de n por m nio serd inteira, ¢ nesses casos a ultima rota deverd atender a um
numero superior de requisi¢oes. A selegfo das requisigoes e das rotas que as atenderdo

também ¢ aleatodria.

As posigoes de inser¢ao dos pontos (locais) na rota também séo selecionadas de forma

aleatdria, mas sempre atendendo a restri¢ao de precedéncia oriunda da requisi¢éo de
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transporte do cliente em questao, ou seja. um local de embarque sempre devera ser
anterior ao seu respectivo local de desembarque. Por fim, devido ao fato de toda rota
comecar e terminar em garagens especificas (referentes ao veiculo que ird executé-la),
pode-se considerar que os locais referentes a estas garagens sempre serdo alocados

como primeiro e ultimo pontos em cada uma das rotas criadas.

Como descrito anteriormente, essa heuristica trata apenas a roteiriza¢ao dos veiculos,
entretanto ainda deve-se fazer a programacao destes, ou seja, deferminar os horarios
de chegada nos locais, os horarios de partida, etc. Para isso, é utilizada uma oufra
heuristica, denominada “heuristica de programacao” (Figura 3.3), que é adaptada
da apresentada em Cordeau e Laporte (2003a) e realiza a programacgao de uma
forma a tentar reduzir as violagGes nas janelas de tempo, a duracao das rotas, e os
tempos de viagem dos clientes. Nessa heuristica, € utilizado umn conceito de “atraso”,
proposto inicialmente por Savelsbergh (1992), que consiste basicamente em atrasar,
na medida do possivel, o hordrio de partida da garagem de origem e o inicio do

servigo nos locais de embarque.

1. By « e5; Do € Bgs
CALCULAR (Ay,B; Wi, Ds,9; para cada ponto vy € ¥y & vy # Vol
3. CALCULAR (Fy);

o8]

4. By ¢+ g + min{]?a, pr}; Do ¢ Bo:
Qep<z
ATUALIZAR (A;,Bi,W;, D para cada ponto v; € Vy @ v; # gl
CALCULAR (R; para cada ponto vy € Vg e v, € P};
PARA (cada ponto v; € ¥y @ ¥v; € P) FACA
CALCULAR (Fyi}:

9. By ¢ B; + min{E‘t, pr};

izp<z |

o =1 &, N

10. D; « By + 557 W ¢ B; — Ay;

fi(ER ATUALIZAR (A,,B;,W;, D, para cada ponto vy € Vi € V4 posterior a vi}:
iz. ATUALIZAR (Ry para cada ponto vy € Vy, vy € F & Vnyy posterior a w):
13. FIM-PARR;

Figura 3.3 - Heurfstica de programacio para o DARP.

Inicialmente, o hordrio de partida da garagem de origem é marcado para o hordrio de
infcio da respectiva janela de tempo. A partir de entao, os demais calculos (horarios
de chegada, inicio do servigo, tempo de espera, hordrio de partida e carga do veiculo)
sao realizados para todos os pontos seguintes na rota. Posteriormente é calculado o

atraso para a partida da garagem de origem, e entido o horario de partida ¢ ajustado
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de forma a ndo aumentar as violagbes nas janelas de tempo. E feita entdo uma
atualizacdo nos hordrios para todos os pontos posteriores 4 garagem de origem, e
também € calculado o tempo de viagem dos clientes. Por fim, para cada ponto de
embarque pertencente & rota em questdo, ¢ calculado o scu respectivo atraso (sendo
o horario de inicio do servigo ajustado de forma a reduzir a duracio da rota e o
tempo de viagem dos clientes, e ndo aumentar as violacoes nas janelas de tempa), e
os horarios de todos os pontos posteriores sdo atualizados, assim como o tempo de

viagem dos clientes cujo desembarque é posterior ao ponto de embarque em questao.

Considerando entdo uma rota Vi = {wp, v;, V5, Ynyj, Untis ---, Vs |, executada pelo vei-
culo k (Vk € K), tem-se que vy e v, representam, respectivamente, as garagens de
origem e de destino de k (vp € G75v, € G7), e 0s demais pontos representam os
pontos de embarque e desembarque, sendo que o ponto v, ; representa o ponto de
desembarque referente ao ponto de embarque 1;, ou seja v; € P e v,,; € U. Para
uma rota Vi qualquer, o atraso é calculado da maneira apresentada nas Equacoes

3.63, 3.64 e 3.65, e sua programagcao ¢ ilustrada na Figura 3.3.

- . ] + §
F= o Z W, + (mm{lj = B Ry R,-}) se 1CP (3.63)
i<psy
F; = min { Z W, + (I, — By) se i€G” (3.64)
<j<z i<
F;=0 se ie{UUGH} (3.65)

3.4.2 Estrutura de vizinhanca

Como estrutura de vizinhanga foram utilizados trés diferentes movimentos de troca:
re-ordenar rota, re-alocar ponto e trocar pontos. Esses movimentos siao baseados em
outros encontrados frequentemente nos trabalhos referentes ao DARP (BERGVINS-
DOTTIR, 2004; CORDEAU; LAPORTE, 2003a; SAVELSBERGH, 1992).

2

F: interessante destacar que nesses movimentos ndo sao consideradas as garagens,
pois essas sdao “fixas” em todas as rotas, e consequentemente suas posigoes nao po-

derao ser alteradas.

O movimento re-ordenar rota consiste basicamente em selecionar uma rota gualquer

pertencente a solucao, selecionar um ponto qualquer nessa rota, selecionar uma nova
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posicdo para esse ponto e trocar sua posigao para a nova. Esse movimento € ilustrado
na Figura 3.4.

EeRul N e e T

“O-O-O-0| |+ O-0-0-O

" 4 D)
O RO O & i O S Crg &
(a) (b)

Figura 3.4 - Movimento re-ordenar rota.

Como é selecionado apenas um ponto na rota, este pode ser de embarque ou desem-
barque. No primeiro caso (Figura 3.4a), a nova posigdo devera, obrigatoriamente, ser
anterior ao seu respectivo ponto de desembarque. J4 no segundo caso (Figura 3.4b),
a nova posi¢ao deverd ser posterior ao respectivo ponto de embarque. Esses “limites”
sao apresentados pelas linhas pontilhadas na Figura 3.4.

" DD

‘ ,. ./,,ﬂ.

~
-
~

wr (D
w (DD

Figura 3.5 - Movimento re-alocar pontos.

O movimento re-alocar pontos consiste basicamente em selecionar duas rotas quais-
quer pertencentes a solugao, selecionar uma requisigio qualquer em apenas uma das
duas rotas, extrai-la (scus pontos de embarque e desembarque) de sua rota de origem

e adiciond-la na outra rota, em posigoes quaisquer. O ponto de embarque e seu res-
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pectivo ponto de desembarque séo extraidos simultaneamente, porém sua insercdo
na “outra” rota pode ser feita de forma separada, ou seja, esses pontos sdo alocados
individualmente em qualquer posicao da rota, porém sempre mantendo a condigéo
de que o ponto de embarque fique antes do ponto de desembarque (restricao de

precedéncia). Esse movimento € ilustrado na Figura 3.5.

Ja o movimento frocar pontos consiste basicamente em selecionar duas rotas quais-
quer pertencentes & solucéo, selecionar uma requisicio de transporte (ponto de em-
barque e seu respectivo ponto de desembarque) qualquer em cada uma das duas
rotas, e troca-las. Esse movimento é ilustrado na Figura 3.6. Nesse caso, como s&o
frocadas requisicoes de transporte, ou seja, seus pontos de embarque e desembarque
sdo trocados simultaneamente (trocados em pares), pode-se garantir que o ponto de

embarque serd sempre anterior ao seu respectivo ponto de desembarque.

Figura 3.6 - Movimento trocar pontos.

O SA é implementado de forma analoga ao algoritmo apresentado na Se¢io 2.5,
porém cada solu¢io vizinha deverd ser gerada por apenas um desses movimentos,
sendo a sua escolha feifa de forma aleatéria, porém uniformemente distribuida, pos-
sibilitando assim uma boa diversidade entre as solucoes intermediarias geradas, e

consequentemente uma boa exploragédo do espaco de solugoes.

A fungdo objetivo f(S) utilizada para avaliar as solucOes é aquela descrita pelas
expressoes 3.40, 3.41 e 3.42 do modelo descrito na Se¢io 3.3, e as restrigbes apresen-
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tadas nesse mesmo modelo (3.43 a 3.57) séo atendidas implicitamente nas heurfs-
ticas de distribuicao e programacgio e nos movimentos de troca aqui deseritos. Um

pseudo-codigo do SA implementado é apresentado na Figura 3.7.

1. DADO {wa, SAmax, T, € Tc) FACA
2. GERAR (uma sclugdo 5 através da heuristica de distribuicgido);
3. APLICAR (a heuristica de programacio em todas as rotas de S);
4. 8% ¢ §; {Melhor solucio obtida até entdo}
IterT « 0; {Ntmerc de iteracSes na temperatura T}

6. T + Tg; {Temperatura corrente}

. ENQUANTO (T > T.) FAGA
8. ENQUANTO (IterT < SAmax) FACA
& IterT <« IterT + 1;
10. GERAR (um vizinho gualquer S' através de um dos mov. de troca);
11. APLICAR (a heuristica de programagio em todas as rotas de 5');
12. A <« E(87) - £(8);
13. SE (A < 0) S « 8';
14. SE (£(87) < £(8*)) 8* « 38'; FIM-SE;
15, SENZO
16. TOMAR (x € [0,1]);
17. SE (x < T $ ¢« s’;  FIM-SE;
18. FIM-SE;
19, FIM-ENQUANTO;
20. T 4~ 0 * T; IterT <« 0O;
21, FIM-ENQUANTO;
22. 8 4 8*%;
23, RETORNAR (S);

Figura 3.7 - Algoritmo Simulated Annealing implementado para o DARP.

3.5 Experimentos computacionais

Virios experimentos foram realizados utilizando um conjunto de instincias disponi-
veis na OR-Library (BEASLEY, 1990). Essas instincias séo referéncias nos trabalhos
mais recentes e que tém considerdvel importancia para resolugdo do DARP (COR-
DEAU; LAPORTE, 2003a; JORGENSEN et al,, 2007). Estdo disponiveis 20 insténcias,
combinadas entre 24 a 144 requisicbes de transporte (48 a 288 pontos) e 3 a 13
veiculos, sendo as primeiras instancias (Rla - R10a) formadas por janelas de tempo

“largas” e o restante (R1b - R10b) formado por janelas de tempo mais “estreitas”.

Essas insténcias representam problemas com garagem tnica e frota homogénea, e
nao adotam o conceito de tempo méximo de espera. Entretanto, o modelo aqui
proposto (ver Secio 3.3) se adapta facilmente a elas. Para isso, basta tratar essa

tinica garagem como garagem de origem e destino para todos os veiculos, e um valor
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muito grande como tempo méximo de espera (que ird eliminar a possibilidade de

ocorrer qualquer violagao).
3.5.1 CPLEX

Inicialmente, visando verificar a complexidade dos modelos ja existentes (ver Subse-
¢oes 3.2.1 e 3.2.2) e do modelo proposto (ver Secio 3.3), o software CPLEX (1LOG,
2006), que é uma referéncia para resolver problemas de otimizagéo, foi utilizado para

tentar solucionar a instancia “mais simples” desse conjunto (R1a).

O modelo proposto por Cordeaun {2006) foi implementado da forma como apresen-
tada na Subsecao 3.2.1, porém com as eliminagoes de arcos e as redugoes no niimero
de varidveis e restricoes descritas na mesma secdo. O custo representado na funcao
objetivo do modelo em questéo (3.1) foi dado pela da distancia total percorrida pelos
veiculos, assim como no trabalho original de Cordeau (2006).

J& o modelo proposto por Bergvinsdottir (2004) foi implementado com as corre-
¢oes descritas na Subsegio 3.2.2 (corregdes as falhas matemdticas do modelo), e foi
consideracda a mesma fungdo objetivo utilizada no modelo proposto por Cordeau
(2006), ou seja, apenas visando a minimizacio da distancia total percorrida pelos
veiculos. Os demais termos da funcio objetivo (3.21 e 3.22) foram desconsiderados

pela penalizagio nula, ou s¢ja, com pesos iguais a zero.

Por fim, o modelo proposto também foi implementado de forma analoga as demais
descritas acima, ou seja, com as simplificagées e a fungao objetivo considerando

apenas a distdncia, e tratando os reguisitos essenciais do problema como restrigoes.

O resultado obtido confirmou a expectativa da complexidade do problema, pois o
CPLEX nao conseguiu resolver nenhum dos modelos, ou seja, ndo conseguiu obter

nenhuma solugdo vidvel para a “menor” instancia do problema.
3.5.2 Simulated Annealing

Os parametros utilizados pelo SA em todos os experimentos foram T = 20000, o =
0.975, T. = 0.01 e SAmaz — 1000. J4 a escolha dos valores das penalizagdes (vetores
w e p) aplicadas na fungdo objetivo (3.40, 3.41 ¢ 3.42) foi baseada em uma andlise
apresentada por Bergvinsdottir (2004). Porém, neste trabalho a penalizagao para as

violagOes nos requisitos essenciais fol mais “pesada”, visando evitar a obtengao de
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solugdes invélidas para o problema. Os pesos utilizados foram: w = [8,0,1,3,1] e p =
[1500,1500,1500,1500,1500].

. { f(8)média — Melhor f(S5)
Desvio = ( Melhor [ (5) ) x100 (3.66)

Para validacdo do modelo proposto e da aplicagdo do SA ao DARP, foram realizados
inicialmente cinco testes para cada instincia. A Tabela 3.1 apresenta um resumo dos
resultados obtidos (f(S) ¢ o valor da funcdo objetivo obtida). Nessa tabela, a coluna
Melhor f(S) indica o valor da [unco objetivo da melhor solugio encontrada nos cinco
testes (para cada instancia). A coluna f(S) média apresenta a média aritmética das
cinco solugoes encontradas, e a coluna Desvio apresenta o “desvio” obtido entre esses
testes (ver Equacio 3.66).

Tabela 3.1 -~ Resumo dos experimentos realizados para 0 DARP,

N° de N° de J(S) Melhor | Desvio
Torhntie veiculos | requisicoes | média f(s) (%)
Rla 3 24 3721,57 | 3677,91 1,19
R2a ] 48 7101,87 | 7017,34 1,20
R3a 7 72 11982,18 | 11873,76 0,91
R4a 9 96 13982,52 | 13725,92 1.87
Rb5a 11 120 16006,82 | 15736,66 1,72
R6a 13 144 20607,77 | 20465,39 0,70
R7a 4 36 5718,46 | 5610,05 1,93
R8a 6 72 115564,71 | 11343,19 1,86
R9a 8 108 17345,60 | 15632,09 | 10,96
R10a 10 144 23104,61 | 22430,00 3,01
R1b 3 24 3407,87 | 3379,74 0,83
R2b 5 48 5925,35 | 5889,56 0,61
R3b 7 72 11045,26 | 11006,12 0,36
R4b 9 96 12856,75 | 12807,87 0,38
Rb5b 11 120 14874,48 | 14544,13 2,27
R6b 13 144 18795,79 | 18518,82 1,50
R7b 4 36 5202,93 | 5136,37 1,30
R8b 6 72 10791,67 | 10703,17 0,83
R9b 8 108 15180,91 | 15013,71 1,11
R10b 10 144 20492,56 | 19969,15 2,62

Em todos os experimentos realizados o niimero de veiculos utilizados foi ignal ao dis-

ponivel, todas as requisigies de transportes foram atendidas, e o mais importante,
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todas as solugbes obtidas foram validas. Os melhores resultados obtidos (Tabela 3.2)
ainda sfo comparados aos obtidos por Cordeaun e Laporte (2003a), com a metaheu-
ristica. Busca Tabu (Tabela 3.3), e por Jorgensen et al. (2007), com um Algoritmo
Genético (Tabela 3.4). Apenas os resultados obtidos para algumas instdncias sao
comparados a esses trabalhos, pois Jorgensen et al. (2007) nao apresentam os resul-

tados para as demais.

Tabela 3.2 - Melhores solugGes obtidas pelo Simulated Annealing para o DARP.

) Duracao Tempo de Tempo de
Inst. Distancia | g.5 rotas espera (min) viagem (min) CPU
percorrida | (i) | fotal médio | total médio | U
Rla 252,79 831,30 98,51 2,05 241,93 10,08 1,00
R2a 437,45 199234 594,90 6,20 310,17 6,46 1,20
R3a 831,74 2404,67 132,93 0,92 894,08 12,42 1,46
Rba 1085,45 3920,25 434,81 1,81 899,35 7,49 1,79
R9a 1064,23 3258,66 34,42 0,16 1275,06 11,81 2,28
R10a 1392,09 447542 | 20333 | o071 | 220485 | 1531 | 2,72
R1b 251,85 738,42 6,57 0,14 206,66 8,61 0,92
R2b 436,69 1428 44 31,75 0,33 311,95 6,50 1,30
R5b 1010,09 3654,02 243,94 1,02 855,16 7,13 1,95
Réb 1289.31 4318,33 149,02 0,52 1245,66 8,65 1,94
R7b 375,67 1095,67 0 0 345,10 9,59 1,05
R9b 1041,09 3315,28 114,19 0,53 1085,18 10,05 2.26
Ri0b 1414,65 4332,69 38,04 0,13 1427,08 9,91 2,77
TOTAL 10883,10 35765,49 | 2082,41 | 14,52 | 11302,23 | 124,01 | 22,64

Comparando os resultados obtidos com os apresentados por Cordeau e Laporte
(2003a) (Tabela 3.3), a abordagem proposta neste trabalho apresentou um aumento
de 63,53% na distancia total percorrida pelos veiculos, porém no tempo de duragio
das rotas houve um aumento de apenas 0,64%. Ja no tempo médio de espera dos
veiculos, esta abordagem foi capaz de obter uma reducao de 66,17%, no tempo mé-
dio de viagem dos clientes a reducdo foi de 80,46%, e o mais interessante, 95,45% de

redugdo no tempo de processamento.

Em relagéo aos resultados obtidos por Jorgensen et al. (2007) (Tabela 3.4), a abor-
dagem proposta neste trabalho foi capaz de reduzir 11,71% no tempo de duragao
das rotas, 48,53% no tempo médio de espera dos veiculos, 75,33% no tempo médio

de viagem dos clientes, e 95,37% no tempo de processamento.
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Tabela 3.3 - Melhores solucdes obtidas pela Busca Tabu para o DARP.

Duragao Tempo de Tempo de
Inst. Disténcia | gas rotas espera (min) viagem (min) CpPU
percorrida (min) total médio | total médio | (min)
Rla 190,02 881,16 211,15 4,40 1094,99 45,62 1,90
R2a 302,08 1985,94 723,87 7,54 1976,73 41,18 8,06
R3a 532,08 2579.,35 607,27 4,22 3586,68 49,82 17.18
Rba 636,97 38692.95 832,98 3,47 6156,48 51,30 46,24
RYa 672,44 315549 | 323,05 | 1,50 | 562177 | 52,05 | 50,51
Ri0a 878,76 4480,10 | 721,33 | 250 | 716371 | 49,75 | 87,53
Rlb 164,46 965,06 320,60 6,68 1041,50 43,40 1,93
R2b 296,06 1564,74 308,68 3,22 2393,18 49.86 8,29
R5b 589,74 3095.63 605,89 2,52 6104,72 50,87 54,33
R6b 743,60 4072,47 448 88 1,56 7347,39 51,02 73,70
R7b 248,21 1097,25 129,03 1,79 1761,99 48,94 4,23
R9b 601,96 3249,29 487,33 2,26 5581,02 51,68 51,28
R10b 798,63 4040,99 362,37 1,26 7072,29 4911 92,41
TOTAL 6655,01 35537,42 | 6082,43 | 4292 | 56902,45 | 634,60 | 497,59
Tabela 3.4 - Melhores soluces obtidas pelo Algoritmo Genético para o DARP.
Duracao Tempo de Tempo de
Inst. Distancia | gag rotas | espera (min) | viagem (min) CPU
percorrida (min) | total médio | total maédio (min)
Rla - 1039 260 5,42 310 12,90 5,57
R2a - 1994 2l4 5,36 1330 27,72 11,43
R3a - 2781 301 2,09 2894 40,20 21,58
R5a - 4274 527 2,20 4837 40,30 58,23
R9a - 3526 32 0,15 6719 62,21 40,78
R10a - 5025 246 0,86 8341 | 57,92 | 65,98
Rib - 928 164 3,42 549 22,89 5,46
R2b - 1710 162 1,69 1300 27,07 11,72
R5b - 4336 568 2,37 4720 39,33 58,93
R6b - 5227 513 1,78 6397 44,42 81,23
R7b - 1316 128 1,78 784 21,76 8,29
ROb - 3676 177 0,82 5358 49,61 44.66
R10b - 4678 85 0,29 8119 56,38 66,41
TOTAL - 40508 3678 28,21 | 51657 | 502,72 | 488,61
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Como as distancias percorridas pelos veiculos ndo sdo apresentadas em Jorgensen
et al. (2007), ndo é feita nenhuma comparacio. J4 as distdncias apresentadas em
Cordeau e Laporte (2003a), e neste trabalho, sdo distdncias Euclidianas entre os

pontos, e consequentemente nao apresentam unidade de medida.
3.6 Consideracoes finais

Analisando os trabalhos ja existentes sobre o DARP, nota-se que, além dos diferentes
métodos para sua resolugao, existem inumeras variacGes nas formulactes. Algumas
dessas variacoes dizem respeito & definicdo de frota multipla ou veiculo dnico, de
frota homogénea ou heterogénea, de miltiplas garagens ou garagem tnica, e princi-

palmente de diversas formulagtes para a fungfo objetivo que se deseja otimizar.

A formulacdo matematica proposta pode ser facilmente utilizada para solucionar
diversos outros modelos ja conhecidos para o DARP, como por exemplo, modelos com
garagemn unica, com apenas um veiculo, com frota homogénea, e o mais interessante,
com varios objetivos distintos. Essa flexibilidade na escolha do objetivo final é dada
pela utilizaggo de uma funcdo multi-objetivo, que utiliza pesos para determinar a

“importancia” de cada requisito na solugao do problema.

E interessante destacar também que essa formulacio é baseada em vérias outras
encontradas na literatura (BERGVINSDOTTIR, 2004; CORDEAU, 2006; CORDEAU;
LAPORTE, 2003a). Além disso, o modelo representa o problema de forma “relaxada”,
tratando os requisitos essenciais como parte da funcao a ser minimizada, e nao como
restricoes do modelo. Essa é uma abordagem interessante que torna a resolugio
do problema menos ardua, porém permite que solugdes invalidas sejam obtidas.
Entretanto, solucgoes invalidas podem ser interessantes em alguns casos, pois como
é sabido (CORDEAU, 2006), os modelos exatos séo incapazes de resolver de forma
satisfatéria um problema de tamanho “real”, e em alguns casos uma solugao com

violagbes minimas nos requisitos essenciais pode ser aceitavel.

A escolha do Simulated Annealing se deve aos excelentes resultados obtidos para
diversos problemas de otimizacao (BAUGH et al., 1998; BEASLEY, 1998; MAURI, 2003;
MAURL; LORENA, 2006h; MAURI et al.,, 2008b), e também a sua simplicidade. J4 a
escolha das demais heuristicas e da estrutura de vizinhanca fol baseada em outras

aplicagoes das mesmas ao DARP.

O SA integrado com as demais heuristicas apresentadas na Sccao 3.4 foi capaz de
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obter, em todos os casos e com pouco tempo de processamento, solugoes vélidas para
o problema. O SA se mostrou robusto, pois como pode ser observado na Tabela 3.1,
os desvios apresentados foram salisfaforiamente baixos. Além disso, a estrutura de
vizinhanga utilizada (movimentos de troca) mostrou ser adequada e eficiente para

exploracio do espaco de solucoes.

Os resultados obtidos mostram que o Simulated Annealing juntamente com o mo-
delo proposto e as demais heuristicas descritas na Secgio 3.4 foram capazes de gerar
solugoes de boa qualidade para todas as instancias em tempos computacionais ex-
pressivamente baixos. Esses resultados ainda foram comparados com duas outras
abordagens recentes encontradas na literatura, e em todos os casos a “qualidade do
servico” foi expressivamente maior, ou seja, a inconveniéncia dos clientes foi signi-
ficativamente reduzida, o que na pratica, em se tratando da perspectiva humana,

reflete melhores solucdes.

Por fim, vale destacar que a maioria das instancias utilizadas nos demais trabalhos
descritos neste capitulo sao obtidas por intermédio de empresas que atuam no setor,
que na maijoria dos casos ndo as disponibilizam publicamente, o que impossibilita
comparagoes diretas com outros métodos encontrados na literatura. Sendo assim,
buscou-se conseguir junto & Secretaria de Transportes do municipio de Sao José
dos Campos - SP um conjunto de dados reais referentes ao servico de transporte de
PPNEs que opera neste municipio, entretanto notou-se uma grande “resisténcia” dos

responsaveis por este servico em ceder tais dados para essa pesquisa.

Todos os experimentos apresentados neste capitulo foram realizados em um laptop
Toshiba A10 5127 com processador Intel Celeron® de 2.0 GHz ¢ 256MB de meméria
RAM. Toda a implementacao foi desenvolvida na linguagem C+-+ com chamadas
a biblioteca do software CPLEX 10.0. As solugoes obtidas por Cordean e Laporte
(2003a) foram executadas em um PC Intel Pentium 4 de 2.0 GHz, e as obtidas por
Jorgensen et al. (2007) em um PC Celeron® de 2.0 GHz.
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4 PROBLEMA DE ALOCACAO DE BERCOS

O Problema de Alocagio de Bergos (PAB) consiste em atribuir os navios que chegam
a um determinado porto para as “posicoes” de atracacao disponiveis ao longo de um
cals (bergos). As principais decisdes a serem tomadas neste processo envolvem a

escolha de onde e quando os navios deverdo atracar (CORDEAU et al., 2005).

Em relagao ao local de atracacio, existem restricGes relativas a profundidade da
agua, a distincia maxima em relacio ao local mais favordvel ao longo do cais, ¢
também ao tamanho dos navios. J4 em relagdo ao hordrio de atracagio dos navios,
as restricoes sao expressas como janelas de tempo para conclusao de seu atendimento
(CORDEAU et al., 2005).

O tempo de atendimento de um navio depende de seu ponto de atracacio (bergo), e
é uma func¢ao da distancia do bergo até a drea de carga e descarga de contéineres no
pétio do porto. Como mencionado em Cordeau et al. (2005), esta dependéncia afeta
fortemente o desempenho das operages no porto. O cendrio onde ocorre o problema,

de alocagao de bergos é ilustrado pela Figura 4.1.

Navio aguardando
atendimento

Cais

Navios

B
o atracados

Navio chegando ao porto

O 00O

Figura 4.1 - Cenério tipico para o PAB.
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Os dados referentes ao tempo de servico dependem de outra deciséo, que € o niimero
de guindastes no cais que estdo disponiveis aos navios que chegam. Iissa “decisao” é
conhecida como Problema de Atribuigio de Guindastes - PAG (LEE et al., 2008). Esta
decisdo afeta o tempo de servigo dos navios, e consequentemente tem um impacto
no PAB. Em um sistema complexo, como um porto de transferéncia de cargas, o

processo de tomada de decisdo é frequentemente hierdrquico, e o PAG é resolvido
antes do PAB.

O objetivo entdo é minimizar os custos referentes ao porto e ao navio, o que é geral-
mente relacionado ao tempo de servigo dos navios. O objetivo do PAB normalmente
é minimizar o tempo total de servigo de todos os navios. Desde que os navios nao
tenham a mesma importincia, uma soma dos tempos de servicos dos navios, conside-
rando uma penalizagdo para indicar a sua devida importancia, pode refletir melhor a
pratica de gerenciamento de alguns portos. Os pesos nesta soma podem representar
valores estimados da carga ou do nimero de contéineres movimentados. Em algumas
variantes do problema, como em Tmnai et al. (2008) por exemplo, também podem ser
incluidas outras condigoes de penalidade na fun¢ao objetivo.

O PAB pode ser modelado como um problema discreto se o cais for visto como um
conjunto finito de bergos. Neste caso, os ber¢os podem ser descritos como segmentos
de comprimento fixos, ou, se a dimensao de espago for ignorada, como pontos. J4
os modelos continuos consideram que os navios podem atracar em qualquer lugar
a0 longo do cais. No caso discreto, o PAB pode ser modelado como o Problema de
Programacio de Maquinas Paralela Sem Conexao (PINEDO, 2001), onde um navio
é tratado como um trabalho e um berco como uma mdaquina. No caso continuo, o
PAB é representado como um Problema de Corte de Estoque Bi-dimensional com
algumas restricoes adicionais. Em ambos os casos, o PAB é NP-Hard (GAREY; JOHN-
SON, 1979). Além dessas abordagens, o PAB pode ser tratado de forma estatica ou
dindmica. Nessa primeira, considera-se que todos os navios ja estdo no porto para
serem atendidos. J4 na segunda, que reflete melhor as situagdes reais de um porto,
considera-se que os navios deverdo chegar ao porto ao longo do dia em horérios
distintos (STEENKEN et al., 2004),

4.1 Revisao da literatura

Os principais trabalhos referentes ao PAB sao baseados em métodos heuristicos.

Tal fato se deve principalmente ao tratamento de problemas reais, que aparecem
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na maioria desses trabalhos. Assim como o DARP (ver Capitulo 3), o PAB é um

problema ainda pouco explorado, e os principais trabalhos que o trata sao recentes.

Imai et al. (1997) propéem uma formulagdo matemaética e uma heuristica para o
PAB considerando que todos os navios estejam no porto antes da abertura dos bergos
(PAB estético). Essa abordagem nao condiz com a realidade, pois os navios devem
chegar em hordrios diferentes ao longo do dia (PAB dindmico). Porém, esse trabalho
é um dos pioneiros a respeito do PAB. Uma extensio deste trabalho, que trata o
PAB dinamico, é apresentada em Imai et al. (2001). Nesse trabalho, é utilizada uma
heuristica baseada na Relaxagdo Lagrangiana para resolver insténcias com 25 ¢ 50

navios e 5, 7 e 10 bergos.

Imai et al. (2003) utilizam a mesma heuristica apresentada em [mai et al. (2001),
porém para uma versio do PAB que considera “prioridades” para o atendimento
dos navios. Nessa versao, o problema é modelado como um Problema Quadrdtico de
Atribuicdo, e um Algoritmo Genético é proposto para resolvé-lo. Os autores utilizam
instancias com 25, 50, 75 ¢ 150 navios e 5 bergos. Imai et al. (2008) apresentam uma,
nova formulagdo para o PAB, dessa vez considerando a possibilidade de utilizagio
de “bercos” extras para o atendimento dos navios. Mais uma vez, eles utilizam um
AG para resolver o problema. B interessante destacar que varios portos (reais), de
varias partes do mundo, sdo considerados para geragdo das insténcias utilizadas

nesses trabalhos.

Kim e Moon (2003) apresentam uma formulagao de programacao linear inteira mista
para o caso continuo do PAB. Os autores utilizam o solver LINDO e proptem uma
heuristica baseada no Simulated Annealing para resolver instancias reais (de um
porto Coreano) com até 40 navios. O LINDO apresenta resultados apenas para as

instancias com até 7 navios. J4 o SA apresenta boas solugdes para todas as instanciag.

Cordeau et al. (2005) apresentam uma heuristica bascada na Busca Tabu para resol-
ver duas formulagoes distintas para os casos discreto e continuo do PAB. Também
sao propostas duas heuristicas, uma para resolver o caso continuo do problema e
uma para o caso discreto. Os autores mostram que apenas instancias de pequeno
porte podem ser resolvidas de forma exata, e nesses casos, a Busca Tabu proposta
sempre encontra as mesmas solugoes (6timas). Jd para insténcias de grande porte, a
Busca Tabu sempre apresenta resultados melhores do que uma versao “truncada” de

um branch-and-bound aplicado a uma formulacéo linear. As formulagtes propostas
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¢ a Busca Tabu ainda séo capazes de tratar varias caracteristicas encontradas em
problemas reais, como por exemplo, janelas de tempo e bercos “favoritos” de atraca-
¢ao. Os métodos propostos sdo aplicados a um grande conjunto de instincias, sendo
a maioria gerada com base em informagoes reais do porto de Gioia Tauro - Itélia, e

30 delas geradas aleatoriamente, com 60 navios ¢ 13 bergos.

Hansen et al. (2008) apresentam wma heuristica de busca em vizinhanca varidvel
(VNS), uma heuristica VNS com inicializagoes muiltiplas (multi-start), um Algoritmo
Genético, e um Algoritmo Memético para resolver o caso discreto do PAB. Fsses
métodos sao aplicados a varios conjuntos de instdncias, variando de 50 navios e
5 bergos até 200 navios e 20 bergos. Os resultados obtidos pelo VNS superam os

demais. Para varias dessas instancias o CPLEX apresentou as solucoes dtimas.

Virios casos que tratam o PAB em sua versdo continua sdo apresentados em Nishi-
wura et al. (2001), Kim e Moon (2003), Imai et al. (2005), Cordeau et al. (2009), etc.
Outra abordagem baseada na Relaxagfo Lagrangiana é apresentada em Monaco e
Sammarra (2007). Um modelo de simulagio das atividades portuarias é apresentado
em Dragovic et al. (2005). Qutros problemas relativos ao gerenciamento portué-
rio sio apresentados em Gunther e Kim (2006), Cordeau et al. (2007) e Lee et al.
(2008). Vis e Koster (2003) apresentam uma discussao a respeito desses problemas.
Por fim, Steenken et al. (2004) apresentam uma classifica¢ao dos principais processos
e operacoes presentes em wmn porto.

4.2 Formulagao matemaética

Assim como apresentado em Tmai et al. (2001), Imai et al. (2003) e Cordeau et
al. (2003), neste trabalho o problema é tratado em sua forma discreta e dindmica,
considerando como objetivo principal a minimizacdo do tempo total gasto pelos
navios dentro do porto, o que segundo Hansen et al. (2008) é uma fungdo objetivo
apropriada para o PAB. Dessa forma, o cais é dividido em um conjunto finito de
bergos, e a dimensao espacial é ignorada. Logo, deve-se observar, para cada navio,
os tempos descritos na Figura 4.2.

Como observado por Legato et al. (2001), o PAB pode ser modelado como um Pro-
blema de Roteamnento de Veiculos com Garagens Multiplas e Janelas de Tempo. Neste
trabalho, o PADB é representado inicialmente de acordo com o modelo matematico
proposto por Cordeau et al. (2005).
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Tempo de servico
- =3+ 1) .
Tempo de espera Tempo de ;tendimento
(Tkl = ai) « ®) >

P TR LR,

— e
Horério de Horério de . 3

Hordrio de saida

oA e i

Figura 4.2 - Varidveis referentes ao tempo.

N: conjunto de navios, n = |N|;

M: conjunto de bergos, m = |M];

Nesse modelo, os navios sao tratados como clientes ¢ os bergos como garagens (cada
uma com seu veiculo especifico). Existem entao m veiculos “ficticios” (um para cada
garagem), sendo que cada um inicia e termina sua “rota” na sua prépria garagem. Os
navios sao modelados como vértices em um multi-grafo, onde cada garagem (bergo}
ainda é dividida em um vértice de origem e um de destino. Nos vértices de origem e

destino, as janelas de tempo correspondem ao perfodo de funcionamento dos bercos.

O modelo entéo é dado por um multi-grafo G* = (V*, A¥), Vk € M, onde V*
NU{o(k),d(k)} e A* C V¥ x V*. As varidveis e constantes usadas para representar
o problema sio:

t¥: duragao do atendimento do navio i no bergo k;

a;: horario de chegada do navio 1;

s*: horério de abertura do berco k;

bl

: horério de fechamento do bergo %;
b?;Z
v;: valor (custo) do tempo de servigo do navio i;

ij
bergo k£ apés o navio ¢;

° Tf Vk € M, i€ N é o hordrio em que o navio ¢ atracou no berco k;

] Tf(k) Vk € M ¢é o horério em que o primeiro navio atracou no berco &;

89

horario de término da janela de tempo para o navio i;

zk € {0,1},Vk € M, V(i,j) € A*, =& = 1 se o navio j é atendido pelo




o Tj"{k} Yk € M é o horario em que o 1ltimo navio saiu do bergo k;

o Mf =max{b;+tf —a;,0}, Vke M, V(i j) e N.

O modelo do PAB proposto por Cordeau et al. (2005) é escrito da seguinte forma:
Minimizar:
Y > w|TEeartf ) af (4.1)
iEN keM JENU{d(k)}

Sujeito a:

> > k=1 Vien (4.2)

kEM FENU{d(k)}
3 ah=1 VkeM (4.3)
FENU{d(R)}
> ahw=1 VkeM (4.4)
ieNU{o(k)}
o oah Y =0 vkeMvien (4.5)
JENG[AR)}  jENS{olk)
TE+t5 - TF < (1 af)ME Wk € M,Y(ij) € AF (4.6)
TF>a Vke M,Yie N (4.7)
TF+tf Y af<b VkeMVieN (4.8)
FENU{d(k)}
Ty 2" YkeM (4.9)
Thw<ct VkeM (4.10)
o €{0.1}  Vke M,Y(i,j) € A¥ (4.11)

A funcio objetivo minimiza o tempo decorrido desde o momento em que os navios
chegam, atracam e sdo atendidos, considerando um custo de servigo para esse tempo.
A restrigio 4.2 garante que cada navio é atendido por apenas um bergo. As restrigoes
1.3 e 4.4 garantem, respectivamente, que um navio serd o primeiro a ser atendido
em cada berco, e outro serd o ultimo. A restrigdo 4.5 garante a conservacao do fluxo

(atendimento) para os demais navios. A restricdo 4.6 faz o célculo do horério de
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atracacdo dos navios. Nessa restricdo sio considerados apenas os arcos A* vélidos
para cada berco k, ou scja, alguns navios nfo podem ser atendidos em determinados
bercos, pois por exemplo, o lipo de equipamento disponivel no bergo pode nao ser
apropriado para o atendimento de determinados tipos de carga. A possibilidade de
atendimento ou nao dos navios pelos bercos é determinada nas instancias utilizadas.
As restrigoes 4.7 e 4.8 garantem, respectivamente, que o hordrio de atracacao seja
apds a chegada do navio, ¢ que o hordrio do término do atendimento do navio
seja anterior ao hordrio limite do navio (janela de tempo). As restrigdes 4.9 e 4.10
garantem a nao violagdo das janelas de tempo nos bergos. A restricdo 4.11 garante

que as variaveis de decisdo sejam bindrias.
4.3 Modelo proposto

Para utilizagdo dos métodos apresentados nas préximas secoes, é proposto um mo-
delo matematico baseado na formulacdo descrita na se¢io anterior. Esse modelo é

uma relaxacao do apresentado por Cordeau et al. (2005).

Nesse modelo, as restrigoes 4.7 ¢ 4.8 foram relaxadas, sendo transferidas para a
fungéio objetivo (4.13). De forma andloga, as restricoes 4.9 e 4.10 também foram
transferidas para a funcdo objetivo (4.14). As demais restrigoes foram mantidas,
porém, na fungéo objetivo foram adicionados fatores de penalizagio (w = [wq, w, w2])

para cada termo. O modelo proposto é apresentado a seguir.

Minimizar:

woy Y v |TF—a+tf > a4 (4.12)

iCN ke jeNu{d(k)}
wy Z Z max (0,a; — T}) + | max | 0, TF +¢¥ Z .’E,f? —b; (4.13)
i€EN keM JENU{d(k)}
wa Z (max (0, s* — Tf(k)) + max (0, Ty + €*)) (4.14)
keM

Sujeito a:

dY ak=1 VvieN (4.15)

EEM jENU{d(K)}

> a2k, =1 VkeM (4.16)
jENULd(R)}
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iENU{o(k)}
Y od- S ah=0 VekeMVieN (4.18)
JENU{d(k}} jeNU{ea(k)}
T+t = TF < (L —af)M;  Vk € M,V(i, j) € A* (4.19)
2 €{0,1} Wk e M,Y(i,j) € A* (4.20)

Nesse modelo, pode-se notar que o tempo de servigo (com seu valor de custo associ-
ado) é representado no termo 4.12. O termo 4.13 minimiza as violagtes nas janelas
de tempo dos navios. J4 o termo 4.14 minimiza as violagbes nas janelas de tempo

dos bergos.

Analisando as restri¢oes do modelo acima, pode-se notar que se trata de um Problema
de Roleamento de Veiculos com Garagens Multiplas SEM Janelas de Tempo, ou
seja, um problema cuja resolugio é menos drdua em relagdo ao modelo descrito
na secao anterior (com janelas de tempo). Deve-se destacar que esse modelo (112 a
4.20) pode resultar em solugdes invidveis para o PAB, porém essas inviabilidades sao
eliminadas (por meio da penalizagfes) durante a execugao dos métodos apresentados

8 Seguir.
4.4 Simulated Annealing aplicado ao PAB

Inicialmente, é proposta uma versao do SA (ver Secao 2.5) para resolver o modelo
apresentado na secdo anterior. Essa versao é baseada no SA apresentado para o
DARP (ver Secio 3.1).

4.4.1 Geragao da solugao inicial

A solucao inicial é gerada por duas heuristicas: heuristica de distribuicdo para o PAB
e heurfstica de programagdo para o PAB. A heuristica de distribuicéo é responsé-
vel pela atribuicdo dos navios aos bergos. Essa heuristica é baseada na heuristica
de distribuigdo para o DARP (Figura 3.2) e na heuristica FCFS-G, apresentada
em Cordeau et al. (2005). J& a heuristica de programacgio determina o horério de

atendimento dos navios nos bercos.

Na heuristica de distribuicao (Figura 4.3) sdo criados inicialmente m bercos vazios.
Os n navios sao organizados por ordem de chegada ao porto, e sao distribuidos
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sequencialmente aos bergos de forma aleatdria, porém sempre verificando se o bergo
selecionado podera atender o navio em questdo. Apos essa distribuigdo, fica garantido
que cada navio foi atribuido a win bergo que podera atendé-lo. O horario em que o
navio serd atendido ainda poderd ser incoerente, podendo apresentar sobreposigao

e/ou violagoes nas janelas de tempo, tanto dos navios quanto do berco.

. CRIAR (m bercos wvazios):
. CRIAR (uma lista L com todos os mavios);
. ORDENAR (a lista L pelo hordrio de chegada dos navios ao porto);
. BARA (cada mavio j em L, §j = 1,2,...,0) FACA
SELECIONAR (um bergo i, i = 1,2,...,m);
SE {o bergo i nido puder atender aoc navio j)
VOLTAR (para o passo 5);
SENEO
ATRIBUIR (o navic j ao bergo i);
10.FIM-PARA;

W om e e Wl

Figura 4.3 - Heuristica de distribuicdo para o PAB.

Na heuristica de programacao (Figura 4.4), sfo efetuados os céleulos do horirio
de atracagao de cada navio em um bergo. Além disso, a funcdo objetivo também
é calculada para cada bergo k, e o somatério das fungdes objetivos (4.12, 4.13 e
4.14) de todos os bergos resulta na fungéo objetivo da solucio. Nessa heuristica, a
sobreposicao de hordrios é eliminada pelo célculo do horério de atracacio dos navios.

1. SEJA (k um bergo qualguer);

2. PARA

3. e

(cada navio i atribuido a k) FACA

{Inax(ai 8, i=1

max(a,, TS, +t%.1),

i>1

4. FIM-PARA;
5. CALCULAR (a fungdo objetivo [4.12, 4.13 e 4.14] para o berco k);

Figura 4.4 - Heuristica de programacg3o para o PAB.

4.4.2 Estrutura de vizinhanca

De forma andloga & apresentada para o DARP, foram utilizados trés diferentes mio-
vimentos de troca: re-ordenar nawvios, re-alocar navio ¢ trocar navios. Assim como na
geragao da solucdo inicial, esses movimentos garantem que cada navio seja atribuido
apenas a bercos que possam atendé-los. Esses movimentos sao baseados naqueles
propostos para o DARP (ver Segio 3.4), entretanto, apds a execucdo de cada um
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desses movimentos, a heuristica de programacao é aplicada a cada berco para elimi-
nar as sobreposigoes e recalcular o valor da fungao objetivo da nova solugao.

O movimento re-ordenar navios (Figura 4.5)consiste basicamente em selecionar um
berco qualquer, selecionar um navio gualquer atendido por esse berco (a), selecionar
uma nova posicio na sequéncia de atendimento desse berco (b) e trocar a posigdo

de atendimento do navio selecionado (c).

Navio 1 Navio 2
AT T
B s
k Navio 2
m___ﬂ_,//
By’ - R

i
Navio 2 Navio 1 Navio 3

Figura 4.5 - Movimento re-ordenar navios.

J4 o movimento re-alocar navio (Pigura 4.6) consiste basicamente em selecionar dois
bercos quaisquer, selecionar um navio qualquer em apenas um dos dois bergos (a),
extrai-lo de seu berco atual ¢ atribui-lo ao outro bergo (b). O novo berco onde o navio
serd atribuido devera obrigatoriamente poder atender ao navio selecionado, pois
caso contrario, outro berco devera ser selecionado. Apés a atribuicao, a sequéncia
de atendimento do novo bergo devers ser reorganizada pelo horério de chegada dos

navios (c).

O movimento trocar navios consiste basicamente em selecionar dois bergos quaisquer,
selecionar um navio qualquer em cada um dos dois bergos (a), e troca-los (b). Caso os
navios nao possam ser atendidos pelos “novos” bergos onde serdo alocados, deverao
ser selecionados novos navios e/ou hergos. Apés a troca, a sequéncia de atendimento
dos dois bercos devera ser ordenada pelo hordrio de chegada dos navios (c¢). Esse

movimento é ilustrado na Figura 4.7.

A partir dessa estrutura de vizinhanca, o SA é implementado de uma forma em que
cada solu¢do vizinha é gerada por apenas um desses movimentos, sendo a sua escolha,

feita de forma aleatoria, porém uniformemente distribuida, possibilitando assim uma
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boa diversidade entre as solugbes intermedidrias geradas, ¢ consequentemente uma

boa exploracao do espago de solugdes.

(2)
Navio 2
(b}
Navio 1
©
o 7 k- @3‘
Navio 4 Navig 1 Navio 5 Navio 6
Figura 4.6 - Movimento re-alocar navios.
B %
k. Navio 1 Navio 2
(a)
Navio 5
(b)
(©)
B
2 Navio 4 Navio 1

Figura 4.7 - Movimento trocar navios.

A fungdo objetivo f(S) utilizada para avaliar as solugdes é aquela descrita pelas
expressoes 4.12, 4.13 e 4.14, e as restrigbes do modelo (4.15 a 4.20) sdo atendidas
implicitamente nas heuristicas de distribuicao e programagio e nos movimentos de

troca. O SA implementado ¢ andlogo ao proposto para 0 DARP (ver Figura 3.7).
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4.5 ATP aplicado ao PAB

Além do SA descrito na segao anterior, é proposta também uma versdo do ATP (ver
Suhsecdao 2.6.2) para resolver o modelo apresentado na Secao 4.3. Nesse método,
cada individuo representa uma possivel solugao para o problema, e € descrito como
uma, matriz na qual cada linha representa um berco, ¢ as colunas a sequencia de
atendimento dos navios. Os elementos dessa matriz indicam o navio que devera ser
atendido. Para simplificar a implementacao, cada linha da matriz devera apresentar
um ndmero diferente de colunas (niimero de navios atendidos pelo respectivo bergo),
e todos os navios deverao ser distribuidos nessa matriz. A Figura 4.8 apresenta um

possivel individuo para um problema com 4 bergos (linhas) e 14 navios.

11141 5

Figura 4.8 - Representagdo de um individuo no ATP.

A populacio inicial Pop é gerada pela heurfstica de distribuigdo para o PAB (Fi-
gwra 4.3). Essa heuristica é exeentada por @ (tamanho da populagao inicial) vezes,
gerando assim @ individuos (possiveis solugdes para o PAB). Na sequencia, a heu-
ristica de programacéo para o PAB (Figura 4.4) é aplicada a cada bergo (linha) de
cada individuo 7 (i=1,...®).

O cruzamento implementado é apresentado na Figura 4.9. Nesse operador, os in-
dividuos (solugdes) base e guia (57 e Sa, respectivamente) sio “clonados”, gerando
assim dois novos individuos S| e S5. A partir de entao, um navio é sclecionado, ale-
atoriamente, em um berc¢o qualquer (nesse exemplo o ber¢o B) do individuo base
clonado 7. Logo, o bergo em que esse navio estd alocado na solugio guia clonada 5
é identificado, no exemplo dessa figura ¢ o bergo By. Em seguida, o navio selecionado
(nesse exemplo o navio 4) é retirado de seu berco de origem e alocado ao bergo em
que esse navio se encontra no outro individuo, ou seja, o navio 4 é retirado de B,

em S} e alocado em Bj, também em S|. J4 em S;, o navio 4 é retirado de Bz e
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alocado a Bs. Feito isso, a sequencia de atendimento nos bergos alterados Bs € B,
em ambas as solugbes Sy e S5, é re-ordenada pelo hordrio de chegada dos navios. Por
fim, a heuristica de programacio para o PAB (Figura 4.4) é aplicada a cada bergo
nos individuos S e 8. 1% interessante destacar que, na forma como esse operador
é implementado, o navio selecionado sempre poderd ser atendido pelos bergos se-
lecionados. Ao contrario do ATP tradicional (ver Subsecio 2.6.2), esse cruzamento

produz dois novos individuos, € nio apenas um.

B:| 5| 7 Bi| 1| 8] 5|7

' - DEEERIDBE
B:| 6 |2} 8 Bai_n

Bi| 5|7 B:|1 |8 56| 7
Sy B2 | 1 91 3 S, B | 9| 3] 2

Bs| 6| 2| 8 : Bs| 6

Bi| 5|7 Bi/| 1|85 |7

Sy Ba| 1 913 S Bgn 91 3] 2

Figura 4.9 - Cruzamento utilizado no ATP.

A mutacgho implementada é simples, ¢ consiste em aplicar um dos movimentos de
troca utilizados pelo o SA (ver Subsecdo 4.4.2) para cada um dos dois individuos
gerados. Como apresentado na Subsccio 2.6.2, a mutacdo é executada com probabi-
lidade 7. Assim como no SA apresentado na secao anterior, a escolha do movimento

a ser executado é definida de forma aleatéria, porém uniformemente distribuida.

A heuristica de treinamento (determinacao da fungdo h) utilizada é baseada na
aplicacao da mutagao por % {tamanho da vizinhanga) vezes, sendo a melhor fungao
g obtida, por todas as mutagdes, considerada como a fungdo h do individuo em
questao.
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Assim como proposto para o SA (ver Secio 4.4), a fun¢io objetivo f(S) utilizada
para avaliar os individuos é aquela descrita pelas expressoes 4.12, 4.13 e 4.14. O
ATP proposto é andlogo ao original (Iigura 2.2), porém considera a geracao de dois
individuos filhos a cada recombinagio (cruzamento), e consequentemente a mutagao

é aplicada, com probabilidade 7, a esses dois filhos gerados.
4.6 ATP/PL aplicado ao PAB

Um dos pontos principais do ATP/PL (ver Secao 2.7) é a formagao de um Problema
de Particionamento de Conjuntos (PPC) pelas colunas geradas durante o processo
(2.19 a 2.21). Assim, para sua aplicagido ao PAB, pode-se definir esse PPC onde as
colunas representam a programagao para os bergos e as linhas os navios. O custo
¢; de cada coluna j é referente ao custo do respectivo bergo (Equagio 1.22), e os
coeficientes a;; da matriz de restri¢des indicam se a coluna (bergo) j atende o navio
(linha) 7. As varidveis de decisao z; indicam se a coluna j ird pertencer & solucéo do
problema ou nao.

No caso especifico do PAB, ainda deve-se considerar que cada berco possui suas
proprias caracteristicas, podendo ndo ter a capacidade de atender a um determi-
nado navio. Nesse caso, deve-se garantir que seja utilizado nenhum ou apenas um
berco de cada “tipo” disponivel no cais, ou seja, cada coluna pertencente a solugao
final do problema deverd representar um berco distinto, e sem repeticoes. Para isso,
deve-se inserir uma nova restrigio no PPC (4.21), formando assim um problema de

particionamento de conjuntos com uma restri¢do adicional (PPC™).
}]“'\
Y bya; <1 i=1,..,m (4.21)
J=1

Cada elemento b; € {0,1},sendo i € M = {1,.,m} ej e P ={l,...p}. méo
nimero de bercos disponiveis e p o ndmero de colunas geradas. b;; = 1 se a coluna j
representar o bergo 4. Cada coluna é representada por um “individuo” (Figura 4.10)
formado por um vetor de niimeros inteiros, onde a primeira posigao indica o bergo
referente & coluna, e as demais posigdes representam os navios atendidos por esse

bergo (coluna).

O individuo representado na Figura 4.10 indica que o ber¢o & atendera os navios 4, n e
i+1, nessa ordem. E interessante notar que no ATP/PL cada individuo representara,

um bergo (coluna), diferentemente do ATP descrito na segéo anterior, no qual cada
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individuo representa uma solugéo (conjunto de m bergos) para o problema original.

) | o0 | i+

Figura 4.10 - Representac3o de um individuo no ATP/PL.

O custo de cada coluna (individuo) é calculado de forma anédloga & apresentada para
0 SA e o ATP (ver Segbes 4.4 e 4.5), porém, para facilitar a compreensao deste
método, pode-se considerar B* como sendo a sequéncia de atendimento do berco £,
e assim o custo de cada coluna é apresentado na Equacao 4.22.

wo 3 v (TF —ai +F)
ie Bk
=1 twr ¥ (max(0,a; ~ TF) +max (0,TF + tf — b;)) (4.22)
ic Bk

g (max (0, o To"’(k}) + max (0, Tﬂ’f(k) + ek))

O conjunto inicial de colunas é gerado aleatoriamente, porém de forma direcionada
ao problema, ou seja, contendo colunas que formem uma solucao para o PPCT. Es-
sas colunas séo geradas por uma Unica execugao da heuristica de distribui¢io para o
PAB (Figura 4.3) seguida pela execugao da heuristica de programacio para o PAB
(Figura 4.4) para cada coluna. E interessante destacar que a solugéo formada por
essas colunas provavelmente serd invédlida, pois as colunas podem apresentar viola-
GOes nas janelas de tempo. Porém, devido ao seu alto custo (devido s penalizagoes),
essas colunas deixarao de pertencer & solucdo & medida que novas colunas forem
criadas.

A partir do conjunto inicial de colunas gerado é formado o PMR (PPC™) ini-
cial, cuja relaxacao linear é resolvida pela PL. Feito isso, novas colunas sao geradas
pelo ATP (subproblema pricing), considerando os valores das varidveis duais para
construir as funcoes de adaptacéio g e h. As colunas validas (que nao apresentam
violagoes nas janelas de tempo) e com custo reduzido negativo sio adicionadas ao
atual PPC™, e este é resolvido novamente pela PL. Esse processo é repetido por
um determinado niimero de iteragbes ou enquanto um nimero méiximo de colunas
nao for gerado. Finalmente, terminada essa interacao, o PPCT é resolvido de forma
inteira (PLI) por meio do software CPLEX 10.0 (ILOG, 2006). Vale destacar que
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caso nao seja gerado um conjunto suficiente de colunas, esse problema podera ser
infactivel. Assim, uma boa prética para evitar que isso aconteca é a formacio do

PMR inicial com colunas que representem uma solugao factivel para o PAB.

A interagao do ATP com a PL é baseada principalmente na definigao da fungao de
adaptacao (fungio ¢) dos individuos no ATP. Essa funcao é definida com o uso de
informacoes das varidveis duais retiradas da PL. Para o PAB, a funcao g é definida
da seguinte maneira:

Cj 1L ntm
9i = Jn+m para (Z miay + Y, miby > O) (4.23)
Z ?Taa"zj + Z ?Tib'.ij k=] el
i=1 i=n-+1
n n-tm
gi=¢; para (Z sy + ), miby < ﬂ) (4.24)
i=1 i=n+1

¢; € o custo da coluna j (Equacio 4.22) e m; é a varidvel dual para a para a restrigao
i. O custo reduzido da j-ésima coluna inserida no PPC™* (PMR), denotado por §;,

é calculado da seguinte maneira:

el Tt
=1

i=n+1

A cada iteracao do ATP/PL, a populagdo inicial Pop do ATP é gerada de forma
andloga & apresentada na Segao 4.5, ou seja, pela heuristica de distribuicdo para
o PAB (Figura 4.3) e da heurfstica de programacao para o PAB (Figura 4.3). A

heuristica de distribuigio é executada por ® (tamanho da populacdo inicial) vezes.

Apés a execugdo da heuristica de programacdo, que ird calcular o custo “real” c;
(Equagao 4.22) dos individuos, sdo calculados os valores das fungdes de aptidao
g ¢ h e do rank do individuo j. A fungao g é calculada como apresentado nas
equacoes 4.23 e 4.24. O rank é calculado de forma andloga & apresentada no ATP
¢ no ATP/PL original (Equacao 2.17). J4 a funcdo h é obtida pela heuristica de
treinamento apresentada na Figura 4.11, Essa heuristica é baseada em uma busca
local simples, que ¢ responsavel por avaliar varios individuos (colunas) alternativos

em uma vizinhanca.
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1. SEJR (k uma coluna qualquer);
2, k' € k;

3. h* = qg(k")

4. POR (U vezes)

5 i € um navio qualquer atendido pela coluna k’;

6. j € outro navio gualquer atendido pela coluna k';

7. TROCAR (a ordem de atendimento des navios i e j);

8. EXECUTAR (a heuristica de programacdc para a coluna k');
B CALCULAR {a fung¢dc g para a coluna k' - g(k’}):

10. SE (g(k") < h*);

11. h* € g(k'}:

12. FIM-SE;

13. FIM-POR;
14, h(k) € h*;

Figura 4.11 - Heuristica de treinamento utilizada no ATP/PL.

A mutagao utilizada também é baseada em wma busca local, implementada por
meio de uma simples troca das posicoes de atendimento de dois navios (selecionados

aleatoriamente) atendidos por uma coluna (individuo). Esse processo é descrito na
Figura 4.12.

1. SEJA (k uma coluna qualquer):

2. i € um navic qualquer atendido pela coluna k:

3. j € outro navio qualquer atendido pela coluna k;

4. TROCAR (a ordem de atendimento dos navios i e j):

5. EXECUTAR (a heuristica de programacio para a coluna k);
6. CALCULAR (a funcdo g(k));

7. EXECUTAR (a heuristica de treinamento - obter h(k))

8. CALCULAR (o rank &(k));

Figura 4.12 - Mutagio utilizada no ATP/PL.

O cruzamento é responsavel por gerar novos individuos da seguinte maneira: dois
individuos séo selecionados (base e guia). A partir de entdo, é criado um novo indi-
viduo semelhante ao base. Assim, cada navio atendido pelo individuo guia é inserido
nesse novo individuo, caso o ber¢o correspondente ao novo possa atender ao navio
em questao. Feito isso, a sequéncia de atendimento do novo individuo é ordenada

pelo horério de chegada dos navios ao porto. O cruzamento é descrito na Figura 4.13.

Esses operadores sdo incorporados ao ATP, cujo pseudocddigo é similar ao original,
apresentado na Figura 2.2 (ver Suhsecao 2.6.2). E interessante notar que, utilizando
esses processos, o0 ATP formard populagées de varios tamanhos, guiados pelo obje-

tivo de selecionar colunas de baixo custo e com uma cobertura suficiente dos navios.
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As melhores colunas deverao incluir um nimero de navios diversificado, caracteri-
zado pela heurfstica de treinamento (funcgdo de treinamento) que guiard o processo
evolutivo.

SEJA (k uma coluna base}:
SEJA (k! uma coluna guia);
k" € clone(k);
PABA (cada navio i atendido pela coluna k/) FACA
S8E (o berge referente & coluna k¥ for capaz de atender ao navio i)

INSERIR (o navieo i na coluna k”);

FIM-SE;
FIM-PARA;
ORDENAR {(a sequéncia de atendimento da coluna k");
10. EXECUTAR (a heuristica de pregramacdc para a coluna k%):
11, CALCULAR {a func¢do gilk));
12, EXECUTAR (& heuristica ds treinamento — obter hi{k}}
13, CALCULAR (o rank &{k)};:
14, INSERIR {a coluna k" na populacgio);

LENO LW

Figura 4.13 - Operador de cruzamento utilizado no ATP/PL.

4.7 Experimentos computacionais

Para avaliar o desempenho dos métodos propostos neste capitulo, foram utilizadas
30 instancias distintas, cada uma com 60 navios e 13 bercos. Essas instancias foram

geradas aleatoriamente, e apresentadas em Cordeau et al. (2005).

Com o intuito de “melhorar” as solugdes obtidas pelo SA, foi aplicado um “re-
aquecimento” (SA+RA). Essa técnica consiste em, apds executar o SA, aplicd-lo no-
vamente & melhor solugao obtida até entao como solugao inicial. No re-aquecimento,
foram utilizados diferentes valores de parametros. A temperatura inicial foi reduzida
em relagdo ao SA “normal”, e o mimero maximo de iteracoes fol aumentado. Dessa
forma, a busca por melhores soluges é intensificada na regiao do espago de busca
proxima & solucdo inicial, ou seja, o re-aquecimento faz wm refinamento na solugéo
obtida pelo SA.

Os parametros utilizados no SA foram: o = 0,975, T; = 40000, 7, = 0,01 e SAmaz
= 1000. Ja no re-aquecimento, foram utilizados os seguintes valores: o = 0,975, T; =
10000, T, = 0,01 e SAmaz = 2000. Os resultados obtidos pelo SA, com e sem o re-
aquecimento, sao apresentados na Tabela 4.1. Nessa tabela, pode-se observar que as
solugoes obtidas com o re-aquecimento foram em média 0,03% melhores em relagio
as obtidas pelo SA, ou seja, o re-aquecimento proporcionou apenas uma peguena

melhora nas solugdes (para b nstancias apenas).
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Tabela 4.1 - Resultados obtidos pelo SA para o PAB.

SA SA+RA Melhora
[nstancia [ rig) | Tempo (seg) | £(5) | Tempo (seg.) | (%)
101 1409 10,44 1409 53,12 0
i02 1261 20,17 1261 98,94 0
03 1129 19,77 1129 54,03 0
i04 1302 21,03 1302 67,33 0
105 1207 20,00 1207 55,38 0
106 1261 19,77 1261 53,88 0
i07 1279 20,69 1279 60,52 0
i08 1299 25,95 1299 61,45 0
i09 1444 22,20 1444 57,91 0
110 1213 25,33 1213 68,95 0
i11 1368 27,88 1368 76,77 0
il12 1325 22,61 1325 62,84 0
il3 1360 2494 1360 68,19 0
114 1233 25,94 1233 75,06 0
115 1295 20,69 1295 54,55 0
i16 1366 20,77 1364 63,91 0,15
17 1283 20,08 1283 56,28 0
18 1345 19,70 1345 53,98 0
119 1370 19,22 1370 52.83 0
i20 1329 19,52 1328 53,38 0,08
121 1344 19,56 1341 53,52 0,22
i22 1326 21,23 1326 57,97 0
123 1266 19.66 1266 53,75 0
i24 1260 19,75 1260 54,09 0
i25 1377 19,52 1377 03,56 0
126 1319 20,78 1318 57,34 0,08
127 1261 23,64 1261 69,98 0
128 1360 21,42 1360 58,47 0
i29 1280 25,61 1280 69,09 0
130 1349 26,86 1344 70,67 0,37
Média | 1307,33 21,79 1306,93 60,26 0,03

Para o ATP, os parametros foram @ = 500, Step = 0,000000001, ATPmaz = 100000,
k=10, 7 = 60 e ¢ = 10. O valor de g, utilizado foi obtido a partir da maior
fungéo ¢ dos individuos gerados na populacéo inicial. JA o valor de 3, inicialmente,
foi igual a 0, € ¥ = 1/¢maz- Os resultados obtidos pelo ATP sdo apresentados na
Tabela 4.2.
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Tabela 4.2 - Resultados obtidos pelo ATP para o PAB.

Instancia | f(S) | Tempo || Instancia | f(S) | Tempo
101 1415 | 142.69 il6 1367 | 146,19
i02 1261 | 140,02 i17 1201 | 142,73
i03 1146 146,77 i18 1345 | 140,72
i04 1303 | 143,80 i19 1378 | 143,39
i05 1207 | 149,80 i20 1335 | 144,38
i06 1269 142,70 i21 1343 | 144,77
i07 1284 144 92 122 1341 145,31
08 1310 | 146,19 i23 1266 | 139,88
i09 1444 + 147.36 i24 1261 | 144,83
i10 1213 ¢ 141,73 i25 1382 | 144,42
i11 1387 | 147,20 i26 1326 | 150,26
i12 1327 | 145,08 i27 1261 | 148,97
113 1361 | 143,52 i28 1365 | 145,81
i14 1233 | 144,64 i29 1293 | 143,50
i15 1296 | 143,59 i30 1368 | 148,39

f(S) média: 18312,60 || Tempo médio: 144,79

No ATP/PL, os parametros utilizados foram ® = 10, Step = 0.001, ATPmaz = 70,
=10, 7 = 60, ¥ = 6 e y = 0,01. O valor de g,nq. utilizado foi obtido a partir da maior
funcéo ¢ dos individuos gerados na populagéo inicial. J& o valor de 3, inicialmente,
foi igual a 0. O nimero de colunas geradas foi limitado em 70.000, e o ntimero
de iteragoes em 10.000. Os resultados obtidos pelo ATP/PL sao apresentados na
Tabela 4.3.

Na Tabela 4.3 pode-se notar que o niimero de colunas geradas para cada instancia
¢ relativamente baixo em relagio ao mimero méaximo de colunas previsto {70.000).
Pode-se notar também que o valor da solugao do altimo PPC™ (formado por todas
as colunas geradas) foi o mesmo em todos 0s casos, sendo resolvido tanto pela PL
quanto pela PLI, o°'que indica a obtencéo da solugéo étima para o PPC™ formado
pelas colunas geradas. O tempo para geragéo das colunas (interagio entre o ATP ¢ a
PL) também é baixo, assim como o tempo para resolu¢io do PPC* final pela PLI,
o que resulta em um tempo total de processamento competitivo para o ATP/PL.
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Tabela 4.3 - Resultados obtidos pelo ATP/PL para o PAB.

Colunas | PPC* PPC* Tempo (seg.)

Inst. | ceradas | (via PL) | (via PLI) | GC | PLI | Total
01 26664 | 1409,00 1400 | 72,14 | 247 | 74,61
102 12752 | 1261,00 1261 | 58,92 | 1,83 | 60,75
03 | 70000 | 112900 1129 | 94,62 | 40,83 | 13545
04 | 54612 | 1302,00 1302 | 103,16 | 7,02 | 110,17
05 | 70019 | 1207,00 1207 | 72,20 | 52,50 | 124,70
06 | 25990 | 1261,00 1261 | 7422 | 412 | 78,34
07 | 70023 | 127900 1279 | 8673 | 27,47 | 114,20
08 | 70005 | 1209,00 1299 | 4877 | 830 | 57.06
09 | 37846 | 1444,00 1444 | 91,86 | 4,61 | 9647
10 | 70005 | 121300 1213 | 61,81 | 37,59 | 99,41
i11 43507 | 1369,00 1369 | 9534 | 4,00 | 99,34
i12 18508 | 1325,00 1325 | 7739 | 3,30 | 80,69
i13 | 70017 | 1360,00 1360 | 62,55 | 27.39 | 80,94
i14 | 26221 | 1233.00 1233 | 69,05 | 491 | 7395
i15 | 70002 | 1295.00 1295 | 71,28 | 291 | 74,19
i16 | 30063 | 1365,00 1365 | 169,81 | 0,55 | 170,36
17 | 70033 | 1283,00 1283 | 3289 | 13,67 | 46,58
i18 | 36108 | 1345,00 1345 | 8178 | 2,23 | 84,02
i19 16135 | 1367,00 1367 | 122,00 | 1,9 | 12319
i20 | 20528 | 1328,00 1328 | 7425 | 805 | 82.30
i21 | 48386 | 1341,00 1341 | 10352 | 456 | 108,08
22 | 54140 | 1326,00 1326 | 104,17 | 1,20 | 105,38
i23 | 70010 | 1266,00 1266 | 41,59 | 2,12 | 43,72
i24 | 70008 | 1260,00 1260 | 75,81 | 3,00 | 78,91
i25 | 41210 | 1376,00 1376 | 9500 | 148 | 96,58
26 | 70011 | 1318,00 1318 | 70,00 | 31,11 | 101,11
i27 | a3voz2 | 1261,00 1261 | 77,38 | 548 | 82,86
28 | 70004 | 1360,00 1360 | 51,52 | 1,39 | 52,01
29 | 70001 | 1280,00 1280 | 196,36 | 7,00 | 203,36
30 7837 | 1344,00 1344 | 69,62 | 1,39 | 71,02
Média | 48256 | 1306,87 | 1306,87 | 83,53 | 10,46 | 93,99

A Tabela 4.4 apresenta a melhora (%) obtida entre os resultados das solugées encon-
tradas pelas abordagens propostas. Nessa tabela, percebe-se claramente a competiti-
vidade entre os métodos propostos, pois a melhora é expressivamente pequena entre
todos os métodos. Entretanto, percebe-se também que tanto o SA+RA quanto o
ATP/PL apresentam melhoras em relagao ao ATP, e entre si (SA+RA x ATP/PL),
os resultados sdo praticamente idénticos. Além disso, os tempos de processamento

foram satisfatérios e proximos entre os métodos propostos.
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Tabela 4.4 - Comparacdo entre os métodos propostos para o PAB.

SA+RA | ATP/PL | ATP/PL SA+RA | ATP/PL | ATP/PL
Inst. X X X Inst. X x X
ATP ATP SA|RA ATP ATP SA+RA

i01 0,43 0,43 0,00 il6 0,22 0,15 -0,07
102 0,00 0,00 0,00 7 0,62 0,62 0,00
03 1,51 1,51 0,00 i18 0,00 0,00 0,00
104 0,08 0,08 0,00 i19 0,58 0,80 0,22
i05 0,00 0,00 0,00 i20 0,53 0,53 0,00
i06 0,63 0,63 0,00 i21 0,15 0,15 0,00
i07 (.39 0,39 0,00 i22 1,13 1,13 0,00
i08 0,85 0,85 0,00 i23 0,00 0,00 0,00
i09 0,00 0,00 0,00 i24 0,08 0,08 0,00
i10 0,00 0,00 0,00 i25 0,36 0,44 0,07
i11 1,39 1,31 -0.07 i26 0,61 0,61 0,00
i12 0,15 0,15 4,00 127 0,00 0,00 0,00
i13 0,07 0,07 0,00 128 0,37 0,37 0,00
i14 0,00 0,00 0,00 29 1,02 1,02 0,00
i15 0,08 0,08 0,00 i30 1,79 1,79 0,00
SA+RA x ATP ATP/PL x ATP  ATP/PL x SA+RA

0,43% 0,44 % 0,00 %

Meédia:

Vale destacar ainda que, em todos os experimentos realizados, as penalizagbes uti-
lizadas para todos os métodos propostos foram w = [1,10,10]. Além disso, todas as
solugdes obtidas foram vidveis, ou seja, satisfazem o modelo original do problema (4.1
a 4.11). Os métodos propostos foram executados por cinco vezes, com diferentes se-
mentes, e o desvio obtido (calculado de forma similar & apresentada na Equacio 3.66)
foi de 0,04%, 1,88% e 0,05%, para o SA-+RA, ATP e ATP/PL, respectivamente.

As melhores solugtes obtidas pelos métodos propostos ainda foram comparadas com
as melhores solugdes conhecidas para as instdncias utilizadas. Essas melhores solu-
¢oes foram obtidas por umna heuristica baseada na Busca Tabu (BT), apresentada
em Cordeau et al. (2005). Além disso, o CPLEX 10.0 (ILOG, 2006) também foi uti-
lizado, de forma isolada, para resolver o modelo descrito na Secao 4.2. Foi utilizado
um limite méximo de processamento de 1 hora para cada instancia. A Tabela 4.5

apresenta essas comparagoes,

Como pode ser observado na Tabela 4.5, as solugdes obtidas pelo SA+RA e pelo
ATP/PL foram pouco melhores do que as obtidas pela Busca Tabu proposta por

Cordean et al. (2005). A Busca Tabu obteve apenas uma solu¢do melhor do que o
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SA+RA e o ATP/PL (instancia 110), e vérias solugdes melhores do que as apresen-
tadas pelo ATP. J4 o CPLEX néo foi capaz de obter solugdes para varias instincias
(em 1 hora), e nos casos em que foram encontradas solucgdes, os resultados foram

expressivamente piores do que todos os métodos propostos (> 169%).

Tabela 4.5 - Comparacao com a literatura e com o CPLEX.

Busca Melhoras (%)
Inst. | Tabu CPLEX SARA ATP ATP/PL
f(Ss) f(S) Gap | BT CPX BT CPX BT CPX
i01 1415 - 0,43 0,00 0,43

i02 1263 2606 3,82 | 0,16 106,66 | 0,16 106,66 | 0,16 106,66
i03 1139 2665 4,00 | 0,89 127,19 | -0,61 123,82 | 0,89 127,19
i04 1303 4353 8,62 | 0,08 234,33 | 0,00 234,08 | 0,08 234,33
i05 1208 2672 4,80 | 0,08 121,38 | 0,08 121,38 | 0,08 121,38
106 1262 - - 0,08 - -0,55 - 0,08 -

107 1279 2887 4,73 0 125,72 | -0,39 124,84 0 125,72
i08 1299 5177 11,69 0 208,54 | -0,84 295,19 0 208,54

09 | 1444 . 2 0 - 000 - 0 -
ito | 1212 - - |-008 - |-008 - |-008 -
i1 | 1378 . - o - |[-085 - 0,66 -
12 | 1325 | 3206 548 | 0 141,96 | -0,15 14160 | 0 141,96
i13 | 1360 : . 0 - |-007 - 0 -
i14 | 1233 0 0,00 0

i15 | 1205 | 4672 9,77 | 0 260,77 | -0,08 26049 | 0 260,77
i16 | 1375 | 4320 897 | 0,81 216,72 | 0,59 216,02 | 0,73 216,48
i17 | 1283 2 5 0 - |62 - 0 -

i18 | 1346 | 3681 6,94 | 007 173,68 | 0,07 173,68 | 0,07 173,68
i19 | 1370 | 2400 304 | 0 7518 |-058 74,17 | 0,22 7557

i20 | 1328 - - 0 - |02 - 0 ’
i21 | 1346 2 - lo3r - 0,22 - 037 -
i22 | 1332 | 3489 731 | 0,45 163,12 | -0,67 160,18 | 0,45 163,12
i23 | 1266 0 0,00 0

124 1261 4867 10,13 | 0,08 286,27 | 0,00 285,96 | 0,08 286,27
125 1379 1993 2,67 | 0,15 44,73 |-022 4421 | 0,22 44,84
126 1330 2520 3,62 | 0,91 91,20 | 0,30 90,05 | 0,91 91,20
i27 1261 3209 5,70 0 154,48 | 0,00 15448 0 154,48

i28 1365 = = 0,37 - 0,00 - 0,37 =
i29 1282 4809 9,43 | 0,16 275,70 | -0,85 271,93 | 0,16 275,70
i30 1351 - - 0,52 - -1,24 - 0,52 -

Méd. | 1809,67 | 3495.65 6,52 0,21 170,45 | -0,22 169,34 | 0,21 170,48
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Em relagdo ao tempo para obtencao das solugoes, o CPLEX utilizou 1 hora para
cada instancia (3600 seg.). A Busca Tabu utilizou aproximadamente 120 segundos
para cada instancia, segundo descrito em Cordeau et al. (2005). J4 o SA+RA, o
ATP, e o ATP/PL utilizaram um tempo médio de 60,26, 144,79 e 93,99 segundos,
respectivamente (ver Tabelas 4.1, 4.2 ¢ 4.3). Esses niineros demonstram a compe-

titividade dos métodos propostos em relagao & Busca Tabu e a superioridade em

relagdo ao CPLEX.
4.7.1 Solugoes iniciais para o CPLEX

Com intuito de verificar a “qualidade” dos resultados obtidos, as melhores solugtes
encontradas pelos métodos propostos (£2) foram inseridas no CPLEX como solugtes
iniciais para o modelo descrito na Segio 4.2. Essa abordagem é realizada por meio
da biblioteca do software CPLEX (ILOG, 2006), e relatos de sua aplicagio nao foram

encontrados na literatura. A Tabela 4.6 apresenta os resultados obtidos.

Tabela 4.6 - Melhores solugdes utilizadas como entrada para o CPLEX.

Inst. Q CPX | Gap | Tempo | A || Inst. Q CPX | Gap | Tempo | A
i01 1409 | 1409 | 0,14 | 3600 | O i16 1364 | 1364 | 0,19 | 3600 | O
02 1261 | 1261 | 0,01 | 4291 | O i17 1283 | 1283 | 0,28 | 3600 | O
i03 1129 | 1129 | 0,09 | 3600 0 il8 1345 | 1345 | 0.24 | 3600 | O
i04 1302 | 1302 | 0,23 | 3600 0 i19 1367 | 1367 | 0,04 | 3600 | O
105 1207 | 1207 | 0,11 | 3600 0 i20 1328 | 1328 | 0,20 | 3600 0
106 1261 | 1261 | 0,17 | 3600 0 i21 1341 | 1341 | 0,14 | 3600 0
07 | 1279 | 1279 | 0,17 | 3600 0 i22 1326 | 1326 | 0,26 | 3600 | O
i08 1299 | 1299 | 0,12 | 3600 0 i23 1266 | 1266 | 0,03 | 3600 | O
i09 1444 | 1444 | 0,54 | 3600 0 i24 1260 | 1260 | 0,15 | 3600 | O
i10 1213 | 1213 | 0,21 | 3600 4] i25 1376 | 1376 | 0.43 | 3600 | O
ill 1368 | 1368 | 0,36 | 3600 0 i26 1318 [ 1318 | 0,14 | 3600 | O
i12 1325 | 1325 | 0,14 | 3600 0 127 1261 | 1261 | 0,00 | 1927 | O
i13 1360 | 1360 | 0,16 | 3600 | O 128 1360 | 1360 | 0,25 | 3600 | O
il4 1233 | 1233 | 0,10 | 3600 0 i29 1280 | 1280 | 0,03 | 3600 | O
i15 1295 | 1295 | 0,07 | 3600 0 130 1344 | 1344 [ 0,15 | 3600 | O

Gap médio: 0,17 % Tempo médio: 3425,67 seg.

Pode-se observar na Tabela 4.6 que o CPLEX néo foi capaz de melhorar (A) as
solugoes £2 em 1 hora de processamento. Porém, é interessante destacar que, com
o uso do CPLEX, pode-se confirmar a “qualidade” das solugbes obtidas, pois o gap
médio obtido foi de 0,17%, o que indica que as solugoes estao muito préximas do
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6timo global. Para as insténcias 102 e 127 as solugdes 6timas foram obtidas tanto pelo
SA (com e sem re-aquecimento) quanto pelo ATP e pelo ATP/PL. Ji o CPLEX,
sem a utilizagao das solugoes iniciais, nao encontrou as solugdes Gtimas para essas

instncias, apresentando gaps de 3,82% e 5,70%, respectivamente.
4.8 Consideragoes finais

Os trabalhos existentes sobre o PAB apresentam diferentes métodos de resolugio
¢ intimeras formulacdes matemaéticas. Entretanto, todos tém um ponto em comum,
a utilizacao de instincias referentes a problemas reais encontrados em portos de
varias partes do mundo. Esse fato dificulta a comparacdo direta com os métodos
j& propostos, pois em quase todos os casos, as empresas que cedem os dados para
essas instdncias nédo permitem a sua divulgacao. Esse fato pode ser confirmado por
uma busca na literatura (e na Internet) por instancias do PAB. Apds uma exaustiva
busca por essas instdncias, néo foi encontrado nenhum conjunto disponivel. Logo,
as instancias utilizadas foram cedidas, por intermédio do Prof. Dr. Alexandre César
Muniz de Oliveira (UFMA), pelos autores do trabalho Cordeau et al. (2005).

O modelo proposto é capaz de representar o problema de uma forma relaxada,
facilitando assim sua resolucdo. A alocagdo dos navios aos bergos e a programa-
¢ao do atendimento dos navios foram realizadas scparadamente (pelas heuristicas
apresentadas) para os métodos propostos. O Simulated Annealing, o Algoritmo de
Treinamento Populacional, e o ATP/PL, integrados com as demais heuristicas apre-
sentadas neste capitulo, foram capazes de obter, em todos os casos e com pouco
tempo de processamento, solucdes validas para o problema. Além disso, os métodos
propostos se mostraram extremamente eficientes, pois os gaps apresentados foram
expressivamente baixos, indicando uma grande proximidade com as solugbes étimas
para o problema.

O ATP, integrado com uma técnica tradicional de Geragao de Colunas, foi capaz de
resolver o subproblema gerador de colunas (pricing) de uma forma implicita. Isso foi
feito por meio da defini¢do das fungdes g e h, que utilizam informagoes dos valores
duais. Dessa forma, esse método mostrou ser adequado para outros problemas para
os quais a geracao de colunas seja indicada. Além disso, vale ressaltar que essa
integracdo do ATP com a PL por meio da Geragdo de Colunas (ATP/PL) é capaz
de “aprimorar” o desempenho do ATP quando utilizado separadamente.
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Os métodos propostos ainda foram comparados com uma abordagem recente encon-
trada na literatura, e que apresentava as melhores solugoes até entao, e a qualidade
das solugoes encontradas foi ligeiramente superior, apresentando melhores resultados
para as insténcias utilizadas. Além disso. os resultados obtidos ainda foram compa-
rados com o CPLEX, e nesse caso, nota-se claramente a superioridade dos métodos

propostos tanto na qualidade das solugoes quanto no tempo de processamento.

Enfim, a estrutura de vizinhanga {movimentos de troca), os operadores genéticos, e
a heuristica de treinamento foram adequadas e eficientes para exploragio do espago
de solugdes, e os resultados demonstram o potencial das abordagens apresentadas,
onde solucoes de alta qualidade sao obtidas, para problemas relativamente grandes
e em tempos de processamento expressivamente baixos.

Todos os experimentos apresentados neste capitulo foram realizados em um PC
com processador AMD Athlon™ 64 3500 de 2.2 GHz e 1GB de meméria RAM.
Toda a implementacao foi desenvolvida na linguagem C+-+, e em alguns casos com
chamadas & biblioteca do software CPLEX 10.0. As solugoes obtidas por Cordean
et al. (2005) foram executadas em uma estacio de trabalho Sun Workstation de
900MHz.

O estudo apresentado neste capitulo contou com a colaboragao do Prof. Dr. Alexan-
dre César Muniz de Oliveira, da Universidade Federal do Maranhao (UFMA).
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5 PROBLEMA DE PROGRAMACAO QUADRATICA BINARIA IR-
RESTRITA

O Problema de Programacao Quadrdtica Bindria Irrestrita (PQ) é um dos problemas
cldssicos da area de otimizagao nao-linear. Esse problema também é conhecido como
Problema de Programacéo Bivalente Quadréatica lrrestrita (GULATI et al,, 1984) e
Problema de Programacéo Quadritica Zero-Um Irrestrita (CHARDAIRE: SUTTER,

1995). Por uma questdo de notacio, esse problema serd tratado adiante como P(}.

O PQ consiste em maximizar (ou minimizar) uma fungdo objetivo quadrdtica por
meio da escolha de valores apropriados para as varidveis de decisdo bindrias (BE-
ASLEY, 1998). O PQ é um problema NP-Hard (BILLIONNET: ELLOUMI, 2007) e
apresenta uma grande quantidade de aplicagtes em diversas dreas, como por exem-
plo: biologia molecular (PHILLIPS; ROSEN, 1994); biologia computacional (FORRIS-
TER; GREENBERG, 2008); neurociéncia (PARDALOS et al, 2004); planejamento de
investimentos e analise financeira {LAUGHUNN, 1970; MCBRIDE; YORMARK, 1980);
e alguns problemas do tipo CAD (KRARUP; PRUZAN, 1978). Além disso, o PQ ainda
aborda inumeros problemas modelados por grafos, como coloragio de vértices, cli-
que maximo, maximo conjunto independente, e outros (KOCHENBERGER et al., 2005;
PARDALOS; RODGERS, 1992; STRIJK et al., 2000).

5.1 Revisao da literatura

Ao contrério dos problemas apresentados nos capitulos anteriores, o PQ é um pro-
blema muito difundido e amplamente estudado. Consequentemente, intimeros tra-

balhos realizados segundo sens preceitos e aplicaces sao encontrados na literatura.

Viérios métodos exatos e heuristicos tém sido propostos para resolver o PQ, entre-
tanto, os métodos exatos existentes (BILLIONNET; SUTTER, 1994; PARDALOS: ROD-
GERS, 1990a; PARDALOS; RODGERS, 1990b) séo restritos a problemas com até 200
variaveis. J& os métodos heurfsticos (BEASLEY, 1998; GLOVER et al.,, 1998; PARDA-
LOS; JHA, 1992) tém apresentado bons resultados para instincias maiores.

Uma outra abordagem interessante para resolver o PQ é a relaxagdo do problema
para obtengao de limitantes (ADAMS; DEARING, 1994; CHARDAIRE; SUTTER, 1995).
Essa abordagem possui a vantagem de definir limitantes para a solugdo 6tima, e
pode apresentar uma informagdo dual de boa qualidade, o que permite avaliar a

proximidade da melhor solugéo encontrada em relagao & solugao 6tima do problema.,
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Outra préfica comum para resolver o PQ ¢é a linearizagdo do seu modelo original
(ADAMS et al., 2004; GLOVER; WOOLSEY, 1974; HANSEN; MEYER, 2008), ou seja, a
obtengao de um modelo linear equivalente cujas solugdes sdo correspondentes ao
modelo quadréatico original. Dessa forma, o PQ é transformado em um problema
linear inteiro misto, o que permite a relaxacio linear de suas variaveis de decisao, e
consequentemente a obtengao de um limitante (roof dual) para a solugiio do problema
original (ADAMS; DEARING, 1994; BOROS et al., 1990; BOROS et al., 1992).

Varios métodos baseados em busca em Arvores para resolver o PQ) sio enconfrados
na literatura. Gulati et al. (1984) apresentam um método de busca em arvore, ba-
seado na enumeracdo de 6timos locais, que resolve problemas com até 40 varidveis.
Pardalos e Rodgers (1990a) apresentam um método de busca em drvore que utiliza
limitantes haseados na fixacdo de varidveis em cada né da arvore. Os resultados
tratam problemas com até 200 varidveis. Pardalos e Rodgers (1990b) apresentam
uma verso paralelizada de um branch-and-bound capaz de resolver problemas com
até 100 variaveis.

Billionnet e Sutter (1994) apresentam um método de busca em arvore capaz de re-
solver problemas com até 100 varidveis. Palubeckis (1995) propoe método heuristico
baseada em uma busca em arvore que apresenta resultados para problemas com até
247 varidveis. Huang et al. (2006) descrevem diferentes estratégias para estimar li-
mitantes inferiores para minimizacio do PQ. Essas estratégias sao baseadas em um
algoritmo branch-and-bound e os resultados séo apresentados para problemas com
até 60 variaveis.

Uma heuristica baseada na Busca Tabu é proposta por Glover et al. (1998). Essa
heuristica resolve problemas com até 500 varidveis. Beasley (1998) apresenta uma
comparacio entre duas metaheuristicas para resolver o PQ. Ele utiliza a Busca
Tabu e o Simulated Annealing para resolver problemas com até 2500 varidveis (com
baixa densidade). A Busca Tabu apresenta os melhores resultados para a maioria
dos problemas utilizados. J4 o Simulaled Annealing supera a Busca Tabu para os

problemas com maior niimero de varidveis.

Glover et al. (2002) apresentam vérias heuristicas baseadas no algoritmo DDT (BO-
ROS et al., 1989) para resolucio do PQ. Essas heuristicas sdo testadas com vérias
instancias com até 2500 varidveis. Palubeckis (2004) apresenta cinco estratégias di-

ferentes baseadas na Busca Tabu com inicializagbes multiplas para resolver o PQ. Sao
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apresentados resultados para instancias com até 6000 varidveis, e o tempo compn-
tacional necessdrio para resolvé-las é inferior aos apresentado pelos demais métodos

encontrados na literatura.

Adams e Dearing (1994) apresentam uma discussao sobre a obtencio de limitantes
para o PQ. Eles apresentam um modelo linear para o problema, que é obtido pela
técnica de linearizacao de Glover e Woolsey (1974). Vérias estratégias de linearizacio
do PQ s@o apresentadas e discutidas em Adams et al. (2004) e Hansen ¢ Mever
(2008).

Chardaire e Sutter (1995) propdem um algoritmo para obtencao de limitantes para
o PQ. Esse algoritmo é baseado na Decomposigio Lagrangiana da fungao objetivo
quadratica do problema original em um somatério de fungdes pseudo-lineares. O
método proposto é uma relaxagio dual do problema quadratico original. A divisdo do
problema em clusters é realizada de forma aleatéria. Os resultados obtidos mostram
que quanto maior o tamanho dos clusters melhor é o limitante, entretanto, os gaps
aumentam significativamente com o tamanho dos problemas. Eles mostram que entre
as técnicas de decomposicao, a lagrangiana é a que apresenta os melhores resultados.
Além disso, eles mostram que o algoritmo proposto obtém, no pior caso, um limitante
igual ao roof dual Os resultados sdo apresentados para problemas com até 100

variaveis.

Uma abordagem trivial para obtencao de limitantes para o Problema Quadratico
da Mochila (PQM) é apresentada em Billiounet ¢ Calmels (1996). Essa abordagem
é baseada na linearizacio do problema original e na resolugio desse modelo pela
relaxacao linear de suas varidveis de decisao. Eles mostram que esses limitantes sdo
de qualidade moderada. Além disso, eles utilizam a insergéo de restrigoes de corte
de Chvatal-Gomory, que apresentam melhores limitantes para o PQM.

Billionuet et al. (1999) propéem umn limitante para o PQM baseado na divisio do
conjunto de varidveis do problema original em diversos subconjuntos disjuntos. Lssa
divisao é feita aleatoriamente, gerando subconjuntos com no méximo 5 varidveis.
A idéia é utilizar a Decomposigao Lagrangiana para dividir o problema em subpro-
blemas independentes. A escolha dos multiplicadores lagrangianos ¢ feita por meio
do Algoritmo de Subgradientes. Assim como apresentado por Chardaire e Sutier
(1993), os autores mostram que quanto maior o tamanho dos subproblemas melhor

é o limitante, entretanto, o tempo de processamento aumenta exponencialmente.
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Billionnet ¢ Elloumi (2007) aplicam técnicas de convexificagdo na fungdo objetivo
do PQ e aplicam o software CPLEX para resolver os modelos gerados. Os autores
apresentam resultados para instincias com até 200 varidveis. Pardalos ¢ Jha (1992)
discutem a complexidade computacional de varios problemas relacionados com o
PQ ¢ apresentam uma heuristica de busca local para resolvé-los. Os resultados séao

apresentados para problemas com até 100 varidveis.
5.2 Formulagao matematica

Seja Q = [gijlmxm wma matriz de nimeros reais. O PQ pode ser formulado como

apresentado na Equacio 5.1.

PQ : U(PQ) z bmaf.r'w Z z i Tit (5 1)

i=1 j=1

Sem perder a generalidade do problema, a matriz Q pode ser considerada simétrica
(BILLIONNET: ELLOUMI, 2007). Logo, de forma andloga & apresentada por Adams ¢
Dearing (1994), o PQ pode ser reescrito da seguinte forma:

PQ s ’U(PQ . bmm“so Z Qi s + Z 2%‘%%‘ (52)
(1.5)EPUN
Onde N = {(i,7): i < 4,q;5 < 0} e P = {(4,5): © < j, @; > O}.

Como apresentado em Adams e Dearing (1994), pode-se aplicar a técnica de linca-
rizacao de Glover e Woolsey (1974) em 5.2, substituindo os termos quadréaticos z;x;
pela varidvel continua w;; e por restrigdes que garantam que wg; = ;75 ;. Logo, tem-
se uma versdo linear inteira mista de PQ (5.3 a 5.8). Por convencéo, esse modelo
serd chamado PQL.

PQRL:  v(PQL)= Maximizar:

Z G35 + Z Zszwzj (53)

(i,7)e PUN
Sujeito a:
w—2; S0 (i,5)eP (5:4)
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wy —x; <0 (i,j) e P (5.5)

T+ — wy < 1 (2,}) EN (56)
wy; >0 (i,j)EN (5.7)
z; € {0,1} i=1,..,m (5.8)

Fica claro nas funcoes 5.1, 5.2 e 5.3 que o nimero de elementos da matriz Q utiliza-
dos em 5.2 e 5.3 serd significativamente menor do que em 5.1, pois nesses casos sao
cousiderados apenas os elementos nao nulos situados na metade superior e na diago-
nal principal dessa matriz. Um exemplo da utilizacio desses modelos é apresentado

no Apéndice A.
5.3 Relaxagoes Lagrangianas tradicionais

A Relaxagao Lagrangiana (ver Subsecio 2.8.1) das restrigoes 5.4, 5.5 e/ou 5.6 pode
ser utilizada para obtencao de limitantes para o PQ. Sendo assim, essas restrigdes

podem ser combinadas de forma a gerar sete modelos diferentes para o problema:

Lo PQL: restricao 5.4 relaxada no sentido lagrangiano.

LgPQL: restrigao 5.5 relaxada no sentido lagrangiano.

LyPQL: restri¢do 5.6 relaxada no sentido lagrangiano.

Lo PQL: restrigoes 5.4 e 5.5 relaxadas no sentido lagrangiano.

Lo PQL: restricoes 5.4 e 5.6 relaxadas no sentido lagrangiano.

Ly PQL: restrigdes 5.5 ¢ 5.6 relaxadas no sentido lagrangiano.

LogQL: restrigoes 5.4, 5.5 e 5.6 relaxadas no sentido lagrangiano.

Para cada um desses modelos, pode-se obter um limitante para o PQ por meio da mi-
nimizagdo do seu dual lagrangiano (ver Subsegio 2.8.1) correspondente (DL, PQL,
DLgPQL, etc). Um exemplo da utilizacdo dessas relaxacoes é apresentado na Sc-
cao A1
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5.4 Outras relaxacoes

O valor da solugéo da relaxacéo linear do PQL (substituir a restrigio 5.8 por 0
< z; < 1) é um limitante trivial para o PQ (BILLIONNET: CALMELS, 1996). Como

apresentado em Adams ¢ Dearing (1994), esse limitante é conhecido como roof dual.

Um outro limitante para o PQ pode ser obtido pela inser¢ao de uma restricao de
corte de Chwatal-Gomory na relaxacio lincar de PQL. Essa restricdo é descrita da

seguinte maneira:
wit oy tap—wy —wpe—we <1 (4,5), (4, k), (1,k) e PUN (5.9)

Essa restrigio de corte é baseada em uma das restricoes de corte apresentadas em
Billionnet e Calinels (1996) para o Problema Quadrético da Mochila (PQM). Esses
autores utilizam caracteristicas baseadas em cligues (WOLSEY, 1998) e na genera-
lizacdo da restricao 5.6, porém considerando a ligagdo, por meio de arestas, entre
trés vértices no grafo. A Figura 5.1 apresenta uma situagao na qual essa restricio é

formada.

Figura 5.1 - Vértices e arestas necessdrias para formac3o da restricdo de corte.

A adaptacao da restri¢ao proposta em relagéo & apresentada em Billionnet e Calmels
(1996) se deve principalmente ao fato de que o modelo PQL utiliza apenas parte da
matriz de coeficientes Q, e consequentemente o grafo gerado é direcionado. Dessa
forma, como pode ser observado na Figura 5.1, e na defini¢do do modelo PQL, néo
existe a aresta (k,4), o que indica que # < k, e assim a aresta entre esses dois vértices

sera (4,k).

Como mostrado por Billionnet ¢ Calmels (1996), os limitantes obtidos com a insercao
de restricoes de corte ¢ melhor do que o apresentado pela relaxacao linear do PQM.
Esse fato também é verificado para o PQL (ver Tabela 5.1). Por convencéo, o modelo
PQL com a restricao de corte serd tratado adiante como PQLC. Um exemplo da

utilizacéo dessas relaxagoes é apresentado na Secao A.L,
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5.5 Relaxagoes Lagrangianas com Clusters

A partir da matriz Q descrita na secdo anterior, pode-se criar um grafo G=(V,A4)

com V = {1,...m} ¢ A = [aj]mxm, aij = 1 se ¢;; # 0 e a;; = 0 se g;; = 0. Particionando

ografo G em n (n < m) clusters independentes, com o uso das heuristicas disponiveis
na biblioteca METIS (KARYPIS: KUMAR, 1998), tem-se V =V, UV, U... UV}, onde
VinV; =0 (Vi,j =1,...,n,i# j),G=Vy, &), i=1L.neX;=V-V,i=

1,...,n. A partir de entéio, o modelo PQL pode ser reescrito da seguinte forma:

PQL™: w(PQL™) = Maximizar:

n

Z Z Gii s + Z 2(]33 Wiy

k=1 | i€V} (4,7)ePUN;
1EVE 1 E€VELUX

Sujeito a:
wi; — x; < 0 (i,5)e PieVy,jeVi,k=1,...,n

‘lﬂiji‘rjgﬂ (?:'.j)EpaiemajE‘/k;kzlu"':?l

Ti+w; —wy; <1 (1,j))EN,ieV,j € Vik=1,...,n

wy; > 0 GfeENIeVLjEV,E=1.n
wy; — 3 <0 (t,7) e Pi€e Vi, j € Xk=1,...,n

wij—2; <0 (,j)ePieVy,jeXpk=1,.,n

Fetia; — Wyl (‘i,j)EN,iEVk,jEXk,kZI,...,n

w20 (i,§) € N, € Vij € Xk =1,...,m

z; € {0,1} ieVik=1,...n

(5.10)

(5.11)

(5.12)
(5.13)
(5.14)
(5.15)
(5.16)
(5.17)
(5.18)
(5.19)

Pode-se notar que as restriges 5.11 a 5.14 tratam apenas as arestas (4,j) cujos

vértices sao internos ao cluster (sub-grafo) k (arestas intra-cluster). J4 as restrigoes

5.15 a 5.18 tratam as arestas (4,7) cujos vértices estéo em clusters distintos (arestas

inter-clusters ou arestas de ligacio).
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5.5.1 1“ abordagem

A primeira abordagem baseada na LagClus consiste em relaxar as restrigoes 5.15,

5.16 € 5.17 (arestas de ligagdo) no sentido lagrangiano por meio de vetores de multi-

plicadores &, f e A, respectivamente. Assim, tem-se trés novos termos (um referente

a cada restricdo relaxada) que deverdo ser inseridos na fun¢io objetivo 5.10. Esses

termos sdo apresentados a seguir:

E Z aij(wy — i) |, @ >0
k=1 \ (i.7)€P;

i€V € Xy,
n
Sl Y. Biwi—=)], 8520
k=1 \ (i.j)eP;

i€VigeX,

n

Yol X Mlmetm—wi—1)], X20

E=1 \ (i.7)eN;
iEViif€ Xy

(5.20)

(5.21)

(5.22)

Apés a retirada das restrigoes 5.15, 5.16 e 5.17, e a insercio desses termos na fun-

¢ao objetivo (5.10), tem-se o problema PQL™ (indiretamente o PQ) dividido em n

subproblemas independentes, sendo cada subproblema &k (k = 1,...,n) representado

pelo modelo descrito a seguir.

LCaﬁAPQLk : U(LC},;,,\PQL;C) = Maximizar:

> quri+ > 2wy + 20 apTi+ Y. Py

i€V (2,7)E(PUN)NA, (t,J)eP (i,)eP

ing:jEXk 5EXk:j€Vk
— X Apme— Y dpmi+ Yo (2g5 — iy — Bi)wij
(1,7)eN (ig)eN (1.5)eP
i€V, Je Xk i€ Xg,jeVk ieVe,jeXk
+ 3 QaytAglw 3 Ay
{1,J)EN (H.)EN;
1€V, JEX, i€V je Xk

Sujeito a:

Wy — & L0 (i,j) e Piie Vg, je Vi
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wi; —x; <0 (1,j)e Pie Vi, jeVs (5.25)

Tit+xp—wy; <1 (i,7) e Nyie Vi, € Vi (5.26)
wi; 2 0 (i, )EN, i€V, i€V, (5.27)

w;; € {0,1} (i,7) € PUN,i € Vi, j € X3 (5.28)
z€{0,1} i€V (5.29)

A restrigio 5.18 é substituida pela restricdo 5.28 para manter a viabilidade das
solugoes dos subproblemas. Por fimn, a solugéo da relaxagdo do problema PQL (que
é equivalente a PQ) em 7 subproblemas (clusters) é dada pela Equacao 5.30, e o
seu dual lagrangiano é apresentado na Equacio 5.31.

n

LCurPQL™ : v(LCamp PQL™) = > v(LCuamnPQLe) + > X (5.30)
k=1 (,5)EN;
cl(i)s#el(d)

DLCapy PQL™ : v(DLCogy PQL™) = Min{v(LCasPQL™)}, a, A 2 0. (5.31)

Como demonstrado por Adams e Dearing (1994), para n = m tem-se que
DLC\pyPQL™ € o roof dual para o PQ), e consequentemente, pode-se afirmar que:

V(DLC g PQL™) < v(DLC,a\PQL™) = roof dual (5.32)

5.5.2 2% abordagem

Seguindo a 1* abordagem, surge a idéia de ndo relaxar a restrigao 5.15, pois assim
como na abordagem anterior, as varidveis w;; e z; serdo tratadas no subproblema
onde se encontra o vértice 7. Logo, a relaxacio dessa restricdo néo necessariamente
deve ser considerada. Sendo assim, uma outra forma de relaxacao do PQL em clusters
pode ser escrita como:

LCﬂ).PQLk : ’U(LC]@APQL]C) = Maximizar:

Y qiumi + Yo 2gwi+ Y, Buri— Y Ay

ieVi (i,j)EPUN; (i.5)EP; (i.1)EN;

1€ VL EVEUX JEVIEX tEViijEXy (5 33)
- 2 gm0 Bywg+ Y Agwy
(L5)EN; (ig)eP; (i.0)EP;
iEX; 76V, eV i Xy iEVE;ieXe
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Sujeito a:

wi; —x; <0 (t,/) e Pie Vi, j e ViUX, (5.34)
wy—%; <0 {(i,j)e Ri€eV,jEVk (5.35)
zi+r;—wy <1 (i,7) € N,i € Vi, 5 € Vi (5.36)
wy; 20 (i,5)eENi€VjeVi (5.37)

wi; € {0,1}  (i,5)eN,i€ Vi, j € Xz (5.38)
5 e{0,1}  icV, (5.39)

A restricao 5.34 forma uma “junc¢io” das restri¢oes 5.11 e 5.15. Logo. a solugao da
relaxagido do problema PQL em n clusters é dada pela Equacao 5.40, e o seu dual
lagrangiano pela Equacao 5.41.

n

LOPQL™ : o(LCa PQL™Y) = > w(LCmPQLE) + Y Ay (5.40)
k=1 (2,7)EN;
(i) #cl()

DLCs\PQL"™ : v(DLCyp PQL") = Min{v(LCsPQL™)}, 8,A = 0. (5.41)

Mais uma vez, a partir das idéias expostas em Adams e Dearing (1994), e da 1¢

abordagem, pode-se afirmar diretamente que:

v(DLCgPQL™) < v(DLCy s PQL™) <

0.42
v(DLCaPQL™) = v(DLCasPQL™) = roof dual (8

5.5.3 Analise das abordagens propostas

As duas abordagens baseadas na LagClus sdo muito semelhantes, porém a 2% apre-
senta uma relaxacdo mais forte em relagao a 1% devido a nao relaxagio da restrigao

5.15. Um exemplo de aplicacio dessas abordagens é apresentado na Seciio A.2.
5.6 Decomposicoes Lagrangianas

Na busca por relaxagoes ainda mais fortes para o PQ, sdo propostos diferentes mo-
delos de relaxacoes baseados na técnica de Decomposigio Lagrangiana (ver Subse-
cao 2.8.3).
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5.6.1 1° abordagem

A partir do grafo G (ver Secao 5.5), o PQL é decomposto em n subproblemas por

meio da cdpia das arestas formadas por vértices pertencentes a clusters distintos

(arestas inter-clusters) e de seus respectivos vértices. Além disso, o valor associado

(qi;) a cada aresta é dividido entre os originais e suas cépias. Logo, o PQL pode ser

reescrito da seguinte forma:

PQL™: o(PQL") = Maximizar:

ki3
> 2 %:c,-_—l— > %’TJ“-'?J'??‘Q‘ y 2q;5w;;

k=1 \ i€V A(i,j), . (i,7)€(PUN)NAg
1eVe7e X
L S 20 245
+> 2 Fwg+ Y, Flwyy
k=1 1} (ij)ePuN; (1,7)e PUN;
eV FEX 1EVE i€ X

Sujeito a:
Wi — 2 <0 (i,j) e PieVi,jeWk=1,..n

wy—%; <0 (1,j)e PieVi,jeVik=1,..,n
T+ —wy <1 (i,7)eEN, i€V, i€V, k=1,...,n
wi; >0 (i,7)e N,ie Vi, j € Vik=1,....mn
Wy —#; X0 (i.))e Pie Vi, j€ X, k=1,...,n
wiy —zh <0 (4,f) EPi€ Vi j € Xik=1,...,n
Ti+ 2 — wiyr < 1 (i,))ENGEVLIE X k=1,..,n
wiy >0 (i,7) E Nyi € Vi, j € Xiyk=1,...,n
T = T jEeEXpk=1,...,n
Wij = Wy (L)) e PUN,i€ V., j€ X, k=1,..,n

z; € {0,1} 1€ Vik=1,...,n

(5.43)

(5.44)

(5.45)
(5.46)
(5.47)
(5.48)

(5.49)

(5.53)
(5.54)

Nesse modelo, as varidveis mff representam as copias do vértice j (37) no cluster k, e
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as varidveis w;; representam as arestas entre os vértices i e j° (¢dpia de j). ¢; indica

a quantidade de copias do vértice i existente nos n clusters.

As restrigdes 5.44 a 5.47 tratam apenas as arestas (4,j) cujos vértices sdo internos
ao cluster (sub-grafo) k (arestas intra-cluster). J4 as restricdes 5.48 a 5.51 tratam
as arestas (4,7) cujos vértices estiio em clusters distintos (arestas inter-clusters -
arestas de ligacao). As restrigoes 5.52 e 5.53 sdo as restrigoes de cépia, que garantem

a igualdade entre as variaveis originais e suas copias.

Relaxando as restrigoes 5.52 e 5.53 no sentido lagrangiano por meio de vetores de
multiplicadores & e [, respectivamente, tem-se dois novos termos (um referente a
cada restrigao relaxada) que deverdo ser inseridos na funcao objetivo 5.43. Esses

termos sfo apresentados a seguir:

n
z Z Cr?(mj—.l‘;i) ,  af irrestrito (5.55)
k=1 \ 3(i,5),
ieViiieXy,
n
Z Z B (wi; — wijr) |, Bi; irrestrito (5.56)
k=1 (4,7)EPUN;
eV ie Xy

Assim, apds a retirada das restricoes de cdpia, e a inser¢ao desses termos na fungao
objetivo, tem-se o problema PQL" (indiretamente o PQ) dividido em n subpro-
blemas independentes, sendo cada subproblema & (kK = 1,...,n) representado pelo

modelo descrito a seguir.

DCyPQL;: v(DChsPQLy) = Maximizar:

2 (gff = E Ofg) e o Z (%‘;L -+ Qf:) E;‘-’: + Z 2q3-jw;~j

icVi dk (i), (i)
1EVriie Xy (PUNYOAy,
(5.57)
+ 2 (@ —Baws+ Y (g + By) wiy
(4,j)EPUN; (%.5)EPUN;
1€V 7€ Xx 1€ Vpie Xy
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Sujeito a:

wy—2;, <0 (i,5) € PieVi,jeVi (5.58)
wiyy—x; <0 (i,5) € Pii€ Vi, j €V (5.59)
zitzi—w; <1 (i,j)eN,icVi,jEV, (5.60)
wy; >0 (4,j)ENicVijeV (5.61)

wyp — 2 <0 (i,5) € Pi € Vg, j € X (5.62)
wyp — 25 <0 (i,)) € Pi € Vi, j € Xy, (5.63)
zitah —wiy <1 (4,)) ENi€ Vi, j € Xy (5.64)
wij € {0,1}  (i,7) € N,i € Vi, j € X (5.65)
wip € {0,1}  (1,5) € N,i€ Vi, j € X (5.66)
:ci?, e {0,1} j € Xy (5.67)
z;€{0,1} i€V (5.68)

As restrigoes 5.65, 5.66 e 5.67 sdo inseridas no modelo para manter a viabilidade das
solugbes dos subproblemas. Por fim, a solucio da relaxacao do problema PQL {(que
é equivalente a PQ) em n subproblemas (clusters), é dada pela Equagao 5.69, e o
seu dual lagrangiano é apresentado na Equacao 5.70.

n

DCopPQL™:  v(DCopPQL™) = v(DCapPQL) (5.69)
k=1

DDCopPQL™ : v(DDCapPQL™) = Min{v(DCosPQL™)}
(5.70)

o, 5 irrestritos

5.6.2 2% abordagem

Seguindo a 1* abordagem (ver Subsecdo 5.6.1), surge a idéia de substituir as varidveis
wi; (¢ € Vi e j € Xy) pelas varidveis w;;r, ¢ ndo dividir o valor associado as arestas.

Logo, o PQL pode ser escrito da seguinte forma:
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PQL™: v(PQL™) = Maximizar:

n

oD wmmt Y 25wyt Z 2q;5wi0 (5.71)

k=1 \ i€V}, (5,5)E{ PUNINA, (i,7)€PUN;
1EVR:JEXE

Sujeito a: (5.44),(5.45),...,5.52 e 5.54;

Nesse modelo, ndo existe a restricio de cépia (5.53) das varlaveis wy; (i € Vi e
j € X), pois essas séo substituidas diretamente pelas varidveis w;y. Relaxando a
restricao de cdpia (5.52) no sentido lagrangiano por meio do vetor de multiplicadores

@, o problema também pode ser dividido em n subproblemas independentes, sendo:

DC,PQLy : v(DCyPQLy) = Maximizar:

Z (Qiz' - Za?) T+ Z afx;", + Z 2qt-jwij+ Z 2q,;jwijr (572)

i€V d#k 3(i,4)i€VRs (i.g)e (i.j)ePUN;
FCXi (PUN)NAg 1C Vi€ Xy

Sujeito a: (5.58),(5.59),...,(5.64),(5.67) e (5.68)
wy =0 (4,j) €N,i€ Vg, j€Xy (5.73)

A restricio 5.73 é inserida no modelo, e nesse caso ela ndo precisa ser binaria para
manter a viabilidade das solugbes dos subproblemas. A solugao da relaxagio do
problema em n subproblemas (clusters), é dada pela Equagio 5.74, e o seu dual
lagrangiano pela Equacio 5.75.

n

DCLPQL":  w(DC.PQLY) = v(DC,PQL) (5.74)

k=1

DDC,PQL" : v(DDCLPQL™) = Min{v(DC,PQL™)}, a irresirito  (5.75)

5.6.3 3% abordagem

Seguindo a 2% abordagem, e as idéias apresentadas em Billionnet et al. (1999) e
Chardaire e Sutier (1993), surge a idéia de utilizar todos os elementos da matriz Q
(ver Secdo 5.2) no modelo lincar do PQ (PQL). Por um questao de notagao, esse
modelo serd tratado como PQLT.
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PQLT: v(PQLT)= Maximizar:

}: GiiTi + Z Qi Wij (5.76)

i=1 itj
Sujeito a:
Wiy — T <0 Qij > 0 (577)
wy —x; <0 ¢; >0 (5.78)
Tit+a;—w; <1 gi; <0 (5.79)
wi; 2> 0 75 < 0 (5.80)
z; € {0,1} 1=1..m (5.81)

A partir dessa formulagao, pode-se também obter um grafo &, semelhante ao descrito
na Secdo 5.5, porém agora com duas arestas entre os vértices, ou seja, (4,7) e (4,7)-
Assim, o PQLT é decomposto em n subproblemas por meio da cépia das arestas
formadas por vértices pertencentes a clusters distintos (arestas inler-clusters) e de

seus respectivos vértices. Logo, o PQLT pode ser reescrito da seguinte forma:

PQLT" : v(PQLT™) = Maximizar:

2
Z Z Qisi + Z ij W5 + Z Gi Wi (5.82)
k=1 \ i€V, ii;_fk;j@&:; ::i}{}c;jexk;

Sujeito a:
wiy —2; 20 1€V, jEVLI#0;>0k=1,..n (5.83)
wi; — ;<0 ie€VijeVii#5,¢;>0k=1.,n (5.84)

zi+zj—wi; L1 i€ Vi, j € Vii#5,¢5 <0,k=1,...,n (5.85)

wi; 2 0 teEVieVii#4,¢;<0,k=1,..,n (5.86)
wiy — 2 L0 i€V, i€ Xpi#4,0;>0k=1,..,n (5.87)
wiy — 2% <0 i€ Vi€ Xnitig>0k=1..,n (5.88)
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Ti+ Ty —wip <1 G€ViJE Xpi#5.05 <0,k=1,..,n (5.89)

wijr = 0 i€ Vij € Xpi#7,6;<0k=1,..n (5.90)
&g = x?" jc Xe,k=1,..,n (5'91)

Wit = Wiy ieV,je X, j>i,k=1,...,n (592)
x; € {0,1} te Vi, k=1..,n (5.93)

Relaxando as restricdes 5.91 e 5.92 no sentido lagrangiano, por meio dos vetores de
multiplicadores @ e ﬁ, o problema pode ser dividido em n subproblemas indepen-

dentes, sendo:

DCsPQLTy :  v(DCapPQLTY) = Maximizar:

> (Qﬁ — 3 ai:i) mit 3 ofan+ 3 D quwi

icVy d#k JjeXg iEVy JEVE;i#1
(5.94)
+ 3 2 (g Bipwy + 3 3 (g + Bie) wige
icVy J:E).{k; eV jCXk
i»i j<i
Sujeito a:
Wi — z; <0 iEVk:jE%ﬁi%j?qij>0:k=1a"'an (595)
wiji',""_fgo iEVk,jE%,i#j,q¢j>0,k:1,...,n (596)
T +x;—w; <1 1 eV € Vii# 5,0 <0,k=1_..n (5.97)
Wit — T4 <0 1€ Vi, j EXk,?:?éj,q,;j =0k =1; 40 (5.99)
wiyr — 25 <0 i€VhjE Xni#Efg >0k=1..n (5.100)
zitzh—wyp <1 i€V, je Xni#he <0k=1,..n (5.101)
Wy & {0? 1} L€ Vﬁaj € Xfm?‘ #J) Gij < Gvk = ]-1 T (5’102)
=he {01}  jeXi (5.103)
z; € {0,1} i€ Vi,k=1,...n (5.104)
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As restrigoes 5.102 e 5.103 sfo inseridas no modelo para manter a viabilidade das
solucoes dos subproblemas. Por fim, a solugio da relaxacgéo do problema PQLT em
n subproblemas, é dada pela Equagao 5.105, e o seu dual lagrangiano é apresentado
na Equacao 5.106.

n

DCopPQLT" :  v(DCagPQLT™) = v(DCapPQLTY) (5.105)
k=1

DDCopPQLT™ : v(DDCuPQLT™ = Min  {v(DCasPQLT™}  (5.106)

o, 3 irrestritos

5.6.4 Anadlise das abordagens propostas

As trés abordagens apresentadas nesta se¢fo possuem idéias semelhantes, porém

cada uma apresenta caracteristicas préprias.

A 1% abordagem copia as arestas formadas por vértices pertencentes a clusters distin-
tos e seus respectivos vértices. Além disso, o valor associado a cada aresta é dividido

entre as originais e suas copias.

A 2% abordagem substitui as varidveis w;; (i € Vi e j € X}) pelas varidveis w;;:, ou

seja, as arestas (4,7) pelas arestas (7,7’) e ndo divide o valor associado s arestas.

Ja na 3% abordagem, toda a matriz Q é utilizada, e ambos 0s vértices referentes
as arestas relaxadas sao copiados para o cluster oposto. Nesse caso, os valores as-
sociados as arestas sdo mantidos no cluster do vértice de origem das respectivas

arestas.
Um exemplo de aplicagdo dessas trés abordagens é apresentado na Secio A.3.
5.7 Geragao de Colunas

Seguindo os preceitos descritos na Secao 2.4, a téenica de Geragao de Colunas é
aplicada & LagClus e & DecLag. Para cada caso, foi utilizada a abordagem (modelo)
que apresentou os melhores resultados (ver Se¢ao 5.9).

5.7.1 GC aplicada a LagClus

A Geragio de Colunas (GC) é aplicada & 2% abordagem da LagClus (ver Subse-

¢iw 5.5.2), pois como pode ser observado na Tabela 5.3, essa abordagem apresentou
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melhores resultados em relacao & 1. Para facilitar a compreensao dessa abordagem,
o modelo apresentado para a LagClus (5.10 a 5.19) pode ser representado matrici-
almente da seguinte maneira:

PQL™: wv(PQL"™) = Maximizar:

> (dfx* + gl w") (5.107)
k=1
T 1]
[ Ay A, A, ] w
D, 0 0 0 x|
Sujeitoa: | 0 D2 0 0 | x w ~b (5.108)
0 . 0
0 0 0 D,| = ™
L L w i

g® é um vetor com os coeficientes das varidveis x; presentes no cluster k: q® ¢ um
vetor com os coeficientes das varidvels w;; presentes no cluster k; Dy ¢ uma matriz
com os coeficientes das varidveis (pertencentes ao cluster k) presentes nas restrigoes
intra-cluster (5.11 a 5.15); Ay é uma matriz com os coeficientes das varidveis (per-
tencentes ao cluster k) presentes restrigoes 5.16 e 5.17; x é um vetor com os valores
das varidveis de decisdo z;; W é um vetor com os valores das variaveis de decisdao
w;;; A& 80 08 operadores relacionais (< ou >), variando de acordo com a restrigao;
b séo os valores do lado direito das restrigées (0 ou 1).

Relaxando as restrigoes presentes nas matrizes A (5.16 e 5.17) no sentido lagrangi-
ano, por meio do vetor de multiplicadores @, (& > 0), o problema PQL" (indire-
tamente o PQ) pode ser dividido em n subproblemas independentes. Considerando
R, como sendo as restrigdes associadas ao subproblema k, k=1,...,n, e d o niimero
de restricoes relaxadas, cada subproblema pode ser representado como descrito em
5.109, e a solucdo da relaxacdo do problema PQL em n subproblemas (clusters) é
dada pela Equacao 5.110.

LC,PQLy : V(LCPQL) =

5.109
max { (qzck = &Ak) x4+ (qf, — GAy) wh: x* wk ¢ Rk} ( )
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T

d
LCoPQL™:  v(LCoPQLY) =Y u(LCoPQLy) = > oy (5.110)
p=1

k=1
Logo, de acordo com as idéias da Decomposicdo Dantzig-Wolfe (ver Secao 2.3),
pode-se gerar um Problema Mestre Restrito (PMR) assim como descrito a seguir.

PMRLS . vw(PMRES) = Maximizar:
D A (g txM - gftwht) (5.111)
k=1

Sujeito a:

30D die (Axy™) ~ b, onde y = [ * ] (5.112)

k=1 teTy, w
S he=1 Vke{l,..,n) (5.113)
teT}
Mz =0 Vke{l,..n}teT (5.114)

O conjunto de pontos extremos associados com as colunas geradas no PMR é dado
por Ij. py € a varidvel dual associada com a k-ésima restrigdo de convexidade de
5.113. xB* e wht sio vetores que definem os pontos extremos ¢ € Ty, ou seja, as
solugoes vidveis do subproblema definido pelo cluster k. Ay, é a varidvel de decisio
correspondente ao ponto extremo t € T} referente ao subproblema k. Para cada
subproblema £ (5.109), pode-se substituir o vetor de multiplicadores lagrangianos &
pelo vetor de varidveis duais 7 associado com as restricdes 5.112, e de uma forma
alternativa, cada subproblema pode ser descrito pela Fquacio 5.115, e a relaxacgio
do PQL, em n clusters, pela Equacao 5.116.

2% = max {(qf* - 7AL) x* + (af! — 7Ax) W XM wh € Ry} (5.115)

n d
LCPQL":  o(LCRPQLY) =Y ZI+¥ m, (5.116)
k=1 p=1
A partir de entdo, uma nova coluna gerada pelo subproblema k é inserida no PMR
se o seu custo reduzido Oy for positivo, isto é, 6 = Z,{‘C — pg > 0. Assim, o PMR
coordena as solugoes dos subproblemas por meio de suas varidveis duais, buscando
uma solugdo para o problema original.
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O PMR inicial é gerado pela heuristica apresentada na Figura 5.2, Essa heuristica
utiliza a busca local apresentada em Beasley (1998). Em seguida, novas colunas sio
geradas até que um critério de parada seja satisfeito, e o PMR final, formado por
todas as colunas geradas, é resolvido de forma inteira (A, € {0,1}), e consequen-
temente, sua solucfo serd equivalente a uma solugao vidvel para o PQL, e indire-
tamente para o PQ. Por convencio, esse problema sera tratado como PM RS, e
o valor de sua solucio como v(PMREY;). A Figura 5.3 apresenta os procedimentos
para execugao da GC.

1. EARA v=1 ATE m EAGA

2 My A

3. APLICAR {busca local);

4 PARR (cada variavel wyy) FAGR

S SE (x = 1E x; = 1) ENTAO

6. wiy, € 1;

br SENAD

8. Wii € 05

Q. FIM-SE;

10. FIM-PARA;

bz DIVIDIR (as variadveis da soluglo nos respectives clusters});
1z, CRIAR (uma coluna para cada cluster)s;
134 INSERIR {as colunas no PMR);

14. FIM-PRRA;

Figura 5.2 - Formac3o do PMR inicial na Geragdo de Colunas com a LagClus.

A solugdo do PMR de forma inteira - v(PMRES,) - apresenta uma solugao vidvel
para o PQ. J4 a solucio da relaxacdo linear do PMR - v(PMRES) - e a solugdo da
relaxacdo com divisao em clusters - v(LCPQL™) - apresentain limitantes para o

PQ. Um exemplo de aplicacao dessa abordagem ¢ apresentado na Subsecio A.4.1.

1. FORMAR (o PMR inicial);

2. OTIMIZAR (o PMR via CFLEX e obter as variaveis duais);

3. ATUALIZAR (a fungdo objetivo dos subproblemas);

4. RESOLVER (05 subproblemas wvia CPLEX);

5. SE (VE, 8y § 0) OU v(LC,EQLY) = v(PMRE’) ENTAO

6. PARAR, pois a solugdc oOtima para o PMR foi encontrada;
7. RESOLVER (o PMR de forma inteira via CPLEX - obter V(PMRE)));
8. SENAO

9. INSERIR (toda coluna cujo 8y > 0 no PMR):

16, VOLTAR (a0 passa 2);

11.FIM-58E;

Figura 5.3 - Passos para execucio da Geragio de Colunas com a LagClus.
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5.7.2 GC aplicada a DecLag

Seguindo a idéia apresentada na se¢do anterior, a Geragao de Colunas (GC) tam-
bém ¢é aplicada a 3* abordagem de Decomposicao Lagrangiana proposta (ver Subse-
¢io 5.6.3). Mais uma vez, a escolha dessa abordagem para aplicagao da GC se deve
aos resultados obtidos nos experimentos computacionais realizados (ver Tabela 5.4).
Assim, de forma anéloga & apresentada na secfo anterior, o modelo (5.82 a 5.93)

pode ser representado matricialmente da seguinte maneira:

PQLT™ : v(PQLT™) = Maximizar:

n

Z (afx"® + 0x™* + g w* + ¢, w'™) (5.117)
k=1
G o

X

xf

[ Ay Ay, - A, ] W

D, 0 0 0O w'
Sujeitoa: | 0 Dy 0 0 | x 3 ~ b (5.118)

0 . 0 ik
0 0 0 D, | x'
w

Nesse caso, x é um vetor com os valores das varidveis (originais) de decisfio z;; x’

é um vetor com os valores das variaveis (cdpias) de decisdo x5; w é um vetor com
os valores das varidveis (originais) de decisdo w;;; w' é um vetor com os valores das
varidveis (copias) de decisiio wy;r;

Relaxando as restrigoes presentes nas matrizes A (5.91 e 5.92) no sentido lagrangi-
ano, por meio do vetor de multiplicadores &, (@ > 0), o problema PQLT™ pode ser
dividido em 7 subproblemas independentes. Considerando R; como sendo as restri-
¢Oes associadas ao subproblema k k=1,...,n, e d o nimero de restricdes relaxadas,
cada subproblema pode ser representado como descrito em 5.119, e a solugio da rela-
xagao do problema PQLT em n subproblemas (clusters) é dada pela Equacao 5.120,
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DC,PQLT, : v(DCR PQLT}) = max
{(at — @A;) x* — (@A) x* + (af, — adAy) w* + (¢f, — @A) w*}  (5.119)

xF x* wt w'* ¢ Ry,
n d
DCoPQLT™ : v(DCoPQLT™) = Y v(DCaPQLI) = Y o (5.120)
k=1 p=1

Logo, assim como descrito na secio anterior, pode-se gerar o seguinte PMR:

PMRES . v(PMRES) = Maximizar:

Z Ak,t (q’zatxk,f e Oxfk,t n q‘i:;iwk,i =1 qi;’twfk,t) (5'121)
k=1
Sujeito a: -
n x’
375 Ms (Ay™) & b,onde y = (5.122)
k=1 t€T} w
wl
S Mg=1 VB {l,.,n} (5.123)
teTy
Age = 0 Vee {l,...,n},teT} (5.124)

Para cada subproblema k (5.119), pode-se substituir o vetor de multiplicadores la-
grangianos @ pelo vetor de varidveis duais 7 associado com as restrigoes 5.122, e de
uma forma alternativa, cada subproblema pode ser descrito pela Equagio 5.125, e a
relaxacao do PQLT, em n clusters, pela Equagio 5.126.

(qft — TAL)XPE 4 (g — #AL )X
ZPC = max { +(qit — TAL)WH + (g — #AL) Wk (5.125)

Xt ot wkit wikt e Ry
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n d
DC,PQLT":  v(DC,PQLT™) = Z ZP°+ 3 m, (5.126)
=1

k=1

O PMR inicial é gerado de forma andloga & apresentada na segdo anterior (Fi-
gura 5.2), e os valores dados s vardveis “copiadas” sdo os mesmos obtidos para as
variaveis originais. Novas colunas sao geradas até que um critério de parada seja sa-
tisfeito, e 0 PMR final, formado por todas as colunas geradas, € resolvido de forma
inteira (Ar: € {0,1}). Esse problema serd tratado como PM REY, e o valor de sua
solugao como v(PMRES;). A geracio de colunas é realizada de forma semelhante
a apresentada na Figura 5.3, porém, na linha 5, v(LC,PQL") é substituido por
v(DC,PQLT™) e v(PMRLS) por v(PMREY), e na linha 7, v(PMRLS,) é substi-
tuido por v(PMRES;). Um exemplo de aplicacio dessa abordagem é apresentado
na Subsecio A.4.2.

5.8 Utilizagao de uma posiforme

Como definido em Hammer e Simeone (1989), uma “posiforme”, ou funcao pseudo-
booleana de termos positivos, consiste em uma fungdo na qual todas as varidveis
possuem apenas coeficientes positivos. Werra e Hammer (2007) mostram que qual-
quer fungao pseudo-booleana g pode ser expressa como g = M + f, onde M é um
valor constante e f uma posiforme. Assim, qualquer fungfo pseudo-booleana g pode

ser expressa, de varias maneiras, como uma constante mais uma posiforme qualquer.

Como apresentado na Secio 5.9, os métodos descritos anteriormente encontraram
dificuldades na resolugdo das instancias com matrizes Q de alta densidade. Entdo,
com o intuito de encontrar uma formulagio que gere um grafo com menor niimero
de conexdes (arestas), o que consequentemente poders gerar clusters mais “indepen-
dentes”, a formulacao original do PQ (Equagdo 5.1) pode ser transformada em uma
posiforme por meio da eliminagdo dos termos quadraticos z;z; com coeficiente Qi
< 0. Esses termos podem ser eliminados pela substituicio das varidveis presentes
nesses termos pelos seus complementos (z; = 1 — T;; z; = 1 — T;). Logo, para sim-
plificar a transformacao, cada termo quadrético g;;z;z;, Yai; < 0, é substituido pelo

termo qi; + |q4;|Ti+|gi;|2:T;. Assim, uma posiforme para o problema de programacio
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quadratica bindria irrestrita (PP{)) pode ser escrita da seguinte maneira:

PPQ : 'U(PPQ) = max Z Qi TiT + Z iz e ]Qf.jIEi -+ Iqijlil?ifj (5127)

g =05t gi; <05<j

Segundo Hammer e Simeone (1989), uma linearizagio interessante para esse modelo
pode ser obtida pela formagiio de um grafo GF = (VP AP), onde VP é o conjunto

de todos os termos da funcéo, quadréticos ou néo, e A* é o conjunto de arestas onde

af; = 1 se o complemento de uma varidvel presente no termo # estiver presente no

termo 7, ou vice-versa, € a,f; = () caso contririo. A Figura 5.4 apresenta um exemplo

desse grafo.
X5 XX X X%
X,%5 X3Xs X Xs XX,
|
X5 o ¥ X3Xy

Figura 5.4 - Grafo gerado pelo modelo PPQ.

A partir desse grafo, cada vértice é substituido por uma variavel y;, i = 1,...,{, onde ¢
é o nimero de vértices do grafo (¢ = |VF]). Além disso, para garantir a equivaléncia
com a formulacdo original do problema PQ, deve-se garantir que apenas um dos
vértices adjacentes pertencam & solugdo do problema, ou seja, como a adjacéncia
é formada pelos complementos das varidveis, apenas um dos vértices poderd fazer
parte da solucdo. Logo, considerando ¢; como o coeficiente do termo 4 (formado
pelos coeficientes g;; dos termos quadréticos on néo de PPQ), e M como o termo
constante resultante do modelo posiforme (g;; restante do segundo termo da fungao
objetivo de PPQ), o PP() pode ser reescrito de uma forma linear como descrito pelo

modelo PPQL. Um exemplo da obtencio da posiforme é apresentado na Sccao A5,

PPQL: w(PPQL) = Maximizar:

t
> e+ M (5.128)
i=1

134



Sujeito a:

Yty <l ay=Li<gii =11 (5.129)

v €1{0,1}  i=1,..,¢ (5.130)

5.8.1 LagClus aplicada ao PPQL

Seguindo as idéias da LagClus apresentada na Secao 5.5, o grafo GT pode ser partici-
onando em n (n < ) clusters independentes, por meio das heuristicas disponiveis na
biblioteca METIS (KARYPIS: KUMAR, 1998). Logo, tem-se V¥ = VFUVFU.. .UV,
onde VPNVE =0 (Vi,j=1,...n,i #7), G = (VF,AD), i = 1,..,n,e XF = VP
- VP, i =1,..,n A partir de entdo, o modelo PPQL pode ser reescrito da seguinte
forma:

PPQL™: o(PPQL™) = Maximizar:

n

D e | +m (5.131)

k=1 \iey?
Sujeito a:
vty <1 ieVljeVli<jik=1,.n (5.132)
vty <1l ieVl,jeXfi<jk=1,.,n (5.133)
ne{0,1} ieVfik=1,.,n (5.134)

Nesse caso, a restricio 5.132 trata as arestas (4,j) cujos vértices sdo internos ao cluster
(sub-grafo) k (arestas intra-cluster), e a restricio 5.133 trata as arestas (i,j) cujos

vértices estdo em clusters distintos (arestas inter-clusters ou arestas de ligagdo).

A restrigao 5.133 pode ser relaxada no sentido lagrangiano por meio do vetor de mul-
tiplicadores &, gerando assim n subproblemas independentes, formulados da seguinte

maneira:
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LC,PPQLy: v(LC,PPQLy) = Maximizar:

D= D ogy— Y gy (5.135)

ievl ieVE; ieX{;
jexf jevit

Sujeito a:

wty <1 eVl ieVli< (5.136)

we{01}  iels (5.137)

Por fim, a solugio da relaxagio do problema PPQL (que é equivalente a PQ) em
n subproblemas (clusters) ¢ dada pela Equagio 5.138, e o seu dual lagrangiano ¢

apresentado na Equacao 5.139,

3

LC.PPQL": v(LCoPPQL™) = w(LCLPPQIy) + Y oy+M (5.138)
k=1 ai;=1;
cl(i)el(3)

DLCLPPQL™ :  v(DLC,PPQL™) = Min{v(LC,PPQLM},ac >0  (5.139)

Um exemplo de aplicagio dessa abordagem ¢é apresentado na Subsecao Ab.1.
5.8.2 DecLag aplicada ao PPQL

A partir do grafo GF deserito na segio anterior, o PPQL pode ser decomposto em n
subproblemas por meio da cépia dos vértices que formam as arestas inter-clusters.

Logo, o PPQL pode ser reescrito da seguinte forma:
PPQL™: v(PPQL") = Maximizar:

n

S cw|+M (5.140)

k=1 \ieVF
Sujeito a:
ity <1 eV jeVvEii<jk=1.,n (5.141)
ity <1 ieVPjeXxfi<ik=1,..n (5.142)
y=ys jeXPk=1,.n (5.143)
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1€ {0,1}  ieVik=1,.,n (5.144)

Nesse modelo, as varidveis y;"} representam as cépias do vértice 5 (57) no cluster k. A
restrigao 5.141 trata as arestas (4,j) cujos vértices sdo internos ao cluster (sub-grafo)
k (arestas intra-cluster). J4 a restricio 5.142 trata as arestas (i,j) cujos vértices estiio
em clusters distintos (arestas inter-clusters - arestas de ligacdo), e a restricio 5.143
€ a resirigao de copia, que garante a igualdade entre as varidveis originais e suas
copias. Logo, relaxando a restrigao de cépia (5.143) no sentido lagrangiano por meio
do vetor de multiplicadores ¢, pode-se dividir o problema PPQL em n subproblemas
independentes, formulados da seguinte maneira:

DCPPQLy : v(DC,PPQL;) = Maximizar:

> (a-Tot)ur ¥ ot (5149
ievl d#k Faij=1;
eVEijexp

Sujeito a:

wty <l ieVPjeVli<j (5.146)
ity <1l ieVE je Xl i<j (5.147)
vy €{0,1}  jexf (5.148)
v, €{0,1}  ieVF (5.149)

Por fim, a solugdo da relaxagéo do problema PPQL em n subproblemas (clusters) é
dada pela Equagio 5.150, e o seu dual lagrangiano é apresentado na Equagao 5.151.
DC.PPQL™:  v(DCuPPQL™ =Y 0(DCoaPPQLy) + M (5.150)

k=1

DDCLPPQL":  v(DDC,PPQL") = Min{u(DCoPPQL")}

o rrestrito

(5.151)

Um exemplo de aplicagio dessa abordagem é apresentado na Subsecio A.5.2.
5.9 Experimentos computacionais

Virios experimentos computacionais foram realizados com a utilizacio de um con-
Junto de 45 instancias disponiveis na OR-Library (BEASLEY, 1990). Essas instancias
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foram criadas pelo gerador proposto por Pardalos ¢ Rodgers (1990a), e separadas
em 6 classes (A, B, C, D, E e F) com diferentes caracteristicas (m, densidade, e
intervalo dos elementos da matriz Q). Os problemas das classes A, B e C foram
propostos por Pardalos e Rodgers (1990a), e os demais por Glover et al. (1998),
que afirmam que, devido a suas caracteristicas, essas instancias estdo entre as mais

dificeis encontradas na literatura.

Para a divisdo dos grafos G e G¥, foram utilizadas as heurfsticas disponiveis na
biblioteca METIS (KARYPIS; KUMAR, 1998), que segundo Hicks ct al. (2005) apre-
sentam bons resultados para o particionamento de grafos. Essas heuristicas dividem

os grafos minimizando o niimero de arestas com terminagoes em clusters distintos.

Os duais lagrangianos das relaxacdes lagrangianas tradicionais (DL,PQL,
DLgPQL, etc) e da LagClus e DecLag, incluindo a posiforme (DLC g PQL™,
DLCgPQL", DDC,sPQL™ DDC,PQL"™, DDC.zPQLT", DLC,PPQL",
DDC,PPQLY) foram otimizados pelo Algoritmo de Subgradientes descrito na Se-
Ao 2.9, com o limite de tempo de 1 hora de processamento.

Para resolver a relaxacao linear do problema (roof dual) e a relaxacao linear com a
restricio de corte (PQLC) (ver Secio 5.4), foi utilizado o CPLEX 10.0 (JLOG, 2006).
Este mesmo software foi utilizado para resolver os subproblemas de forma exata a
cada iteracao do Algoritmo de Subgradientes na resolugao do dual lagrangiano para
as relaxacoes lagrangianas tradicionais e para as abordagens propostas da LagClus e
DecLag, incluindo a formulagio posiforme (ver Segoes 5.3, 5.5, 5.6 e 5.8). Nas abor-
dagens baseadas na geracio de colunas (ver Secio 5.7), os PMRs e os subproblemas
também foram resolvidos pelo CPLEX. Em todos os casos foi utilizado o fempo

limite de 1 hora de processamento.

A Tabela 5.1 apresenta os resultados obtidos pela resolucio da relaxacao linear de
PQL (roof dual) e dessa mesma relaxagao porém com a inser¢io da restrigio de corte
(PQLQC) proposta na Secao 5.4. Nessa tabela, os gaps (%) sdo calculados de acordo
com a Equacio 5.152, onde v(Opt) é o valor da melhor solugio conhecida (GLOVER
et al,, 1998) para a respectiva instancia, e v(limitante) é o valor do limitante obtido
pela resolucio das relaxacoes lineares (com e sem a restrigéo de corte). A coluna Id.
apresenta os “nomes” das instancias; m é o mimero de vértices; Dsde é a densidade

(%) da matriz Q; e Cortes é o nitmero de restrigoes de cortes inseridas no modelo.
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Tabela 5.1 - Resultados obtidos pelas relaxacdes lineares do PQL.

Instancias Roof dual PQLC

Id. m Dsde. v(Opt) | v(roof dual) Gap | Cortes v(PQLC) Gap
la 50 10 3414 3414,00 0 16 3414,00 0

2a 60 10 6063 6063.00 0 20 6063,00 0

3a Y0 10 6037 6446,00 6,77 39 6421,00 6,36
4a 80 10 8598 8606,50 0,10 73 8606,50 0,10
5a 30 20 8737 6662,00 16,12 127 6402,00 11,59
Ga. 30 40 3980 5109,50 28,38 243 4802,50 20,67
7a 30 50 4541 5835,50 28,51 455 5021,50 10,58
8a 100 6,25 11109 11109,00 0 34 11109,00 0

1b 20 100 133 391,00 193,98 1086 260,67 95,99
2b 30 100 121 518,50 328,51 3802 345,67 185,67
3b 40 100 118 624,50 429,24 9577 416,33 252,82
4b 50 100 129 822,50 537,60 18837 548,33 325,06
5b 60 100 150 949,00 532,67 33131 632,67 321,78
6b 70 100 146 1137,00 678,77 520921 758,00 419,18
7 80 100 160 1260,00 687,50 | 79450 840,00 425,00
8b 90 100 145 1435.50 890,00 113815 957,00 560,00
9b 100 100 137 1656,50 1109,12 | 157124 1104,33 706,08
10b 125 10 154 1965,00 1175,97 | 307516 1310,00 750,65
e 40 80 5058 8374,50 65,57 5134 6136,00 21,31
2¢ 30 60 6213 10176,50 63,79 4734 7798,00 25,61
3¢ 60 40 6665 9600,50 44,04 | 2120 814950 22,27
dc 70 30 7398 10107,00 36,62 1478 8880,00 20,03
5¢ 80 20 7362 8955,00 21,64 660 8566,00 16,35
6c 90 10 5824 5910,00 1,48 120 5841,50 0,30
Tc 100 10 7225 7225,00 0 143 7225,00 0

1d 100 10 6333 7063,50 11,53 173 6856,50 8,27
2d 100 20 6579 12297.00 86,91 1438 10810,00 64,31
3d 100 30 9261 18053,50 94,94 3850 14639,50 58,08
4d 100 40 10727 25156,50 134,52 10637 18576,48 73,17
5d 100 50 11626 30732,00 164,34 18834 21630,10 86,05
6d 100 60 14207 37334,50 162,79 34099 25646,00 80,52
7d 100 70 14476 44171,50 205,14 53919 30468,67 110,48
8 100 80 16352 50239,50 207,24 79665 33660,00 105,85
9d 100 90 15656 55130,00 252,13 | 109387 36753,33 134,76
10d 100 100 19102 63830,50 234,16 | 156561 44323,33 132,04
le 200 10 16464 23752,50 4427 1217 22269,50 35,26
2¢ 200 20 23395 51348,00 119,48 10028 43015,00 83,86
Je 200 30 25243 72883,00 188,73 33424 53183,38 110,69
4e 200 40 35594 102110,50 186,88 82353 70654,38 98,50
5e 200 a0 35154 127756,00 263,42 | 159221 87478,67 148,84
1f 500 10 61194 158664,00 159,28 20339 138369,00 126,12
2f 500 25 100161 397839,50 297,20 317717  265003,00 164,58
3f 500 50 138035 793264,00 474,68 - - -

4f 500 75 172771 1188603,00 587,96 = - -

5f 500 100 190507 | 1143651,00 500,32 - - -

Tempo médio (seg.) 174,45 154,97
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Analisando a Tabela 5.1, percebe-se que a simples inser¢do da restri¢ao de corte pro-
posta na Secao 5.4 melhora significativamente a qualidade dos limitantes obtidos, e
0 mais interessante, ainda apresenta uma pequena reducdo no tempo de processa-
mento. Entretanto, o CPLEX nao foi capaz de obter solugoes para para as maiores

insténcias (3f, 4f e 5f) em um tempo de 1 hora de processamento.

_ v(limitante) — v(Opt)
e v(Opt)

x 100 (5.152)

A Tabela 5.2 apresenta os gaps (%) obtidos pelas relaxacoes lagrangianas tradicio-
nais (ver Secdo 5.3). Nessa tabela, os gaps também sao calculados de acordo com
a Equacao 5.152, porém v(limitante) ¢ o valor do limitante obtido pela resolugao
do dual lagrangiano referente ao respectivo modelo. As instancias da classe B sdo
formadas por matrizes Q nas quais todos os elementos externos & diagonal principal
s@o negativos ou nulos (g;; < 0, Vi < j). Logo, na Tabela 5.2, as relaxagoes lagran-
gianas baseadas nas arestas positivas (L,PQL™, LsPQL™ e Loy PQL™) néo [oram
utilizadas. Os resultados apresentados para as demais relaxacoes sao idénticos, pois
as mesmas restricoes foram relaxadas. A Wltima linha dessa tabela apresenta o tempo
médio de execugfo (em segundos) para cada instédncia. Os melhores gaps sdo des-
tacados em negrito. Fica claro que as relaxacoes baseadas nas restrigoes referentes
As arestas positivas sao mais fortes, e apresentam melhores gaps para as insténcias

utilizadas, porém em um tempo computacional mais elevado.

Na Tabela 5.3 sdo apresentados os resultados obtidos pelas abordagens baseadas na
LagClus (ver Se¢io 5.5). Nessa tabela, os gaps também séo calculados de acordo com
a Equacao 5.152, na qual v(limitante) é o valor do limitante obtido pela resolugao
do dual lagrangiano referente ao respectivo modelo. A coluna % Cortes apresenta
o percentual de arestas cortadas (arestas inter-clusters); %R. ¢ o percentual de
restricGes relaxadas; e n é o nimero de clusters em que o problema é particionado.
O valor de n foi determinado empiricamente, por meio de experimentos. Os melhores
gaps sao destacados em negrito. Fica claro que o percentual de restricoes relaxadas
é menor na 2% abordagem (LCjsyPQL™), pois a restricdo 5.15 nao é relaxada, ao
contrario da 1# abordagem. Para as instancias das classe A e B, os gaps obtidos sdo
praticamente os mesmos. Entretanto, para as demais instancias, pode-se observar
uma significativa superioridade da 2* abordagem em relagao 4 1¢. Além da melhor
qualidade dos gaps obtidos, a 2% abordagem ainda apresentou um menor tempo

médio de processamento.
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Tabela 5.2 - Gaps (%) obtidos pelas relaxacSes lagrangianas tradicionais.

Inst. DL.,PQL | DLgPQL | DLAPQL DL,sPQL | DLy PQL DLz PQL | DLy PQL
Ta 0 0 0 0 0 0 0
2a 0 0 0 0 0 0 0
3a 3,37 3,37 6,78 3,39 6,79 6,78 6,79
da 0,10 0,10 0,10 0,10 0,10 0,10 0,25
5a 4,17 4,17 16,13 4,99 16,16 16,14 16,16
6a 8,48 8,48 28,38 8,49 28,49 28 46 28,47
7a 7,69 7,69 28,51 7,70 28,61 28,61 28,60
8a 0 0 0 0 0 0 0
1b B - 194,66 N 194,66 | 194,66 194,66
2b 2 s 329,68 5 329,68 | 329,68 329,68
3b . - 429,66 " 429,66 | 429,66 429,66
4b - " 538,65 . 538,65 | 538,65 538,65
5b - . 534,36 2 534,36 | 534,36 534,36
6b 3 « 680,98 2 680,08 | 680,98 680,98
b . . 690,11 . 690,11 | 690,11 690,11
8b 3 " 892,05 ’ 892,05 | 892,05 892,05
9b a " 1109,76 - 1109,76 | 1109,76 | 1109,78
10b - . 1176,72 . 1176,72 | 1176,72 | 1176,72
1c 17,31 17,27 65,73 17,33 65,80 65,83 65,71
2¢ 20,43 | 20,43 63,95 21,21 64,02 64,01 64,04
3c 14,31 14,24 44,09 14,54 44,21 44,19 44,14
dc 9,11 9,15 36,70 9,49 36,76 36,75 36,73
5¢ 6,90 6,91 21,68 6,97 21,72 21,72 21,72
6c 0 0 1,48 0,06 1,48 1,48 1,48
e 0 0 0 0 0 0 0,18
1d 1,73 1,75 11,54 1,82 11,57 11,57 11,56
2d 44,96 46,85 86,98 60,09 87,25 87,18 87,20
3d 57,69 60,07 95,01 79,38 95,28 95,25 95,14
4d 92,15 95,73 134,57 171,27 135,03 135,00 134,03
5d 125,90 | 112,79 | 164,38 203,18 164,93 164,94 164,67
6d 116,84 | 113,68 | 163,05 203,1 163,43 163,41 163,10
7d 162,80 | 162,54 | 205,16 241,26 205,93 205,90 205,52
8d 181,96 | 151,40 | 207.67 246,30 208,05 208,04 207,61
9d 194,06 | 226,05 | 25245 284,30 253,10 253,06 252,62
10d 183,00 | 197,91 | 234,55 274,54 235,05 235,03 234,82
Te 28,34 38,26 ZWH] 48,97 44,43 11,43 44,43
% 94,40 | 10559 | 119,57 160,25 119,93 119,94 119,72
3e 144,66 | 15559 | 188,80 225,73 189,42 189,45 189,09
e 197,18 | 187,58 | 186,91 | 217,13 187,52 187,60 187,45
5e 228,72 | 258,77 | 263,81 208,72 264,43 264,44 264,08
if 124,66 | 16598 | 159,40 123,65 159,88 159,86 159,60
of 30649 | 301,88 | 297,34 | 696,82 298,33 298,36 207,77
3f 26,35 19,33 | 474,75 | 1050,44 476,44 476,44 476,02
4f 11,08 28,21 588,45 | 1276,14 590,24 590,18 588,98
5f 9,41 29,68 747,97 | 155797 731,40 731,38 730,04

Tempo | 2617,25 | 2725,84 | 208,46 | 2422,59 | 18,05 19,99 16,05
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Tabela 5.3 - Resultados obtidos pelas abordagens baseadas na LagClus.

%o DLC, s, PQL" DLC,PQL”
Tush » Cortes | %R. w(DLC.;»PRLY) Gap | %R. o(DLCsPQL*)  Gap
la 2 12,82 14,15 341400 0 9,43 3414,00 0
2a 2 1937 | 18,71 6063,00 0 13,19 6063,00 0
3a 2 20,55 | 21,08 6056,02 0,32 13,45 6056,02 0,32
4a 2 22,72 | 21,38 8606,50 0,10 14,31 8606,50 0,10
5a, 2 25,98 | 23,38 H767,44 0,36 15,80 5757,52 0,36
6a 2 31,37 | 27,01 3985,51 0,14 | 18,39 3985,50 0,14
Ta 2 34,44 | 29,86 4541,00 0 19,67 4541,00 0
8a 2 18,11 | 18,59 11109,00 0 12,01 11109,00 0
1b 2 46,38 | 25,67 184,50 38,72 | 25,67 184,50 38,72
2b 2 4749 | 2541 181,00 49,59 | 2541 181,00 49,59
3b 2 4784 | 25,13 180 52,54 | 25,13 180 52,54
4b 2 48,33 25,14 190,50 47,68 | 25,14 190,50 47,68
5b 2 48,43 25,04 208,49 38,99 | 25,04 208,49 38,99
6b 2 48,70 | 25,06 222,00 52,05 | 25,06 222,00 52,05
b 2 48,86 | 25,06 201,50 25,93 | 25,06 201,50 25,93
8 2 4896 | 25,03 241,00 66,21 | 25,03 241,00 66,21
9b 2 49.04 | 25,02 239,50 74,82 | 25,02 239,50 74,82
10b 2 49,10 | 24,94 252,34 63,86 | 24,94 252,34 63,86
lc 2 43,91 35,36 5750,10 13,68 { 23,36 5750,60 13,69
2c 2 41,21 | 33,09 6844,50 10,16 | 21,95 6844,72 10,17
3c 2 36,01 29,32 6665,00 0 19,54 6665,00 0
dc 2 34,73 | 28,06 744355 062 | 19,03 7439,00 0,55
5¢ 2 31,35 | 27,22 7395,05 0,45 17,63 7389,41 0,37
6e 2 21,88 | 21,25 5824,00 0 13,38 5824,00 0
Tc 2 25,88 | 23,23 7225,10 0 15,56 7225,00 0
1d 2 24,28 | 22,67 6333,00 0 14,57 6333,00 0
2d 2 339 | 28,69 8349,57 26,91 | 18,65 8214,67 24,86
3d 2 36,98 | 29,89 12575,85 35,79 19,79 11787.68 27,28
4d 2 39,90 | 31,03 19465,91 81,47 | 20,95 17637,74 64,42
5d 2 41,11 32,19 24829.63 113,57 | 21,40 21820,62 87,69
6d 2 43,47 | 33,73 29730,78 109,27 | 2247 25897,54 82,29
Td 2 44,76 | 34,38 40696,84 181,13 | 23,02 31540,50 117,88
8d 2 46,04 | 34,96 40846,66 149,80 | 23,61 35915,12 119,64
9d 2 47,02 | 35,80 48352.15 208,84 | 24,05 40877,94 161,10
10d 2 48,98 | 37,49 77364,00 305,00 | 24,98 47760,45 150,03
le 3 4515 | 37,06 18731,79 13,77 | 24,92 18653,02 13,30
2e 4 59,85 | 47,30 42846,40 83,14 | 31,45 42013.,66 79,58
Je 4 63,91 49,27 63405,93 151,18 | 33.03 59811,36 136,94
de 4 66,34 | 50,81 101943,95 186,41 | 34,01 84919,40 138,58
5e 4 68,18 | 52,48 133534,20 279,85 | 34,77 114078,76 224,51
1f 6 69,31 53,80 172822,27 182,42 | 36,04 142519,50 132,90
2f 10 82,66 | 63,04 376201,58 274,60 | 41,99 373017,43 272,42
3f 10 86,18 | 65,10 1426487,00 033,42 | 43,43 756776,14 448,25
ar 10 87,98 66,37 2161768,00 1151,23 | 44,23 1139747,00 559,69
5f 10 89,72 | 67,58 2907009,00 1425,93 | 45,04 1536025,64 706,28
Tempo médio 2789.82 2170,53
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Os resultados obtidos pelas abordagens baseadas na DecLag (ver Secau 5.6) sdo
apresentados na Tabela 5.4. Mais uma vez, os gaps sdo calculados de acordo com
a Equagao 5.152, na qual v(limitante) é o valor do limitante obtido pela resolu-
¢ao do dual lagrangiano referente ao respectivo modelo. A coluna %C. apresenta
o percentual de varidveis (arestas e vértices) copiadas. O valor de n foi determi-
nado empiricamente, por meio de experimentos. Os melhores gaps sio destacados

em negrito.

Com o intuito de comprovar a qualidade dos particionamentos realizados pela ME-
TIS (KARYPIS; KUMAR, 1998), a 3" abordagem foi executada sobre um grafo parti-
cionado aleatoriamente (DC,sPQLT™* - ver Tabela 5.4), assim como apresentado
em DBillionnet et al. (1999) e Chardaire e Sutter (1995).

Anslisando a Tabela 5.4, percebe-se claramente a infludncia positiva da utilizacdo
da METIS, pois o percentual de varidveis copiadas sem a utilizagio da METIS
¢ expressivamente maior. Além disso, vale ressaltar que a 1% e a 2* abordagens
apresentam um percentual de cdépias bem inferior, o que é justificado pelo fato da

3% abordagem trabalhar com todos os elementos da matriz de coeficientes Q.

Na Tabela 5.4, a relaxagio DC,z PQLT™ é mais forte que as demais, e os gaps apre-
sentados de melhor qualidade. Para as instancias da classe F, todas as decomposicoes
apresentaram resultados apenas para a instancia 1f (com 10% de densidade). Para as
demais instancias, foram testados varios nimeros de clusters (n), e em nenhum caso
foram obtidas solugdes em um tempo aproximado de 1 hora de processamento. Os
tempos médios de processamento apresentados sao semelhantes entre as abordagens

propostas.

A Tabela 5.5 apresenta os gaps obtidos pelas abordagens baseadas na geragio de
colunas (ver Segio 5.7). Nesses casos, os gaps obtidos pelas solucdes encontradas
(PMR3f; e PMREF)) foram praticamente os mesmos tanto para a Relaxacio La-
grangiana com Clusters (LagClus) quanto para a Decomposigao Lagrangiana (De-
cLag). As solucGes apresentadas pela abordagem baseada na LagClus foram ligei-
ramente melhores. Os gaps apresentados para as solugdes encontradas (PM REE, e
PMRR,) foram calculados de acordo com a Equacdo 5.153. Ja os gaps apresentados
para os limitantes foram calculados de acordo com a Equacao 5.152.
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Tabela 5.4 - Resultados obtidos pelas abordagens baseadas na Declag.

DDCQBPQLH DDC,PQL" | DDC,;PQLT" DDCaﬁPQLTn*
Tost: x %C. Gap | %C. Gap | %C. Gap %C. Gap
1a 2 23,08 0 10,26 0,14 29,49 0 62,18 0
2a 2 34,08 0 14,80 0 41,70 0 63,23 0
3a 2 | 32,76 0,31 12,20 0,32 39,93 0 63,82 0,31
4a 2 35,42 0 12,76 0 42,45 0 59,11 0
Ba, 2 38,08 0 12,10 0 42,70 0 56,94 0
Ga 2 43,14 0 11,76 0 46,08 0 60,78 0
Ta 2 44,81 ] 10,37 0 46,89 0 57,26 0
8a 2 29,70 0 11.63 0 37,38 0 58,91 0
1b 2 | 52,66 15,66 6,28 15,65 | 56,04 1] 57,97 0
2b 2 51,85 21,61 4,36 21.60 54,03 6,21 54 90 7,66
3b 2 51,85 29,48 4,06 29,49 82,71 8,24 53,69 22,06
4bh 2 52,10 36,97 3,81 36,96 52,26 4,82 52,74 16,15
5b 2 51,46 21,19 3,04 21,19 51,74 3,31 52,57 7,88
6b 2 51,51 29,43 2,81 29,42 51,55 9,61 52,28 12,00
7b 2 | 5126 1984 | 240 1987 | 5136 O 51,83 503
8b 2 51,06 35,18 2,10 35,20 51,17 20,79 51,71 22,05
b 2 50,99 49,41 1,96 49,44 51,03 27,71 51,37 27,97
10b 2 50,65 39,76 1,57 39,75 50,69 23,14 51,20 33.46
lc 2 49,47 0 5,66 0 49,92 0 53,23 0
2c 2 46,36 0 5,66 0 47,36 0 53,26 0
Je 2 43,10 0 7.10 1] 43,89 0 54,66 0
de 2 42,03 0 7,34 0 43,42 0 53,42 0
e 2 40,92 0 9.57 0 42 44 0 55,06 0
Gc 2 32,45 0 10,61 0 38,57 0 57,55 0
Tc 2 38,32 0 12,44 0 42,52 0 59,83 0
1d 2 39,02 0 11,28 0 40,24 0 62,12 0
2d 2 | 4140 1548 | 7.44 574 | 4202 5,47 | 5573 857
3d 2 42.69 41,69 5,70 9,07 43,54 6,47 54,89 13,23
4d 2 4414 92,47 4,24 21,34 44 67 9,67 53,33 15,16
bd 2 44 91 111,53 3,82 41,67 45,07 10,2 52,74 16,62
6d 2 46,72 118,33 3,25 27,81 46,75 1,57 51,80 11,23
7d 2 4743 143,54 2,69 35,02 47,57 3,92 51,27 4,94
&d 2 418,52 135,74 247 20,24 48,54 4,32 49,19 6.13
9d 2 4919 167,14 2,18 28,93 49 26 1,26 21,75 2,05
10d 2 50,93 161,87 | 1,96 25,61 50,97 4,29 51,47 5,30
le 4 72,22 13,05 21,14 5,65 79,05 7.17 95,29 8.92
2e 5 81,88 149.98 | 16,69 60,42 84.57 51,75 95,74 58,41
3e 8 08,56 88,61 20,03 72,61 | 101,65 85,83 108,36 88.39
de 10 | 102,53 94.40 19,44 73,55 | 105,26 93,33 110,61 94.29
be 15 | 114,75 118,53 | 24,33 13441 | 118,26 154,52 | 119,56 159,06
1f 20 | 128,64 95,68 45,20 93,44 | 150,46 92,52 159,32 98.46
2f 20 - - - - - - - -
3f 20 - - - - - - - -
af 20| - . - - - - . .
st 20| - - ; ; - - - -
Tompo 2044,23 1838,67 2313,50 2333,44
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v(Opt) — v(PM REF3PC)
v(Opt)

Ainda na Tabela 5.5, a abordagem baseada na DecLag nao obteve resultados para

x 100 (5.153)

gap =

os maiores problemas devido a falta de meméria no CPLEX. Entretanto, o tempo de
processamento foi expressivamente menor. Percebe-se claramente que a abordagem
baseada na DecLag encontra grandes dificuldades nos problemas com matrizes mais
densas, o que faz sentido, pois nesses casos muitas varidveis sio copiadas, e conse-
quentemente os subproblemas ficam mais “pesados” para o CPLEX. E interessante
notar também que os gaps apresentados pelos limitantes da DecLag (PMRES ¢
DCLPQLT™) foram melhores do que os apresentados pelos limitantes da LagClus
(PMRES e LC,PQL™).

A Tabela 5.6 apresenta os gaps obtidos pelas abordagens aplicadas ao modelo base-
ado na posiforme proposta. Nesses casos, ainda foi verificada a influéncia do parti-
cionamento do grafo considerando os pesos dos vértices (particionar o grafo visando
minimizar a diferenga entre a soma dos pesos dos vértices presentes em cada cluster).
Logo, as colunas DLC,PPQL" e DDC,PPQL"™ indicam os modelos cujos grafos fo-
ram particionados sem considerar os pesos dos vértices, e as colunas DLC,PPQL™
e DDC,PPQL"x apresentam o0s gaps obtidos a partir dos modelos cujos grafos

foram particionados considerando os pesos dos vértices.

De uma forma geral, a DecLag, sem considerar os pesos dos vértices no particio-
namento do grafo, apresentou os melhores resultados. Entretanto, esse método nio
foi capaz de resolver as maiores instincias, e os resultados apresentados para as
insténcias com alta densidade foraun piores que os apresentados pela LagClus, e al-
guns casos até mesmo pelo roof duel (relaxagio linear do modelo PPQL, no caso da
posiforme). Os gaps apresentados pelos modelos cujos grafos foram particionados
considerando os pesos dos vértices, assim como os tempos de processamento, foram

piores em relacao ao particionamento considerando apenas o ntimero de vértices.

Como pode ser observado na Tabela 5.6, os gaps obtidos pelo modelo PPQL sao
plores que os obtidos pelo PQL (ver Tabelas 5.3 e 5.4). Esse fato pode ser justificado
pelos valores apresentados na coluna V.D., que sfo extremamente pequenos, o que
aparentemente indica que, mesmo com baixa densidade, o grafo referente a0 PPQL
ainda é “muito conectado”, e sendo assim, os particionamentos continuam cortando

um numero relativamente grande de arestas.
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Tabela 5.5 - Gaps (%) obtidos pelas abordagens baseadas na GC.

GC para a LagClus

GC para a DecLag

Inst.- |'pMRLY LC,PQL” PMRLY | PMRES DC,PQLT* PMRRS
Ia ) 12,02 0 0 1,67 0
%a 0 3,10 0 0 2,96 0
3a 0,31 24,47 0,03 0,03 1,50 0,03
4a, 0,10 20,47 0,19 1,34 3,73 1,34
Ha, 0,36 26,41 ] 0 0,80 0
6a 0,14 36,71 0 0 0,05 0
7a 0 46,94 0 0 5,59 0
8a 0 7,27 0 0 1,37 0
1b 38,72 38,72 0 0 15,04 0
2b 49,59 49,59 0 6,16 49,82 0
3b 52,54 52,54 0 7,95 98,64 0
4b 47,67 7,67 0 0,25 149,50 0
5b 39,00 39,00 0 2,89 300,80 0
6b 52,05 52,05 8,90 9,49 313,90 12,33
b 25,94 25,94 0 0 330,73 0
8b 66,21 66,21 0 0,34 477,73 0
9b 74,82 74,82 1,46 2,76 634,98 2,92
10b 63,35 63,85 4,55 4,55 866,06 4,55
Ic 12,67 81,50 0 0 2,81 0
2c 9,43 59,75 0 0 1.85 0
3¢ 0 56,25 0 0 1,53 0
de 0,48 49,46 0 0 4,35 0
5¢ 0,35 40,65 0 0 4,65 0
6c 0 13,95 0 0 1,29 0
7c 0 17,69 0 0,19 7,40 0,19
1d 0,04 23,74 0,09 0,54 8,04 0,54
2d 18,58 93,53 0 0 26,58 0
3d 6,25 137,30 0 0 40,37 0
4d 16,50 203,49 0 0 74,65 0
5d 24.86 267,01 0,19 0,19 140,18 0,19
6d 23,96 276,48 0,35 0,35 83,61 0,35
7d 50,10 351,07 0 0 176,94 0
8d 49,13 329,91 0 0 219,90 0
9d 66,32 391,41 0,06 0,06 126,10 0,06
10d 74,88 360,71 0 0 202,35 0
Te 2,02 87,48 0,10 0,10 157,35 0,10
% 97,92 257,81 0,08 0,08 622,24 0,08
3e 66,72 391,76 0,06 0,06 1009,46 0,06
de 72,78 435,23 0 0 696,43 0
Se 122,26 544,77 0,01 0,01 1080,96 0,01
I 0,38 493,14 0,38 0,38 1102,40 0,38
2f 0,22 715,30 0,32 - - .
3f 0,23  1468,73 0,23 - . .
ar - : - _ _ -
5 : - - ; - ;
Tempo 1983,96 1282,81
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Tabela 5.6 - Gaps (%) obtidos pelas abordagens baseadas na formulacdo posiforme.

Inst. 'roof dual | DLC,PPQL" | DLC.PPQL%« | DDC,PPQL® | DDC,PPQL"x

la 0 0,03 0,03 0 0

2a 0 0,01 0,02 0 0

3a 6,77 0,38 0,89 0 0,47
4a 0,10 0,10 0,10 0,01 0,10
5a 16,12 0,02 0,36 0,01 0,36
6a 28,38 0,66 0,06 0 0

7a 28,51 0,58 0,16 0 0,01
8a 0 0,01 0,01 0 0

1b 193,08 728,81 34,03 10,52 7,07
2b 328,51 47,50 80,31 28,13 38,04
3b 499 24 99,69 70,18 40,20 37,05
4b 537,60 142,80 142,06 37,69 45,44
5b 532,67 199,25 294,60 128,39 199,07
6b 678,77 352,29 1459,87 348,15 518,17
7b 687,50 776,82 754,89 647,01 11813,21
8b 890,00 930,76 3029,08 2098,22 7165,07
9b 1109,12 1348,52 185751 4920,78 1626341
10b 1175,97 2350,88 15656,99 28075,72 55045,19
lc 65,57 9,28 13,81 0 0,65
% 63,79 10,20 12,88 0 16,62
3c 44,04 1,72 2,79 0,01 0

de 36,62 2,57 2,13 0 0,36
5c 21,64 0,80 0,41 0,01 0

6c 1,48 0,02 0,02 0,01 0

7e 0 0,01 0,03 0 0,01
1d 11,53 0,12 0,02 0,01 0,01
2d 86,91 37,71 39,97 19,89 20,73
3d 94,94 56,43 56,15 36,32 34,28
4d 134,52 93,07 95,01 55,22 61,57
5d 164,34 120,64 119,77 74,65 103,45
6d 162,79 131,15 136,20 99,95 125,66
7d 205,14 166,36 201,80 142,45 336,87
8d 207,24 168,79 181,34 255 48 944,91
9d 252,13 194,94 241,35 312,68 366,41
10d 234,16 181,78 217,19 273,53 306,80
Te 11,37 22,40 30,67 15,81 15,96
% 119,48 98,66 98,08 84,28 90,05
3e 188,73 165,05 164,78 170,80 181,20
4e 186,88 175,00 175,81 239,34 243,86
5e 263,42 252,22 253,33 305,63 347,65
1f 159,38 149,78 149,83 119,71 130,60
of 297,20 297,07 298,16 £ 5

3f - 543,95 584,88 - -

af 8 : 5 2 .

5f . . : : ;

Tempo | 11,32 2585,13 2812,15 2675,02 3305,80
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Na Tabela 5.7 é apresentada uma comparacdo entre o modelo linear do PQ (PQL)
e 0 modelo baseado na linearizacio da posiforme PPQ (PPQL). Nessa tabela, a
coluna V.D. indica o numero de vértices desconectados, ou seja, vértices que nao
possuem ligacoes no grafo, e consequentemente poderdo ser eliminados do grafo, e

seu coeficiente somado & constante M da fungao objetivo.

Pode-se notar que o niimero de vértices (m) e de arestas aumenta expressivamente no
modelo PPQL, o que impossibilita a resolu¢io das maiores insténcias. Entretanto, a
densidade das matrizes de coeficientes diminui de forma ainda mais expressiva, o que

em principio é uma boa caracterfstica para os métodos apresentados neste capitulo.

As Tabelas 5.8 e 5.9 apresentam uma comparagao entre os melhores limitantes obti-
dos pelos métodos descritos neste capitulo. Na Tabela 5.8 sio apresentados os gaps
obtidos para as instancias das classes A, B e C, e na Tabela 5.9 para as instancias das
classes D, E e F. Nessas tabelas, a coluna Lag apresenta os melhores gaps obtidos
pelas relaxacoes lagrangianas tradicionais (ver Secéo 5.3). Analisando os gaps obti-
dos pelo roof dual tanto para o modelo PQL quanto o PPQL (posiforme), nota-se
que os valores sdo idénticos, porém para o PPQL o CPLEX nao foi capaz de resolver
as maiores instancias (devido ao grande nimero de vértices e arestas gerados nesse

modelo - ver Tabela 5.7).

Para as insténcias das classes A e C (Tabela 5.8), os gaps obtidos pela terceira
abordagem da DecLag (DDC,s PQLT™) e pela relaxacao linear do PMR da GC para
a LagClus (PM REY) foram praticamente os mesmos, e proximos a zero, confirmando
a otimalidade das solucdes ja conhecidas. Entretanto, para as instincias da classe

B, os gaps apresentados pelo PM RES foram melhores.

Os limitantes bascados nos subproblemas da GC (LC,PQL™ e DC PQLT™) apre-
sentaram altos gaps para praticamente todas as insténcias, o que provavelmente é
justificado pelo grande gap de dnalidade, como afirmado por Glover et al. (1993), e
principalmente pelo fato dos métodos encontrarem rapidamente as solugoes Gtimas
para o PMR, nao gerando assim um ntmero maior de colunas e consequentemente

nao permitindo a diminuigao desses limitantes.
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Tabela 5.7 - Comparagdo entre os modelos PQL e PPQL.

PQL PPQL
Toint. m Arestas Dsde. m Arestas Dsde. V.D.
1a 50 156 10 170 350 241 4
2a 60 222 10 238 563 1,98 0
Ja 70 292 10 317 843 1,67 2
4a 80 383 10 407 1239 1,49 1
ha 50 281 20 306 1136 2,42 1
6a 30 204 40 219 939 3,90 0
Ta 30 241 50 256 1320 4,01 0
8a 100 403 6,25 431 1105 1,19 4
1b 20 207 100 226 1488 3,80 0
2b 30 459 100 488 4850 4,06 0
3b 40 811 100 850 11265 3,11 0
4b 50 1258 100 1307 21617 2,53 0
5b 60 1811 100 1870 37011 2,12 0
6b 70 2458 100 2527 58316 1,83 0
b 80 3205 100 3284 86696 1,61 0
8b 90 4052 100 4141 122812 1,43 0
9b 100 5002 100 5101 168814 1,30 0
10b 125 7788 10 7912 326659 1,04 0
1c 40 665 80 687 7571 3,20 0
2c 50 813 60 834 8756 2,51 0
3c 60 761 40 783 6399 2,08 0
4dc¢ 70 789 30 833 5931 1,71 0
iTe 80 721 20 751 4183 1,48 0
6c 90 489 10 522 1825 1,34 0
Tc 100 595 10 637 2433 1,20 0
1d 100 593 10 630 2404 1,21 2
2d 100 1116 20 1157 8553 1,28 0
3d 100 1525 30 1575 16148 1,30 0
4d 100 2100 40 2154 30146 1,30 0
5d 100 2513 50 2554 42353 1,30 0
6d 100 3048 60 3096 62686 1,31 0
7d 100 3532 70 3587 83891 1,30 0
&d 100 4007 80 4054 107059 1,30 0
9d 100 4445 90 4499 132584 1,31 0
10d 100 4996 100 5051 164906 1,29 0
le 200 2124 10 2220 15670 0.64 0
2e 200 4127 20 4223 57977 0,65 0
de 200 6048 30 6145 123409 0,65 0
4e 200 8117 40 8229 218381 0,64 0
5e 200 10055 50 10149 336759 0,65 0
1f 200 12917 10 13172 226237 0,26 0
2f 500 31514 25 31750 1328961 0,26 0
3f 500 62400 50 62645 5211985 0,27 0
4f 500 93248 75 93506 11597728 0,27 0
5f 500 124019 100 124270 20483074 0,27 0
Média | 136,11 9255,78 50,58 | 9328,07 914111,82 1,66 0,3
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Ainda considerando as instancias das classes A, B e C (Tabela 5.8), percebe-se cla-
ramente que todos os limitantes baseados na LagClus, na DecLag, ¢ na GC foram
expressivamente melhores que os apresentados pelas relaxagoes lagrangianas tradici-
onais e pela relaxacio linear com a restricao de corte (PQLC), e o mais interessante,
todos foram bem distantes do roof dual Esse fato s6 nao foi confirmado para as
abordagens aplicadas ao modelo PPQL (posiforme) para as instancias mais densas
da classe B, o que ¢é justificado pelo fato dessas instancias serem formadas apenas
por arestas negalivas, o que consequentemente gera modelos de dificil solugao, com

um grande nimero de vértices e restrigdes (ver Tabela 5.7).

Para as instancias das classes D e E (Tabela 5.9), os limitantes baseados na LagClus,
na DecLag, e na GC, também foram melhores que os apresentados pelas relaxacoes
lagrangianas tradicionais e pelo PQLC, e também apresentaram gaps bem distantes
do roof dual. J4 os limitantes baseados no PPQL apresentaram novamente dificul-
dades na resolugao das instancias mais densas.

Para as instancias da classe F (Tabela 5.9), os métodos baseados na LagClus, DecLag
e GC, além do PQLC, foram capazes de resolver apenas as instincias com menor
densidade, mas mesmo assim os resultados obtidos foram de boa qualidade.

De uma forma geral, analisando ag Tabelas 5.8 e 5.9, percebe-se que os métodos
bascados na DecLag encontram grandes dificuldades na resolugao das instancias que
apresentam maior densidade, o que é justificado pelo grande niimero de varidveis
que provavelmente deverao ser copiadas nos subproblemas, aumentando assim o seu
tamanho e consequentemente dificultando sua resolugio. J4 as abordagens baseadas
na geracio de colunas (principalmente com a DecLag) apresentaram os melhores
gaps entre todas as abordagens propostas, porém néo foram capazes de encontrar
solucdes para as maiores (e mais densas) instancias em um intervalo de tempo de 1

hora de processamento.

A Tabela 5.10 apresenta as solugdes inteiras (PM REZPPY) obtidas para as instan-

cias das classes B e . Nessa tabela, a coluna Perc apresenta o percentual da solugao
obtida em relagio a melhor solucio conhecida ((v(PM R5$94P¢) /v(Opt))*100). Os
resultados obtidos pelas abordagens baseadas na GC s@o comparados aos resultados
apresentados pelas diferentes heuristicas apresentadas em Glover et al. (2002). Como
pode ser observado, as GCs, com a LagClus e a DecLag, apresentaram melhores re-
sultados para todas as insténcias da classe B. J4 para as instancias da classe F, a
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GC com a LagClus apresentou resultados para as instancias com densidade de até
50%, e a GC com a DecLag apenas para a instancia com 10% de densidade. Porém,
em ambos 0s casos as solugoes apresentados pelas GCs propostas foram melhores, O
tempo médio para resolucdo das instancias da classe B foi de 1,84 e 96,42 seg. para
a GC com a LagClus e a DecLag, respectivamente. Para as instancias da classe F, o
tempo foi de aproximadamente 75 minutos para ambos os casos. Glover et. al. (2002)
nao apresentam o tempo médio de processamento. O método descrito em Billionnet
e Blloumi (2007) néo foi capaz de resolver as instancias da classe F, e segundo os
autores, todas as solugoes 6timas foram encontradas para as instincias da classe B

com um limite de tempo de 2 horas de processamento.

Tabela 5.10 - Solugdes obtidas para as instancias das classes B e F.
Glover et al, (2002) - Perc. GC + LagClus | GC + DecLag

DDT A2n A2t V3n V3t | wpmrLS,) Pere. | w(PMrES) Perc.

Inst. V(Opt)

1b 133 | 73,7 100 789 105 105 133 100 133 100
2b 121 | 950 752 868 50 50 121 100 121 100
3b 118 | 475 864 805 0 0 118 100 118 100
4b 129 | 667 783 783 0 0 129 100 129 100
5b 150 | 70,0 100 60,0 07 07 150 100 150 100
6b 146 | 432 774 726 27 27 133 91,1 128 87,7
b 160 | 56,3 100 100 06 06 160 100 160 100
8b 145 | 61,4 807 807 0 0 145 100 145 100
9b 137 [ 701 927 759 0O 0 135 98,5 133 97,1
10b 154 | 656 786 786 0 0 147 95,5 147 95,5

If 61194 | 992 77,9 76,0 9209 028 | 60959 99,6 | 60959 09,6
2f 100161 | 99,3 804 80,8 927 904 | 99836 99,7 -

3f 138035 | 98,7 786 79,7 927 92,1 | 137716 99,8 - -
4f 172771 | 98,7 820 839 944 044 - - » -
5f 190507 | 98,9 878 775 954 942 - - - -

A Tabela 5.11 apresenta as solu¢bes obtidas para as insténcias da classe D. Os gaps
obtidos pelas GCs propostas sdo comparados aos apresentados por Billionnet e Tol-
loumi (2007). Apenas para a instdncia 1d o gap apresentado pela GC com a LagClus
foi diferente do apresentado pela GC com a DecLag, porém ambos melhores do que
os apresentados por Billionnet e Ellowmi (2007), assim como para as demais instan-
cias. O tempo médio para resolugio de cada instancias foi de 1 hora e 75 minutos
para a GC com a LagClus e a DecLag, respectivamente. QO método apresentado por
Billionnet e Ellowmi (2007) utilizou um tempo médio de 10 minutos por instancia.
Nessa tabela, 0s gaps sao calculados de acordo com a Equacio 5.153. Glover et al.

(2002) nao apresentam resultados para essas instAncias.
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Tabela 5.11 - Solugdes obtidas para as instdncias da classe D.

Billionnet e Elloumi (2007) | GC + LagClus GC + DeclLag
buit.  ¥(Op) Gap v(PMREY) Gap | v(PMRBS) Gap
1d 6333 4.1 6327 0,09 6299 0,54
2d 6579 10 6579 0 6579 0
3d 9261 7.6 9261 0 9261 0
4d 10727 8,1 10727 0 10727 0
5d 11626 8,7 11604 0,19 11604 0,19
6d 14207 7,2 14157 0.35 14157 0,35
7d 14476 8,3 14476 0 14476 0
&d 16352 6,1 16352 0 16352 0
9d 15656 8,7 15647 0,06 15647 0,06
10d 19102 6,9 19102 0 19102 0

Tabela 5.12 - SolucBes obtidas para as instancias das classes A, C e E.

GC + LagClus GC + DecLag
Inst.  v(OPt) [0 pMRIC) Gap | v(PMRRS) Gap
la 3414 3414 0 3414 0
2a 6063 6063 0 6063 0
3a 6037 6035 0,03 6035 0,03
4a 8598 85682 0,19 8483 1,34
5a 5737 5737 0 5737 0
6a 3980 3980 0 3980 0
7a 4541 4541 0 4541 0
8a 11109 11109 0 11109 0
le 5058 5058 0 5058 0
2c 6213 6213 0 6213 0
3c 6665 6665 0 6665 0
4c 7398 7398 0 7398 0
Se 7362 7362 0 7362 0
6c 5824 5824 0 5824 1]
Tc 7225 7225 0 7211 0,19
le 16464 16447 0,10 16447 0,10
2e 23395 23376 0,08 23376 0,08
Je 25243 25228 0,06 25228 0,06
4e 35594 35594 0 35594 o
5e 35154 35149 0,01 35149 0,01
Gaps médios (%) 0,02 0,09
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Os resultados obtidos para as insténcias das classes A, C e E s8o apresentados na
Tabela 5.12. Para as instancias das classes A e C, o método proposto por Billionnet
e Ellonmi (2007) obteve as solugtes étimas em um tempo limite de 2 horas por
instancia, porém néo foi capaz de resolver as instancias da classe E.

Jé as GCs propostas, com a LagClus e DecLag, apresentaram praticamente os mes-
mos resultados, proximos ou iguais ao 6timo. O tempo médio de processamento
apresentado pela GC com a LagClus para as instdncias das classes A, C e E foi de
1 minuto, 40 minutos e 1 hora, respectivamente. J4 para a GC com a LagClus, o
tempo médio de processamento para cssas instancias foi de 7 segundos, 4 minutos
¢ 1 minuto, respectivamente. Nessa tabela, os gaps sdo calculados de acordo com a

Equacao 5,153, Glover et al. (2002) néo apresentam resultados para essas instancias.
5.10 Consideragoes finais

Neste capitulo foram apresentadas novas estratégias para representacdo e obten-
gao de limitantes e solugdes para o problema de programacio quadrética binaria
irrestrita. Foram realizados vérios experimentos com instdncias de diferentes carac-

teristicas cuja obtencfo de solugdes apresenta um alto grau de dificuldade.

A relaxacdo linear do modelo PQL com a restricao de corte (PQLC) apresenton
bons resultados para instdncias maiores com alta densidade, porém o CPLEX néo
foi capaz de encontrar solugées em alguns casos. J4 as relaxacoes lagrangianas tradi-
cionais, baseadas nas arestas positivas, apresentaram bons resultados para as inst&n-
cias com 500 varidveis, e resultados medianos para as demais. As demais relaxagies
apresentaram resultados ruins em todos os casos.

As abordagens baseadas na Relaxacio Lagrangiana com Clusters (LagClus) apre-
sentaram bons resultados para as insténcias com até 200 varidveis, principalmente
para as instancias com baixa densidade. J4 para as instdncias com 500 varidveis,
tais métodos falharam, principalmente pela dificuldade encontrada pelo CPLEX em

resolver os subproblemas dentro de um tempo aceitavel.

Novas alternativas baseadas na técnica de Decomposi¢io Lagrangiana (DecLag) tam-
bém foram apresentadas neste capitulo. Nesses casos, excelentes resultados foram
obtidos para as instdncias com até 200 varidveis, com varias densidades, e para a
instdncia com 500 varidvels com baixa densidade. J4 para as instancias com 500

variaveis e alta densidade, tais métodos ndo apresentaram solucgoes, pois o CPLEX
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néo foi capaz de resolver os subproblemas dentro de um tempo aceitavel. Essas de-
composicoes tratam o PQ) por meioc de modelos lineares representados por grafos,
e coplam apenas as varidveis de decisdo necessarias em cada subproblema. Além
disso, a divisdo do problema é realizada pelas heuristicas disponiveis na biblioteca
METIS (KARYPIS; KUMAR, 1998), e os subproblemas sdo resolvidos pelo CPLEX
(1.0, 2008). Essas caracter{sticas permitem a resolugo de problemas com até 500
varidveis e com varias densidades. e diferenciam as decomposicoes propostas das
jé existentes na literatura para problemas quadréticos (BILLIONNET et al.,, 1999;
CHARDAIRE; SUTTER, 1995), que utilizam modelos pseudo-lineares, nfo utilizam a
representacao em grafos, a METIS e o CPLEX, e sao limitadas a problemas com até

100 varidveis.

As abordagens baseadas na DecLag nao foram comparados diretamente com a de-
composicio proposta por Chardaire e Sutter (1995) devido & indisponibilidade das
insténcias utilizadas por esses auto<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>