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Resumo

A morfologia da interface, sob um determinadocon-
junto de parâmetrosde crescimento,dependede variáveis
que exerceminfluência sobre a energia interna das fases
sólida e lı́quida. Pode-secitar, dentre essasvariáveis,a
distribuição de temperatura, o perfil composicionaldo so-
luto ea curvatura da interface. Para incluir osefeitosexer-
cidos pela curvatura no processode solidificaç̃ao, usual-
mente, realiza-sea detecc¸ão da interfacee calcula-sesua
curvatura. Foi formuladaumanova abordagemquecon-
torna o problemade localizar a interfacee calcular sua
curvatura explicitamente. Essemétodotrabalhacomuma
região demudança defase, no qual cadacélula (da malha
de discretizaç̃ao) apresentasua própria interfacesólido-
lı́quida. Dessaforma, os cálculosda curvatura são subs-
tituı́dospelasavaliaç̃oesdo peŕımetro e áreadas“interfa-
cescelulares”. Pretende-se, comessaabordagem,realizar
simulaç̃oesnuḿericasbidimensionaisdecrescimentodeli-
gasbinárias queenglobemosefeitosda morfologia da in-
terfaceno processodesolidificaç̃ao.

1. Intr odução

A solidificaç̃ao direcional é comumenteutilizada pa-
ra a obtenç̃ao de ligas de importância tecńogica [1, 6].
Sob condiç̃oesde microgravidadee parasubst̂anciaspu-
ras, destacam-sedois fatoresque dirigem o processode
solidificaç̃ao: a velocidadede crescimentoe o gradiente
térmico.

No caso de uma liga binária há, além do gradiente
térmico, difusão do soluto, pois o lı́quido e o sólido que
est̃ao em equiĺıbrio apresentamconcentrac¸ões diferentes.
Essarelaç̃aoédadapelodiagramadefasesdomaterialque,
paraumadeterminadatemperatura,indicaascomposiç̃oes
do sólido e do lı́quido em equiĺıbrio. Nessecasoocorre,
portanto,umarejeiç̃ao ou absorc¸ão do solutona interface
sólido-lı́quida,ocasionandoumgradientecomposicionalno
lı́quidoà frentedainterface.

A posiç̃ao dessainterfacenão é conhecidaa priori, de
modo que o problemade solidificaç̃ao é enquadradona
classede problemasde condiç̃ao de contornolivre (free-
boundaryproblems) [3]. A localizaç̃ao da interface, no
decorrerdo tempo, deve ser determinadacomo parte da
soluç̃aodoproblema.

Emcondiç̃oesideaisdeequiĺıbrio, asolidificaç̃aoocorre
como desenvolvimentodeumainterfacesólido-lı́quidolo-
calmenteplanar. Poŕem,sobcondiç̃oesdesuperesfriamen-
to constitucional,anisotropia,gravidade,altasvelocidades
de crescimento,e outrasperturbac¸õesexternas,ocorreŕa a
formaç̃aodeestruturasdendŕıticasdevido aosurgimentode
áreaspreferenciaisdecrescimento.

Paraconsiderarosefeitosdamorfologiadainterfaceno
processodesolidificaç̃ao,faz-senecesśarioummétodopara
localizara interfacee quantificara suacurvatura.Calcular
a posiç̃ao da interfacenão se trata de uma tarefa trivial e
métodosusuaisutilizaminterpoladorese/outrabalhamcom
malhasadaptativas[5]. Entretanto,a principal dificuldade
consistenasegundaetapaqueseriaaavaliaç̃aodacurvatura.
O cálculodacurvatura,normalmente,produzum resultado
inicial comumapresenc¸a elevadaderuı́dos.Portantoé ne-
cesśario a utilizaçãodealgumatécnicaparaa suavizaç̃aoe
avaliaç̃aocorretadacurvatura.Essaetapaé deextremare-
levância,poisespera-seretiraro ruı́do semperderou com-
prometera informaç̃aoarespeitodamorfologiadainterface
[8].

O métodopropostoconsisteemcontornaro cálculoex-
plı́cito dacurvaturae adotarumaabordagemque,ao invés
de detectara interfacecomoumalinha demarcandoasre-
giõessólidae lı́quida,trabalhacomumaregiãodetransiç̃ao
de fase(mushyregion) quefazessaseparac¸ão. Comoessa
região est́a em processode mudança de fasee é compos-
ta por partessólidase lı́quidas,emequiĺıbrio, a morfologia
da interfaceé avaliadaem termosde áreae peŕımetro de
pequenasregiõessólidasemmeioaolı́quido.

Durante a simulaç̃ao os campos de temperatura,
concentrac¸ão e energia são calculadosparacadacélula da
malhadediscretizac¸ão.Combasesnessesvaloresedeacor-
do com o diagramade fasesdo material,pode-sedetermi-



Figura 1. CrescimentoBridgman.

nar qual a fasede cadacélula. Às celulasmushysão re-
servadasalgunscálculosadicionais.Obt́em-seo gradiente
detemperaturae, considerando-sequea direç̃aodo cresci-
mentoédadapelogradientedetemperatura,combasenessa
informaç̃aopode-secalculara inclinaç̃aodainterfacecelu-
lar (entende-sepor interfacecelulara interfacereferentea
cadacéluladasimulaç̃ao). A posiç̃aoexatadessainterface
é determinadaatravésdo valor da fração lı́quida,quepos-
sibilita estabelecerquala áreaocupadapelo lı́quidoe pelo
sólido dentrodacélulaemquest̃ao.

A cadainstantede tempoverifica-sea variaç̃ao da área
e do peŕımetro das interfaces celularese dessaforma,
observa-sea variaç̃ao na morfologia da interface sólido-
lı́quida. Igualmentecomo a curvaturada interfaceinflu-
enciariao processodesolidificaç̃ao,comumamudança na
temperaturadesolidificaç̃aodo material,estima-sequeum
fator de correç̃ao dessatemperaturapodeserestabelecido
atravésdaavaliaç̃aodascaracteŕısticasdasinterfacescelu-
lares.

A partir desssefator de correç̃ao da temperaturade
solidificaç̃aoseriaposśıvel realimentarasimulaç̃aoeincluir
um efeitosimilar aoefeitodeGibbs-Thomson.Comocon-
seqûenciaespera-seque,inicialmente,interfacescolunares
e/oucelularespossamserreproduzidas.Paraa obtenç̃aode
estruturasdendŕıticasserianecesśario incluir no modeloa
anisotropiaqueiria ditar, em conjuntocom o gradientede
temperatura,asdireç̃oespreferenciaisdecrescimento.

2. Processode solidificação

Dentreastécnicasexistentesparaaobtenç̃aodeligasse-
micondutorastem-seo métodode Bridgmanqueconsiste
em,dentrodeum forno, fundir o materialcontidoemuma
ampolae provocara solidificaç̃ao atravésdo deslocamen-
to dazonaquenteparaa zonafria. Esseesquemapodeser
visualizadonafigura1.

Na solidificaç̃ao de ligas a temperaturade fusão é da-
dapelodiagramadefasesdo material,queé definidopelas
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Figura 2. Diagramadefasedeumaliga bináriaA-B.
Tem-setemperaturaem função da concentrac¸ão, no
qual
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referem-se,respectivamente,̀a tempe-
raturade fusão da subst̂anciapura � e � . ���
	 ��� e��
�	 ��� correspondem̀a concentrac¸ão do lı́quido e do
sólido, naregiãomushy.

curvasliquidusesolidus. A curva liquidusrelacionaa tem-
peraturanaqualo lı́quidodedeterminadacomposiç̃aoest́a
emequiĺıbrio como sólido decomposiç̃aoapropriada.Do
mesmomodo,acurvasolidusapresentaamesmarelaç̃aode
temperaturaeconcentrac¸ãoparao sólido. A Figura2 ilustra
um exemplodediagramadefases.

De formageral,o sólido e o lı́quidoemequiĺıbrio apre-
sentamcomposiç̃oesdiferentese ascurvasliquiduse soli-
dusdemarcamasfasesdo material.No diagramadefases,
acimadacurva liquiduso materialest́a no estadolı́quidoe
abaixodacurva soliduseleest́a no estadosólido. Entreas
duascurvashá a região mushy, na qual o materialou não
est́a em equiĺıbrio est́avel ou consistede partessólidas e
lı́quidas.

Durantea solidificaç̃ao de ligas,em circunst̂anciasnor-
mais e com um gradientede temperaturasuficientemen-
te grandeno lı́quido, esteestaŕa a umatemperaturaacima
da linha liquiduse nãoocorreŕa o super-resfriamento.En-
tretanto,oscilaç̃oeslocais na composiç̃ao associadascom
a redistribuição de soluto na interface podem ocasionar
umavariaç̃ao na temperaturado lı́quido. Portanto,nessas
condiç̃oes,partedo lı́quido podesersuper-resfriadacons-
titucionalmente,implicandoqueo super-resfriamentóe re-
sultantede variaç̃oesconstitucionais,ou seja,composicio-
naisno lı́quido. Dentreascondiç̃oesquepodemfavorecer
o super-resfriamentotem-seo baixogradientede tempera-
turanolı́quido,asaltasvelocidadesdecrescimento,asaltas
concentrac¸õesda liga, a baixadifusividadeno lı́quidoe os
diagramasdefasecomlinhasliquidusabruptas.

Umazonadesuper-resfriamentoocasionaŕaumgradien-
te negativo de energia à frenteda interfacee fará comque



estafique morfologicamenteinst́avel com perturbac¸õesna
suaforma.

3. Morf ologiada Interface Sólido-L ı́quido

A regiãodaliga ondeocorrea transiç̃aodefase,ou seja,
sólido e lı́quidocoexistem,é chamadadeinterface.Suaes-
pessurapodevariardealgunsangstromsa algunscent́ıme-
trose a microestruturapodeserbastantecomplexa,depen-
dendodeváriosfatores(doprópriomaterial,dataxaderes-
friamento,dogradientedetemperaturanolı́quido,datens̃ao
desuperf́ıcie,etc).

De acordocom o grau de super-resfriamento,pode-se
desenvolver asmaisdiversasmorfologias.Na auŝenciade
super-resfriamentotem-seumainterfacelocalmenteplanar,
conhecidacomointerfaceabrupta(sharpfront). Parabai-
xos grausde super-resfriamentodesenvolve-seuma inter-
facecelular, a partir de umainterfaceplanar, inicialmente
caracterizadapor pequenascavidadesasquaispassampara
célulasalongadas.Comoo aumentodo super-resfriamento,
as superf́ıcies das células estendem-see, eventualmente,
ramificam-separaformardendritascelulares.

Nãoháumcritériobemdefinidoparaatransiç̃aodecélu-
las a dentritas. Nessecasoa interfaceapresentauma lar-
guraaparente,denominadade região mushyque,em uma
solidificaç̃ao dendŕıtica, pode apresentaruma morfologia
bastanteintricada.De acordocomPamplin[7], namaioria
dosexperimentosobserva-sequea interfacerearranjasua
formaparareduziro super-resfriamento.

As temperaturascaracteŕısticasenvolvidasem um cres-
cimentodendŕıtico são a temperaturado lı́quido longeda
interface,

���
, a temperaturada interface,

���
, e a tempe-

raturade fusão,
���

. Deve-seobservar que,em geral,
���

diferede
���

.
A diferença de temperatura� ���������������

contro-
la a taxado fluxo de calor entrea interfacee o lı́quido e,
portanto,controlaa taxade dissipac¸ão do calor latenteno
lı́quido. Consequentemente,tamb́emcontrolaa velocidade
decrescimento.

SegundoChalmers[2], há váriasmaneirasdeconsiderar
o equiĺıbrio entresólido e lı́quidoseparadoporumainterfa-
cecurva. O tratamentomaisgeralé o deGibbs,queparte
dadefiniç̃aotermodin̂amicadeequiĺıbrio, a qualdiz quese
umafaselı́quidaest́aemequiĺıbrio comafasesólida,ent̃ao
a energia internadeambasasfasessãoiguais.

Quandoasfasesest̃ao separadaspor umainterfacepla-
nar, ambasest̃ao soba mesmapress̃ao e a temperaturana
qualasenergiasinternassãoiguaiséatemperaturadefusão� �

. Entretanto,umadiferença de press̃ao de �� "!�# existe
sobrequalquerinterfacequetenhaenergia interna  e raio
decurvatura# .

Comoconseqûenciatem-seo efeitodeGibbs-Thomson,
no qual a temperaturade solidificaç̃ao de um lı́quido é re-

duzidaemvirtudeda tens̃aosuperficial.Esseefeitoderiva
dascondiç̃oesdeequiĺıbrio termodin̂amicodeumainterfa-
ce curva, de modoquea relaç̃ao entreastemperaturasde
fusãoemumainterfaceplana(

�%$ �'&)(*&�
) e emumainterface

curva(
��+-,/.10�

) é dadapor� $ �'&)(*&� �2� +-,�.30� � �� 4 #�5 (1)

sendoque  é a tens̃ao superficial,
4

é a entropiae # é o
raio decurvatura[4].

Em um sistemabidimensional,sejaumacurva dadapor
equac¸õesparaḿetricas6 � 67	98 � e : � :�	;8 � . A curvatura#
é definidapor# �=<?><?@ �BA)CA1DA 
A1D � A)CA1DE F AHGA1D�IKJMLON AHPA1D�Q J � A)CA1DR 6TS J L :US J 5

(2)
sendoque > é o ângulotangenciale @ é o comprimentode
arco.

CombasenaidentidadeVHW�X > �Y< :< 6 � AHPA1DAHGA1D � : S6ZS (3)

tem-seque<< 8 	
VHW�X > �M�\[^]/_ J > <?>< 8 � 6 S : S S � : S 6 S S6 S J (4)

e <?>< 8 � `[^]/_ J > << 8 	
V1W*X > �� `` L

VHW�X
J > 6 S : S S

� : S 6 S S6ZS J� `` L PKacbG a b 6 S : S S
� : S 6 S S6TS J� 6 S : S S � : S 6 S S6ZS J L :?S J�d (5)

Aplicandoa Equaç̃ao5 em2 tem-se# � 6 S : S S � : S 6 S S	;6ZS J L :US J �
eHf J d (6)

Comoa fórmuladecurvaturaapresentaderivadasdese-
gundaordeme produtosnão linearesde derivadasde pri-
meira ordem,o cálculo da curvaturaest́a sujeito a ruı́dos
numéricos[8]. Essefato foi comprovadoemumametodo-
logiaempregadainicialmente.Foi realizadaumasimulaç̃ao
docrescimentodeumaliga bináriacontidoemumaampola
comum cent́ımetroderaio e cincocent́ımetrosdecompri-
mento,a qualpodeservistano esquema3. Foi empregada
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Figura 3. Representac¸ão da interfacesólido-lı́quida
naampola.

Figura 4. Posiç̃ao da interfacecalculadaatravésda
interpolaç̃ao paravaloresde fração lı́quida iguais a
0.5.

umamalhadediscretizac¸ãode60por300células.Adotou-
se velocidadede crescimentode 50 mm/h e gradientede
temperaturado forno de ��g�g�h C/cm. A simulaç̃ao levou
3645.4s parasercompletadae os dadosforam analisados
no tempo2744.5s, quandoaproximadamente75%do ma-
terial já estava solidificado.

Essaabordageminicial adotadaconsistiaemlocalizara
região mushye realizaruma interpolaç̃ao paraestabelecer
os locais nosquaisa fração lı́quida era igual a 0.5. Essa
curva de nı́vel determinava a posiç̃ao da interfacesólido-
lı́quida. A figura 4 ilustra um exemplointerfacecalculada
a partir dasimulaç̃ao. A partir dessainterfaceerarealizada
a aproximaç̃ao dasderivadaspor diferenças finitas parao
cálculodacurvaturaatravésdaequac¸ão6.

Um dos problemasencontradośe como determinara
posiç̃aodainterfacedemaneiramaisapropriada.O cálculo
dacurvanı́vel apresentaproblemasquandoainterfacenãoé
bemcomportada,apresentandovariaç̃oesnovalordafração
lı́quida,ou seja,quandoelanão decaiem direç̃ao à região

Figura 5. Curvaturada interfacesólido-lı́quidaem
determinadosinstantesde solidificaç̃ao, calculada
atravésda aproximaç̃ao dasderivadasdaequac¸ãode
curvaturapordiferençasfinitas.

lı́quidae tamb́emquandohá bolhase/ouinclus̃oesno ma-
terial. Outroproblemaencontradóeaavaliaç̃aodacurvatu-
ra, comosepodenotarnafigura5, osvaloresdecurvatura
apresentamoscilaç̃oesque,emsuamaiorparte,sãoruı́dos.
Emboraexistamdiversosmétodosparaasuavizaç̃aodesses
ruı́dos, optou-sepor pesquisaruma outra abordagemque
pudesseatacardiretamenteo problemasema necessidade
de utilizar técnicasadicionaisparao tratamentodosresul-
tadosobtidos.

4. Nova abordagem para a localizaç̃ao da in-
terfaceeanálisede suamorfologia

Essaabordagemtrabalhacom o conceitode interfaces
celulares,ouseja,ainterfaceédeterminadaparacadacélula
damalhadediscretizac¸ãoduranteasimulaç̃ao.Consequen-
tementetodasasformulaç̃oesapresentadasnessaseç̃aosão
calculadasparacadacélula.

O primeiro passoé o cálculo do gradientede tempera-
tura, quedeterminaa direç̃ao do crescimentoe estabelece
uma interfaceque é normala essegradiente. A partir do
gradientedetemperaturai � 	96 5 : �j�=k �k 6mln L k �k :olp 5 (7)

pode-seobterfacilmentea tangentedo ângulo q dainterfa-
ce,

VHW�X q �r�ts/us Gs/us P d (8)



Figura 6. Localizaç̃aodasinterfacescelulares.Tre-
chocorrespondentèas11 linhassuperioresdaregião
mushy

Figura 7. Solidificaç̃aodecercade50% daampola,
no instante2048.4s.

Sabendo-sequal a inclinaç̃ao da interfacee com o co-
nhecimentoda fração lı́quida pode-seestabelecerqual a
posiç̃aoexatadainterface,demodoquea áreaocupadape-
lo lı́quido dentroda célula analisadacorrespondàa fração
lı́quida. Dessemodoa regiãomushyé particionadaempe-
quenasporç̃oessólidasemmeioaolı́quido,comopodeser
verificadonafigura6, ondeaáreamaisescuraindicao esta-
do sólido e a maisclarao lı́quido. Foramadotadasasmes-
mascondiç̃oesde crescimentoutilizadasnostestesanteri-
ores. A região mushyapresentou,no tempo2744.5s,uma
largurade5 colunas.

Realizandosimulaç̃oescom alteraç̃oesnos par̂ametros
de crescimento,por exemplo utilizando um gradientede
temperaturade v�gwh C/cm,pôde-seobterinterfacescomuma
região mushyde 27 colunas. Esseresultadopodeserob-
servadona figura 7 quemostratodaa ampolano instante
2048.4s,quandocercade50 % do materialestava solidifi-
cado.Partedessaregiãofoi detalhadanafigura8.

Nesseponto pode ser efetuadooutro cálculo que é o
peŕımetroda interface. Definiu-secomopeŕımetroda in-

Figura 8. Localizaç̃aodasinterfacescelulares.Tre-
cho correspondentèas11 linhassuperioresde parte
daregiãomushy.

terfaceo contatodo materialsólido como meiolı́quido.
Combasenasinformaç̃oesarespeitodavariaç̃aodamor-

fologia dainterface,no decorrerdo tempo,pode-seestabe-
lecerum critério paraa determinac¸ão do fator de correç̃ao
da temperaturadesolidificaç̃ao. Umapossibilidadeseriaa
reduç̃aodatemperaturadesolidificaç̃aoquandohouverum
incrementono peŕımetro da interface,uma vez que seria
necesśarioumaumentonaenergiaparaaformaç̃aoextrade
interface.

5. Consideraç̃oesfinais

Pretende-seincorporarosresultadosobtidos,emrelaç̃ao
à morfologia da interface, na realizaç̃ao de simulaç̃oes
quepossamreproduzirascondiç̃oesde super-resfriamento
constitucional.A expectativa é, portanto,obteroutrasfor-
masdeinterfacecomoa colunarou celular.

Espera-seque,apartirdomomentoquedadosreferentes
à areae aopeŕımetrodainterfacerealimentema simulaç̃ao
e influenciema deposic¸ão de sólido na interface, ocorra
alteraç̃aonoaspectodainterface.

Estima-seque, no resultadosobtidos anteriormente,a
interfacecomporç̃oessólidasesparsasprovavelmenteseja
substitúıda por outra morfologiaditadapor regiõesprefe-
renciaisdecrescimento,nasquaisossólidosiriam-seagru-
par. Tal fatoocorreriaem funçãodamudança da tempera-
turadesolidificaç̃ao,aqualiria favorecero crescimentoem
determinadoslocaise inibir emoutros.
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