Encontrando Pontos Fixos e Orbitas Periddicas em Sistemas Cadticos
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Resumo do de sistemas, freqlientemente ha interesse em se levan-

tar grandezas estatisticas de longo prazo, tais como, médi-

A determinagéo de 6rbitas periodicas de sistemas caoti- . - X .
cos é de fundamental importancia para a caracterizagdo de as, expoentes de Lyapunov, dimensGes e outros invariantes,
como amedida naturak densidade dprobabilidade Es-

sistemas dinamicos. Quantidades que caracterizam o mo- . o . o S
. » i : ~ tas quantidades estatisticas sao fisicamente significativas so-
vimento cadtico, tais como, dimensdes, expoentes de Lya-

X . ? “mente quando a medida que esta sendo considerada é gerada
punov e entropia topoldgica, podem ser calculados apartir

do conjunto de 6Orbitas periddicas que esta densamente pre-por uma trajetdria tipica no espaco da fase. Bwtaidae

) ! o : . chamadamedida natural[2] se € invariante em relagdo a
sente no invariante cadtico. Neste artigo, alguns métodos

s ' - R evolucdo da dinamica. Consequentemente, € de importan-
de determinacdo de pontos fixos e periddicos intaveis em

. AR N Y .~ . cia fundamental compreender e caracterizar a medida natu-
sistemas dinamicos sao explorados. A eficiéncia e aplicabi- . : : .

i ! ~ o ral em termos de quantidades dinamicamente fundamentais.
lidade desses métodos séo verificados.

Palavras chave:.caos, 6rbitas periodicas instaveis, sis- Ndo ha nada mais fund,arr'lental d.o, gue expressar a medida
L .~ ' natural em termos das orbitas periddicas embutidas no con-
tema dindmico n&o-linear. . P . P
junto cadtico invariante5] . Uma aplicacdo importante da
determinacgéo de 6rbitas periédicas instaveis esta no contro-
1. Introducéo le de caos§] , onde este € o passo essencial. Por estas ra-
z8es muita atencdo vem sendo dada a procura de métodos de

Em sistemas dinamicos em regime de evolucéo caéticadeteccao das orbitas periddicas instaveis nos modelos teori-
0 movimento é organizado em torno de drbitas periédicascos € dados experimentais.
instaveis. Estas orbitas capturam o esqueleto topologico do Este trabalho se divide como se segue. Na sec¢do seguin-
movimento, no sentido de que toda Orbita pode ser aproxi-te, faremos s decricdo do méto8ehmelcher e Diakonos
madamente reconstituida através das orbitas periédicas ingSD). Na secéo 3, enfocaremos o métdetavidchack e Lai
taveis de curto periodo. Podemos calcular quantidades qu¢DL). Na secéo 4 apresentaremos os resultados que funda-
caracterizam o movimento caético, tais como dimensfes,mentam a comparacéo entre os métodos.
expoentes de Lyapunov, entropia topoldgica, seguindo as
oOrbitas periddicas instaveis do sisterth [

O presente trabalho tem por objetivo explorar comparati-
vamente os dois métodos de detec¢do de drditas periddicaS:
que sao considerados os mais eficientes quando se conhe-
ce a descricdo matematica do sistema dinamico. S&o estes A idéia basica deste método consiste em partir do sis-
métodos Schmelcher e Diakonos (SB)[[9] e Davidchack ~ tema dinamico discreto N-dimensional em regime caotico
e Lai (DL) [3] [4]. De fato, o segundo método &, de certa € através de transformacdes lineares apropriadas, obter um
forma, uma evo|ugéo do primeirol Seus autores afirmam,SiStema dinamico transformado, tal que todos pontos fixos
inclusive, que este método é poderoso o suficiente para dedeste novo sistema sejam os mesmos do sistema original e
terminar todos as 6rbitas periddicas existentes no invariantecom as mesmas localizagdes no espaco de fase. Entretan-
cadtico. Entretando, questdes fundamentais merecem se as transformacdes lineares, apropriadamente escolhidas,
consideradas, em especial relacionadas a eficiéncia, facilimudam a estabilidade dos pontos fixos e orbitas periodicas,
dade de imp|ementagao e custo Computaciona|_ Em ad|géoge tal forma que ao invés de instéveis, COMO No sistema ori-
faz-se ainda necessério entender exatamente o mecanisnfinal, passam a ser estaveis na nova dinamica, sendo dife-
que intermedia a evolugéo de um método ao outro. rentes transformacdes lineares responsaveis pela estabilida-

A determinacéo das orbitas periddicas instaveis de umde de diferentes conjuntos de pontos.
invariante cadtico se justifica por varios motivos. No estu-  Vamos considerar um sistema dindmico discreto comple-

Método de Schmelcher e Diakonos (SD)



tamente cadticdl— dimensional dado por 3. Método de Davidchack e Lai (DL).

U:Fi+1=f(f). @) Este método usa um esquema iterativo baseado no mé-

PorU ser completamente cadtico, ele apresenta apenas porfodo semi-implicito de Euler7] , e tem as seguintes pro-
tos fixos instaveis. Note que as Orbitas periédicas de perioPriedades favoraveis: Perto de um ponto da érbita periddica
do p correspondem a termd®(F;) em lugar def (F;) na Eq. exibe uma convergéncia rapida e similar a do método tra-
(1) acima. dicional de Newton-Raphson NR][ Quando afastado dos

O objetivo proposto é o de construir a partirda Ej.um pontos da 6rbita é similar ao método do SD (Schemelcher,
sistema dinamic&, diferente contendo os mesmos pontos 1998) €, conseqiientemente, apresenta convergéncia.

fixos (PF) deJ. Utilizando a transformagai, abaixo , 0s Este método DL combina os métodos SD e NR como po-
PF que eram instaveis passam a estaveis. demos observar na TabelB.( Nas proximidades do ponto

fixo, ||g(F})|| = v/ Sk(fP(Fi) —r)2 — 0, e a convergéncia

@) quadréatica do NR7] é preservada pelo método e quando

Devido a estabilidade dos pontos fixos no sistema dissi-afastado do ponto fixo e valores grande§de método pre-
pativo S, toda trajetoria d& depois de algumas iteracbes serva quase que total a propriedade de convergéncia global
dirige-se para um ponto fixt, ou sai dos limites do in-  caracteristica do SD.
variante caético do sistema origifdl Por construcadr
também é um ponto fixo do sisterda Para cumprir a cor-
respondéncia um a um entre os pontos fixodJde S, a
transformacady deve em geral ser linear. Portanto:

S i =T+ A(f(r) —T1), ®)

onde A € uma matrizNxN constante inversivel. Rees-
crevemos/Ax = ACy, tal queA seja um parametro real,
1> A > 0, eCx matrizes ortogonais cujos elementos sédo
apenas{—1,0,1}. O numero destas matrizes é dado por

Lg:U — &

Tabela 1: Representacéo esqueméatica comparativa das
prescricdes dos métodos SD, NR, DL. Na primeira linha
estao as prescri¢des originais dos métodos SD e NR. Na
segunda linha, com o propésito de expressar os distintos
métodos em termos de varidveis equivalentes, sao apre-
sentadas defini¢bes utilizados por DL. Nas linhas finais
estdo as prescri¢cdes dos trés métodos, expressos de for-
ma a facilitar analises comparativas.

2"nl. \ [ SD [ NR |
O método acima envolve o paramelrgue deve ser su- .
—_ X . . Original: rigr =ri+A(f(ri) —ri) f(ri) —ri = =J(r)d(ri)
ficientemente pequeno a fim transformar pontos fixos ins-
taveis, do sistema cadtico original, para estaveis através da N N
transformagdeky. Quanto maior for o periodo a ser encon- | quivaiencias: gm SR glry) =Hr) =i
trado menor devera ser o parametroEntretanto, o para- Ak = AC
~ . . Ao 1 =p|g(ri)| (Definigdo de DL
metro ndo pode ser muito pequeno, pois a convergéncia na X
iteracdo das leis dinamicas transformadas serd muito lenta.
Ha uma maneira simples de evitar o ajuste do pardmetro| sp &NR: Bla(ri)|3(ri) |=Cg(ri) —CJ(r)d(ri) || = Cea(ri)
A, tomando-se o limitd — 0 o que nos leva a
(M —Ti) o
lim ————= =7=C(f(r;) —Ti). 4
A—0 A (1) =) “) DL: ([1Blo(ri)[]|[~c3(rnjacr) || = Geatri)
Esta equacéo representa a formulagéo continua da trans-

formacao do sistema dinamico discreto E). (
As solugdes da Eq.4] ndo dependem do parameip Resolvendo-se o sistema de equacdes lineares obtemos
podendo ser facilmente resolvido usando um integrador ded(T) € iteramos nossas variaveis ar1 = fn+ () .
equacdes diferenciais ordinarias (ex: Runge-Kufa.[ Para encontrar pontos fixos ou pontos de periodo 2, tan-
Na preposicéo de (SD) as sementes (condigdes iniciaisfo uma grade fina de pontos definida sobre o atrator ou uma
para a formulacdo continua devem ser obtidas ou pela detergrade de pontos aleatérios contidos na regido do atrator cat-
minacdo de uma grade sobre o atrator cadtico ou por pontogico podem ser utilizadas como semente para iteracgéo do al-
aleatdtios pertencentes a um certo limite do espaco de fasgoritmo de DL.
contendo o invariante cadtico de interesse. A evolugéo tem- Para periodop > 2, os autores deste método afirmam

poral destas sementes para cada uma das mafjjzesde
ou levar as proximidades da solucéo do ponto fixgpode

gue os pontos periédicos de periodos inferiorpsao sufi-
cientes para iniciar a busca de pontos de 6rbitas de periodo

divergir, saindo da regido do espaco de fase que contém @, o que é muito mais efetivo do que usar pontos aleatéri-

atrator caotico.

os selecionados no espaco da fase ou no atrator. Na maio-



ria dos casos é suficiente usar apenas pontos das Orbita d1eabela 5.
periodop — 1 a fim de detectar todas as Orbitas periédicas '
instaveis de periodp.

Pontos fixos de periodol(pla, plb) e
2(p2a, p2b) utilizando-se C; a Cg e N = 1000 condigbes
iniciais aleatorias sobre o atrator, onde:ID € o identi-
ficador do ponto, Matriz € a matriz que utilizada para
4. Resultados obter a resposta dt. Total é o total de itera¢cdes dos mé-

todos.
Nesta se¢do apresentamos resultados de nossa analise

comparativa entre os dois métodos descritos. Procuramos _Schmelcher e Diakonos _
nesta andlise verificar a eficacia do método em localizar 2 Ponto Fixo Erro | Matriz | It. Total
< ) ! pla || (5,32754@567080828e-01] 1,3e-08] O 1430
todos os pontos periddicos existentes para cada periodo, a 2,468967971143178-01)
precisdo das respostas fornecidas, tempo de processamefpib || (1,114269@06308961e+00| 9,8e-09| 4 3381
to, eficiéncia para buscas de 6rbitas de periodos longos ¢ -2,285694208426469e+00
possiveis altera¢des e otimizacdes aplicaveis a cada um dosP2a (g’ggﬁggggggégg’gggi'gij 9,2e-09| 0 1604
meto,dps. Os teste_s~foram r,eahzados a partir da integracag 575 | (6.2160435600794456-01, 10608 6 TE11
numérica da descricdo continua de SD dada por 6,059336853714274¢-01)
- Davidchack e Lai
Tip1=C(f(Ti) —Ti) () pla | (5,32754@294079023e-01] 0,0e-00] 0 1474
. . _ . . 2,468967271101312e-01)
e pela iteracdo do algoritmo de DL que baseia-se na solu¢ad pip || (1,114269845814104e+00] 0,0e-00| 1 1001
do sistema linear dado por -2,285694609861602e+00
p2a || (5,098372638942518e-01, 1,4e-16] O 714
[1Bl19(Fi)[| — CI(Ti)]0(Ti) = Cig(T)- (6) -6,083699864917161e-01)
p2b || (6,216043324652726e-01, 2,4e-16| 2 731
Ambos foram aplicados a busca de PF e solugbes perio- 6,059336461281554e-01)

dicas do Mapa de Ikeda definido por

f(x,y) = (A+B(xcogw) — ysin(w)), B(xsin(w) + ycogw))), ~ dos dois pontos de period6f2a e [2b) mediante a aplica-
7 ¢ao dos métodos usando cada uma das oito maize3s

ondew =K — E . (xy) sdo as duas variaveis dina- €stados finais atingidos foram: alguma solugéo de periodo
+xe4ye’

micas e os valores adotados para os quatro parametros sabou 3, divergéncia para fora da regiéo do atrator caotico do
A—=10B=09 K =04 eE —6.0. Mapa do lkeda e mesmo ponto inicial (estacionaridade ob-

Os parametros numéricos do método de SD sdo pass§€rvada para alguns casos de ponto fixo de periodo 1). Ja na
inicial do algoritmo deRunge-Kuttale quarta ordem de pas- F19- (3), apresentamos as trajetérias obtidas no espaco de fa-
so variavel, nimero méximo de iteragdes por condicéo ini- S€(%¥)- A primeira e terceira coluna referem-se ao método
cial, tolerancia exigida e tolerancia que diferencia solugdesd® SD: enquanto a segunda e quarta a0 método de DL. Di-

distintas. Todos fixos conforme prescricio dos autores. J4ETeNtes matrize§y correspondem aos diferentes graficos.

para o segundo método, utilizamos dois valores para o pa_Em cada um deles, apresentamos as trajetérias iteradas pa-

rametro, valores estes definidos de acordo com o periodo'@ ¢ada uma das quatro condicges inicias utilizando-se uma
das solucdes procuradas. Por sua vez, o numéro maxim&@as matrize€y conforme indicado.
de iterag6es permitidas foi definido como funcéo linear de
B dada por 10@- 2. Referéncias
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Tabela 3: Solugdes finais obtidas pelas iterac6es dos métodosSiténmelcher e Diakonos Davidchack e Laiutilizando-
se todas matrize<C, e partindo de pontos fixos de periodd e 2 como condi¢des iniciais.

Ponto Fixo SD | DL
MatrizesCy
d = divergéncia para fora do invariante cadti@= comportamentos estaticos
| = lagos (ciclos limites)
simbolos restantes referem-se aos rétulos adotados para cada ponto fixo (videdfigura (
Ci [C2 [Ca]Cs [G5 [Go[Cr[Cs [Cu [Co [Co[Ce [ [Go]Cr]Go

pla e d d || e d |e |e e e e | e e e |e |e
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Figura 1: Trajetorias obtidas pela busca de PF de periodo 3 com a iteracdo dos dois métodos utilizandoBamatrizes
Cx e partindo de condicdes iniciais de periodd e 2.
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