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RESUMO

Nesta tese é feito um estudo numérico sobre a interacao entre conjuntos cadticos
atrativos e nao-atrativos em modelos matematicos que descrevem a dinamica de
ondas de plasmas na conexao Sol-Terra. O trabalho é dividido em duas partes.
Na primeira parte é analisado um sistema dinamico de baixa dimensao para on-
das de Alfvén estacionarias modeladas pela equacao Schrédinger nao-linear deriv-
ativa. Fenomenos nao-lineares conhecidos como crises, onde a estrutura de um
atrator cadtico é alterada subitamente, sao caracterizados por meio da verificacao
da colisao do atrator cadtico com uma Orbita periddica instavel. E mostrado como
um atrator cadtico apés uma crise interior pode ser decomposto em dois conjun-
tos caoticos nao-atrativos, dinamicamente conectados por um conjunto de orbitas
periddicas instaveis acopladoras. As implicagoes deste acoplamento entre dois con-
juntos caodticos nao-atrativos para a dinamica intermitente observada em diversos
sistemas caotico é discutida. Na segunda parte da tese é feita uma tentativa de
avangar o entendimento da conexao entre sistemas cadticos de baixa dimensao e sis-
temas espaco-temporais. Para isto, é desenvolvida uma metodologia para estender
os resultados obtidos na primeira parte para a andlise de um sistema dinamico de
alta dimensao obtido pela solugdo numérica da equagao Kuramoto-Sivashinsky. E
demonstrada pela primeira vez uma crise interior devido a tangéncia homoclinica em
uma equagao diferencial parcial, sendo apresentada uma nova técnica para visualizar
esta tangéncia homoclinica em um espaco de fase de alta dimensao.






ANALYSIS OF ATTRACTING AND NON-ATTRACTING
CHAOTIC SETS IN LOW AND HIGH-DIMENSIONAL
DYNAMICAL SYSTEMS: APPLICATION TO THE DYNAMICS OF
PLASMA WAVES IN THE SUN-EARTH CONNECTION

ABSTRACT

In this work we present a numerical study on the interaction between chaotic at-
tractors and nonattracting chaotic sets in mathematical models that describe the
nonlinear dynamics of plasma waves in the Sun-Earth connection. The work is di-
vided in two parts. In the first part we analyze a low-dimensional dynamical system
describing stationary Alfvén waves modeled by the derivative nonlinear Schrodinger
equation. Nonlinear phenomena known as crises, where the structure of a chaotic
attractor is abruptly changed, are characterized by the verification of the collision of
the chaotic attractor with an unstable periodic orbit. It is shown that a post-crisis
chaotic attractor can be decomposed in two nonattracting chaotic sets, dynamically
connected by a set of coupling unstable periodic orbits. We discuss the importance
of this coupling for intermittency. In the second part of the work we study the con-
nection between low-dimensional chaotic systems and spatiotemporal systems. We
develop a methodology to extend the results obtained in the first part to analyze
a high-dimensional dynamical system obtained from the numerical solution of the
Kuramoto-Sivashinsky equation. We characterize for the first time an interior crisis
due to a homoclinic tangency in a partial differential equation, and present a novel
technique to visualize this homoclinic tangency in a high-dimensional phase space.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Nas ultimas décadas a teoria do caos tem fornecido ferramentas poderosas para a
interpretacao da fisica de sistemas dinamicos de baixa dimensao, ou seja, sistemas
deterministicos representados por mapeamentos discretos com até trés variaveis
ou sistemas autéonomos de trés equagoes diferenciais ordinarias (EDO’s) acopladas.
Contudo, muitos sistemas de interesse pratico sao descritos por equacoes diferenci-
ais parciais (EDP’s), e ainda nao esté totalmente determinado como os mecanismos
fisicos responsaveis pela geracao de comportamento cadtico em sistemas de baixa
dimensao podem ser estendidos para sistemas descritos por EDP’s. Em 1982, Spar-
row [1] apresentou um estudo detalhado sobre o modelo de Lorenz, um conjunto de
tres EDO’s acopladas, abordando a ocorréncia de bifurcacoes, atratores e caos para
diferentes intervalos de valores de alguns parametros de controle. Em seu prefacio,
Sparrow comenta a respeito da relevancia de seu trabalho para o entendimento de

turbuléncia no mundo real:

“...creio que até termos um melhor conhecimento sobre o comportamento das aprox-
imacoes de dimensao finita para as equacoes diferenciais parciais que modelam
o mundo, nao creio que eu tenha qualquer coisa muito 1til para dizer sobre o

assunto.” [1], p. vi.

Mais recentemente, diversos autores tém tentado desenvolver uma teoria de sis-
temas dinamicos para sistemas de alta dimensao, usualmente descritos por con-
juntos de EDQ’s acopladas obtidas como aproximagoes para as EDP’s originais
2,3,4,5,6,7,8,9]. A abordagem mais simples consiste em primeiramente “importar”
as ferramentas desenvolvidas para sistemas dinamicos de baixa dimensao e aplica-las
a sistemas espaco-temporais que exibam caracteristicas de caos de baixa dimensao,

tais como a ocorréncia de caos na variagao temporal combinada com a manutencao
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de estruturas com alto grau de correlagao espacial (coeréncia espacial). Apds isto,
¢ possivel testar e desenvolver as ferramentas para que sejam usadas em outras
situagoes que exibam uma dinamica mais complexa nas escalas espaciais e tempo-
rais. A razao para esta forma de abordagem é que, conforme sera ilustrado neste
trabalho, uma abordagem baseada em sistemas dinamicos permite um entendimento
detalhado do que esta acontecendo com o sistema e possibilita identificar quais sao
os principais “agentes”ou fatores responsaveis pelas mudancas de comportamento
que ocorrem ao se variar certos parametros. Isto nao s6 abre a possibilidade de
se interpretar de maneira mais precisa certos fenomenos observados na natureza,
como também abre a possibilidade de aplicacao de técnicas inovadoras de controle

baseadas na teoria do caos [10,11,12].

Esta Tese se propoe a ser mais um passo para estabelecer uma conexao entre caos em
sistemas de baixa dimensao e uma determinada classe de sistemas espago-temporais
de alta dimensao, que exibem caos temporal e coeréncia espacial. Para isto sera
abordada a interagao entre conjuntos cadticos atrativos e nao-atrativos em sistemas
de baixa e alta dimensao. A maioria dos estudos sobre sistemas dinamicos dissi-
pativos baseia-se na analise do seu comportamento assintotico, quando as solucgoes
convergem para um estado globalmente estavel, denominado de atrator, apdés um
tempo inicial chamado de transiente. A razao pela concentracao em atratores é
porque eles sao diretamente observaveis, sendo mais facil a sua analise. Contudo,
solugoes instaveis desempenham um papel fundamental na dinamica do sistema e sua
analise pode ser crucial para o entendimento e previsao da dinamica observavel. Den-
tre estas solugoes instaveis destacam-se os conjuntos cadticos nao-atrativos, também
chamados de selas cadticas, que, entre outras coisas, sao responsaveis por transientes
caoticos. Uma previsao do tempo médio de transiente pode ser feita por meio do
estudo das caracteristicas intrinsecas da sela caética [13,14,15]. Longos transientes
caoticos, observados em simula¢oes numéricas e experimentos com fluidos, tém sido
associados com selas cadticas em uma tentativa de se explicar a transicao para

turbuléncia. Em simulagoes numéricas de escoamento Couette plano, onde o es-
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coamento do fluido se dé entre duas paredes paralelas, Schmiegel e Eckhardt [16] e
Eckhardt e Mersmann [17] estudaram a ocorréncia de longos transientes cadticos em
funcao do niimero de Reynolds e da amplitude de perturbagoes de um estado inicial
laminar. A presenca de transientes cadticos arbitrariamente longos torna extrema-
mente dificil a determinagao precisa do ponto de transi¢ao para um comportamento
turbulento permanente, o que estd de acordo com experimentos realizados com flu-
idos em escoamento aberto [18]. Schmiegel e Eckhardt [16] sugerem que o com-
portamento turbulento transiente de longa duracao surge a partir de perturbacoes
iniciadas proximas a uma sela cadtica, de forma que, na regiao de transicao, o estado

turbulento seria devido a uma sela cadtica, e nao um atrator.

Além de serem responsaveis por transientes caolticos, as selas cadticas sao re-
sponsdveis por fenémenos intermitentes [19,20], espalhamento cadtico (“chaotic scat-
tering”) [12,21,22] e fronteiras fractais entre bacias de atragao [13,23]. No tltimo
caso, um sistema possui a coexisténcia de dois ou mais atratores, cada qual atrai um
conjunto de condicoes iniciais denominado de bacia de atracao. Se a fronteira entre
as duas bacias possui uma estrutura fractal, pode-se mostrar que existe uma sela
cadtica na fronteira, o que se constitui em um obstaculo para a previsao do estado
final do sistema. Um conhecimento de caracteristicas intrinsecas da sela cadtica
pode indicar o grau de melhoria na precisao da especificacao de condicoes iniciais
para que se possa melhorar a previsao da evolugao do sistema [24,25]. Em Péntek et
al. [26], fronteiras fractais foram identificadas como sendo uma assinatura da pre-
senca de selas cadticas em simulagoes numéricas de fluidos em escoamento aberto.
Em Ziemniak et al. [22], selas cadticas foram relacionadas com o comportamento
cadtico apresentado por particulas de fluido em vértices formados em escoamento
hidrodinamico aberto com a presenca de obstaculos. Na area de comunicacao us-
ando caos, selas cadticas sao importantes na codificacao de mensagens robustas a

ruido [27].

Neste trabalho é feito um estudo numérico do papel de selas cadticas e também

de solugoes periddicas instaveis na geracao de caos em sistemas de baixa e alta
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dimensao. Em especifico, sao destacadas as transicoes cadticas conhecidas como
crises interiores, onde o tamanho do atrator cadtico aumenta abruptamente. No
caso de alta dimensao, é apresentada uma nova técnica numérica para demonstrar
a ocorréncia de um evento conhecido como tangéncia homoclinica, responsavel por
uma crise interior. Além disso, outros tipos de transicoes cadticas sao abordados
nesta tese, tais como crises de fronteira, cascatas de bifurcacoes de duplicacao de
periodo e bifurcacoes sela-n6. Como estudo de caso, serd feita uma investigagao
de dois modelos matematicos ligados a dinamica de ondas de plasma na conexao

Sol-Terra.

1.1 Ondas de Alfvén e Caos na Conexao Sol-Terra

O Sol é um corpo gasoso de plasma estruturado em diversas camadas, aproximada-
mente concéntricas, sendo a coroa a camada mais externa. Um plasma é um gas
de particulas neutras e carregadas que exibe comportamento coletivo. A medida
que as particulas se deslocam, elas podem gerar concentragoes locais de cargas po-
sitivas e negativas, criando campos elétricos, correntes e campos magnéticos. Tais
campos afetam o movimento de outras cargas que se encontram distantes das per-
turbagoes iniciais. As perturbagoes de campos se propagam na forma de ondas. Um
gas ionizado é chamado de plasma se possui suficientes cargas livres para influenciar

propriedades relevantes do meio [28,29].

A energia do Sol é proveniente de fusdes nucleares de nicleos de hidrogénio, gerando
nucleos de hélio. Uma combinacao de processos radioativos e convectivos transporta
a energia produzida durante o processo de fusao para a superficie visivel do Sol, onde
a energia € irradiada para o espago. A maior parte desta energia é irradiada na forma
de radiagao eletromagnética, mas fluxos de particulas (neutras e ionizadas) também
sao ejetados para o meio interplanetario, através do wvento solar. Estas particulas
escapam ao longo de linhas de campo magnético a velocidades que variam aproxi-
madamente entre 250 e 1000 km/s. Além do vento solar, outros fenémenos podem

gerar a emissao de particulas e energia pelo Sol, tais como as explosoes solares, que
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se verificam como liberacoes bruscas de enormes quantidades de energia e matéria.
Muitas das particulas lancadas no espaco atingem a Terra horas depois, afetando o
campo magnético terrestre e podendo causar bloqueios de telecomunicacoes, dani-

ficar componentes eletronicos em satélites e afetar sistemas de navegacao [29,30,31].

Observagoes das regioes ativas solares e do vento solar revelam que os plasmas nestas
regioes sao dominados por ondas e instabilidades [32]. Em especifico, flutuagoes de
baixa freqiiéncia no campo magnético e na velocidade do plasma medidas no vento
solar sao, em geral, altamente correlacionadas, o que tem levado a sugestao de que as
flutuagoes sao geradas por ondas de Alfvén [33,34,35]. Ondas de Alfvén sdo modos
1

de baixa freqiiéncia cuja relacao de dispersao’ é

w=kva, (1.1)

onde o numero de onda k é o médulo do vetor de onda k paralelo ao campo magnético
ambiental homogéneo By e v4 é a velocidade de propagacao da onda, chamada de

velocidade de Alfvén, e definida por [29]

il (1.2)
Vag = s .
VAT po
onde By é o médulo do campo magnético homogéneo e py = n.me + n;m; é a

densidade média do plasma. n.m. e n;m; sao as densidades de elétrons e de ions,
respectivamente. Como a massa de um elétron é muito menor do que a massa de um
ion (m. < m;), a velocidade de Alfvén ¢é basicamente determinada pela densidade
de ions e pelo campo magnético ambiental [36]. Pode-se demonstrar que nas ondas

de Alfvén verifica-se a relacao [35,37]

b
v = NZTTo (1.3)

onde 0v e b = 0By sao perturbacoes da velocidade de propagacao e do campo

magnético ambiental, respectivamente. Assim, dv e 0B( sao paralelos e propor-

Lexpressao relacionando freqiiéncia e ntiimero de onda
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FIGURA 1.1 - Vinte e quatro horas de dados do campo magnético e da velocidade
do plasma medidas pela sonda Mariner 5, demonstrando a presenca
de flutuacoes Alfvénicas no meio interplanetdrio. As seis primeiras
curvas sao médias das variacoes das componentes da velocidade
(vg,vr,vn) em km/s (linhas diagonais) e do campo magnético
(br,br,by) (linhas verticais e horizontais), medidas a cada 5.04
min. As duas curvas inferiores representam a intensidade média
do campo magnético ambiental (B) e a densidade de prétons (N).

FONTE: [33] (p. 3537).

cionais, o que implica que o plasma se propaga ao longo das linhas do campo
magnético, oscilando junto com as linhas de forga. A Figura 1.1, extraida de Belcher
e Davis [33], mostra, componente a componente, a alta correlagao entre o vetor de
flutuagdes da velocidade média do plasma (vg, vr,vy) com o vetor de flutuagoes do
campo magnético homogéneo (bg, br, by) no vento solar, demonstrando a existéncia

de flutuacoes Alfvénicas.

A Figura 1.2 mostra um exemplo de dados do vento solar obtidos no dia 12 de

maio de 2003 pelo o satélite “Advanced Composition Explorer” (ACE). Os dados
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FIGURA 1.2 - (a) Variacdo temporal intermitente da velocidade média do vento
solar; (b) variacao temporal intermitente de uma das componentes

vetoriais do campo magnético.

consistem de médias do médulo da velocidade do vento solar (Figura 1.2(a)) e de uma
das componentes do campo magnético (Figura 1.2(b)), calculadas a cada minuto.
Estes dados podem ser acessados no sitio do “Space Environment Center” (SEC)
<http://sec.noaa.gov/ace/>. Nota-se que as séries sao intermitentes, sendo
caracterizadas por fases em que as oscilagoes sao de baixa amplitude, intercaladas
por fases mais curtas em que ocorre grande variabilidade, com picos maiores. Em

geral, os dados medidos no vento solar sao altamente intermitentes [38].

Percebe-se pelas Figuras 1.1 e 1.2 que v e b nao refletem necessariamente o compor-
tamento de ondas peridédicas, mas sao apenas perturbacoes que se propagam. Em

geral estas perturbagoes se apresentam de maneira fortemente erratica, e revelam
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espectros de poténcia continuos e com leis de poténcia caracteristicas de regimes tur-
bulentos. Para uma revisao sobre turbuléncia Alfvénica no vento solar baseada em
dados observacionais pode-se consultar os trabalhos de Marsch e Tu [39] e Goldstein

et al. [34].

Os mecanismos responsaveis pela evolucao nao-linear de ondas de plasma no ambi-
ente espacial ainda nao sao bem compreendidos. Alguns trabalhos tedricos tém se
apoiado na teoria de sistemas cadticos para explicar a evolugao dinamica de ondas
de Alfvén, sendo que a maioria deles se baseia em solugoes da equagao Schrodinger
nao-linear derivativa (DNLS). Em Ghosh e Papadopoulos [40], estudos conduzidos
com solugoes espaco-temporais revelaram mecanismos de transicao de ordem para
caos via seqiiéncias de bifurcagoes de duplicagao de periodo. Buti [41] reportou como
solugoes espaco-temporais cadticas dos campos magnéticos obtidas com a equagao
DNLS apresentam espectros com leis de poténcia muito semelhantes a dados de
observagoes do vento solar apresentados por Bavassano et al. [42]. Hada et al.
[43] e Chian et al. [44,45] utilizaram um modelo de baixa dimensao para mostrar
como solugoes estacionarias da equacao DNLS podem evoluir para comportamento
caotico e intermitente. Transicoes para caos deterministico via crises em plasmas

foram também estudadas em outros modelos de alta dimensao [7,46].

Diversos trabalhos baseados na analise de dados observacionais tém procurado con-
firmar os resultados tedricos, que sugerem a possibilidade de existéncia de caos de-
terministico por tras dos processos que ocorrem na conexao Sol-Terra. Medidas de
caoticidade e dimensao de atratores obtidas a partir de séries temporais de variagoes
do campo magnético na magnetosfera terrestre e no vento solar, apés uma filtragem
do ruido, sugerem a existéncia de atratores cadticos de baixa dimensao [47,48,49].
Athanasiu e Pavlos [50] analisaram dados magnetosféricos, comparando-os com o
comportamento do modelo de Lorenz com ruido, concluindo que os dados magne-
tosféricos apresentam comportamento similar a um sistema cadtico com atrator de
baixa-dimensao fortemente perturbado por ruido externo. Sorriso-Valvo et al. [51]

usaram um modelo cadtico com um termo estocdstico para o estudo de intermiténcia
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em plasmas, mostrando que, da mesma forma como em dados do vento solar, o com-
portamento intermitente se manifesta nas funcoes de distribuicao de probabilidade
para flutuagoes de velocidade, na forma de um comportamento nao-Gaussiano em
escalas pequenas. Embora nao seja possivel afirmar que as flutuagoes erraticas ob-
servadas no mundo real sejam simplesmente uma manifestacao de caos de baixa
dimensao, em todos os casos mencionados o comportamento observado na natureza
parece ser resultado de um processo deterministico em conjunto com componentes
estocdsticos, e o estudo de sistemas dinamicos pode levar a uma melhor compreensao

dos mecanismos responsaveis pela transicao de ordem para caos.

1.2 Estrutura da Tese

Esta Tese esta dividida da seguinte maneira: o capitulo 2 contém conceitos tedricos
sobre sistemas dinamicos. Leitores familiarizados com a area podem dispensar a
leitura seqiiencial deste capitulo, usando-o apenas como referéncia para consultas.
O capitulo 3 descreve alguns dos algoritmos mais utilizados na andlise de sistemas
cadticos. Sua leitura é de interesse maior para aqueles que desejam implemen-
tar as técnicas utilizadas nesta Tese. Recomenda-se em especifico a leitura da
Secao 3.3, uma vez que os algoritmos para célculo de selas cadticas serao refer-
enciados com freqiiéncia nos capitulos 4 e 5. O capitulo 4 descreve a anélise de
sistemas dinamicos de baixa dimensao, onde foi utilizado o modelo para solugoes
estacionarias da equagdo DNLS primeiramente apresentado por Hada et al. [43]. O
capitulo é dividido em duas partes principais. Na primeira, um estudo de transicoes
para caos Alfvénico introduz as técnicas classicas de caracterizagao de crises usando
solucoes periddicas instdaveis. Na segunda parte é fornecida uma explicacao detal-
hada de como obter selas cadticas neste sistema, sendo mostrado como conjuntos
caoticos atrativos e nao-atrativos interagem entre si. Em particular, é mostrado
como um atrator fortemente cadtico, gerado apds uma crise interior pode ser de-
composto em duas selas cadticas dinamicamente conectadas por um conjunto de
solugoes periodicas instaveis criadas apds a crise. E discutida a implicacao deste

acoplamento entre duas selas cadticas para a dinamica intermitente observada apds
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a crise. No capitulo 5 as técnicas de analise introduzidas no capitulo 4 sao estendi-
das para um problema de alta dimensao dado pela equacao Kuramoto-Sivashinsky
(KS). A equacao KS é uma EDP nao-linear homogénea de quarta ordem muito uti-
lizada no estudo de sistemas dinamicos de alta dimensao (ver, por exemplo, Hyman
e Nicolaenko [2]). Este capitulo apresenta resultados inéditos sobre a caracterizacao
de uma crise homoclinica em alta dimensao. No capitulo 6 sao apresentadas as
conclusoes, com sugestoes para futuros trabalhos, incluindo comentarios sobre a
possibilidade do uso de técnicas de analise de séries espaco-temporais para prob-
lemas mais complexos. Estas técnicas sao descritas no Apéndice A, que contém

também alguns resultados preliminares.
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CAPITULO 2

CONCEITOS FUNDAMENTAIS

2.1 Sistemas Dinamicos

Sistemas dindmicos sao sistemas que variam deterministicamente com o tempo [52].
Isto implica que os estados do sistema em um determinado instante de tempo sao
obtidos a partir dos estados anteriores, de acordo com uma regra deterministica de

evolugao.

Um sistema dinamico é constituido por um conjunto de wvaridveis de estado, uma
relagao deterministica ou regra dinamica e um conjunto de parametros de controle.
O conjunto de variaveis de estado forma um espaco denominado de espaco de fase,
com a dimensao do espaco sendo definida pelo nimero de varidaveis de estado. Um
estado do sistema ¢é definido pelo valor das variaveis de estado num dado instante
de tempo. A regra dinamica relaciona de forma tnica o estado atual com o estado
no instante anterior. Os parametros de controle sao responsaveis pela configuracao
da regra dinamica. A evolucao temporal do sistema representada no espaco de fase

é definida como trajetéria ou drbita [9,53,54,55].

Um exemplo de sistema dinamico é um sistema de equacgoes diferenciais ordinérias,

U fix, 1), (2.1)

onde x(t) é um vetor n-dimensional e f é uma fungao vetorial n-dimensional de x e ¢.
Se f nao depender explicitamente da variavel independente ¢, o sistema é chamado
de autonomo. Para as defini¢oes que se seguem, serao considerados apenas sistemas
autonomos, uma vez que qualquer sistema nao-autonomo pode ser convertido em

um sistema auténomo [56]. Outro exemplo de sistema dinamico é um mapa. Um
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mapa ¢ uma equacao do tipo

xi1 = f(xy), (2.2)

onde o tempo t ¢é discreto e inteiro [55].

Em geral, o comportamento de uma oérbita pode ser dividido em dois estagios: um
transiente inicial e um regime. O regime consiste de um conjunto no espacgo de
fase para o qual a orbita de uma condicao inicial xy converge assintoticamente,
apos a fase transiente. As caracteristicas deste conjunto dependem de propriedades
intrinsecas ao sistema. Em sistemas Hamiltonianos (conservativos), volumes no
espaco de fase sao preservados pela evolucao no tempo. Se forem calculadas as
trajetérias de todos os pontos em um subvolume 0V do espaco de fase, 0V pode
ser distorcido com o tempo, mas seu volume permanece constante. Em sistemas
dissipativos, subvolumes diminuem com o tempo. Os subvolumes 6V tendem a zero
quando t — oo. Isto significa que os pontos convergem para conjuntos atratores com
volume zero no espago de fase [4,55]. Nem todas as condigoes iniciais convergem,
necessariamente, para o mesmo atrator. Se o sistema possui mais de um atrator,
cada um deles possui uma bacia de atracao propria. Uma bacia de atracao de um

atrator A é o conjunto de todas as condic¢bes iniciais cujas orbitas convergem para

A [4,55].
2.2 Mapas

Muitas vezes sistemas dinamicos sao estudados por meio de mapas. A seguir sao

dadas definicoes que serao usadas em secoes posteriores.

2.2.1 Mapas Inversiveis

Um mapa f: X — Y é um-para-um se nao existirem dois pontos em X que sao

mapeados para o mesmo ponto em Y.

Um mapa um-para-um ¢ também chamado de inversivel. O mapa inverso, quando

existir, é caracterizado pelo fato de que f(x) = y se e somente se x = £ '(y), onde
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f~! denota o mapa inverso [54].
2.2.2 Difeomorfismo

Seja f: X — Y um mapa continuo e com derivadas de todas as ordens. O mapa f
é um difeomorfismo se for inversivel e se o mapa inverso ' : Y — X também for

continuo e possuir derivadas de todas as ordens [54].
2.2.3 Mapas de Poincaré

Um sistema dinamico descrito por equagoes diferenciais pode ser relacionado a um
mapa através da construcao de um mapa de Poincaré. Considere-se o seguinte

sistema dinamico

X = f(x), (2.3)

X(t = O) = Xp,

onde x € R” e o ponto denota derivada com relacao a variavel temporal . O fluxo
¢ da equagao (2.3) é definido como sendo uma fungao de ¢ e Xy que representa a
solugao do sistema. Assim, ¢;(Xg) € a solugao de (2.3) para uma condicao inicial xg

apdés um tempo t.

Considere um conjunto de hipersuperficies > = {¥, k € Z}, cada uma com di-
mensao n — 1 e transversal ao fluxo ¢; da equagdo (2.3). Seja 7 uma trajetéria
do fluxo ¢;(x¢) que cruza sucessivamente o conjunto de hipersuperficies, gerando
o conjunto de pontos S, = {...,X;_1,X;,Xj41,...}. O mapa P : Y — Y tal que
P(x;) = x;41 ¢ chamado de mapa de Poincaré [57).

Um exemplo de mapa de Poincaré é dado na Figura 2.1, onde uma érbita C' cruza
uma superficie de Poincaré S definida pelo plano x3 = constante. Iniciando com

um ponto Xg, segue-se a solucao da orbita de xy até que esta cruze a superficie de

Poincaré em um dado sentido. Na Figura 2.1 sao marcados os pontos em que a

33



FIGURA 2.1 - Mapa de Poincaré para um sistema tridimensional. Sao registrados
os pontos em que a orbita C cruza o plano de Poincaré de cima
para baixo.

FONTE: [54] (p. 49).

6rbita cruza o plano S de cima para baixo, como nos pontos A e B. Estes pontos
sao chamados de pontos de Poincaré. Neste exemplo, P(A) = B, onde P(A) denota
a acao do mapa de Poincaré P sobre o ponto A. Esta técnica permite a reducao
de um sistema de equagoes diferenciais ordinarias de dimensao n para um mapa de

dimensao n — 1, mantendo grande parte da dinamica presente no sistema original

[54,58].

2.3 Conjuntos Limite

Seja f : X — Y um mapa e seja xy uma condicao inicial. O conjunto w—limite da

érbita {f"(xg)} é o conjunto
w(xp) = {x: para todo N e € existe n > N tal que [f"(xq) — x| < €}.

Ou seja, um conjunto w-limite, ou simplesmente conjunto limite, é o conjunto de

pontos para os quais a érbita retorna arbitrariamente préxima, infinitas vezes [54].
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Para um sistema de tempo continuo, um ponto x € R" estda no conjunto w-limite,
w(xp), da solucdo ¢.(x¢) se existir uma seqiiéncia de pontos ao longo da érbita de xq
que converge para x quando t — oo [54]. Pode-se formular uma defini¢ao semelhante
para um sistema com tempo reverso. Um ponto x € R" estd no conjunto a-limite,
a(xg), da solucao ¢(xg) se existir uma seqiiéncia de pontos ao longo da dérbita de

Xy que converge para x quando ¢t — —oo.

Um conjunto limite L é chamado invariante se a evolucao temporal de todos os

pontos de L permanece em L quando t — oo e quando ¢t — —oo [25].

2.3.1 Atratores

Um atrator é um conjunto w-limite que atrai um conjunto de condigoes iniciais
com medida diferente de zero (medida nao-nula para comprimento, area ou volume,
dependendo se a dimensao do espago de fase for um, dois ou maior). Este conjunto

de condigoes iniciais ¢ a bacia de atragao [54].

Conjuntos de medida zero: Um conjunto tem medida zero se para qualquer € > 0
o conjunto pode ser coberto por uma uniao contavel de intervalos de tal forma que a
soma do comprimento dos intervalos ¢ menor do que €. Para conjuntos em um espaco
Cartesiano n-dimensional, usa-se a defini¢cao andloga de um conjunto de medida zero:
para qualquer € > 0 o conjunto pode ser coberto por uma uniao contavel de cubos
n-dimensionais cujo volume total é menor do que € [21]. Um conjunto é contével se
seus elementos podem ser colocados em uma relagao de um-para-um com o conjunto

de nimeros naturais [54].

2.3.2 Pontos Fixos

Os conjuntos limite podem apresentar diferentes tipos de comportamento dinamico.
O comportamento mais simples que pode ocorrer é verificado sobre um ponto fixo
ou ponto de equilibrio. Um ponto fixo é uma solucao constante para as equagoes
do sistema. Para um sistema continuo no tempo, o ponto de equilibrio é verificado

quando a taxa de variagdo no tempo da varidvel dependente é nula. Seja ¢;(x) o
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fluxo do sistema. Se X é um ponto fixo, ¢;(X) = X para todo t.

Para um mapa, um ponto fixo é um ponto no espaco de fase que é idéntico a sua
prépria imagem [52]. Em termos da equag@o (2.2), isto equivale a dizer que, se X é

um ponto fixo para um mapa f, entao f(X) = x.
2.3.3 Orbitas Periédicas

Uma érbita é chamada periddica se ela repete, de maneira exata, seu comportamento
apds a passagem de um intervalo fixo de tempo [52]. Uma solugdo ¢y(x) de um
sistema continuo autéonomo é periddica se ¢¢(x) = ¢y r(x) para todo t e paraum 7' >
0 minimo, chamado de periodo. No espaco de fase, érbitas peridédicas se apresentam
na forma de curvas fechadas. Se uma Orbita periddica possui uma vizinhanca que

nao contém nenhuma outra solugao periddica, ela é chamada de ciclo limite [56].

Para um mapa f, uma orbita periddica é formada por pontos peridédicos x, que

satisfazem a relagao
I (x) = x, (2.4)

onde n > 0, e fi"! (x) representa a n-ésima iteracao da condigao inicial x sob o mapa
definido por f, por exemplo, f¥(x) = f(f(f(z))). O menor n tal que fI"l(x) = x é

chamado de periodo minimo.
2.3.4 Orbitas Quasiperiodicas

Orbitas quasiperiodicas podem ser representadas como uma combinacgao de érbitas
periédicas com freqiiéncias incomensuraveis. Considere-se a transformada de Fourier

de uma érbita periddica ¢y (x) = (%),

flw) = /O:o ¢1(x) exp(iwt)dt.

f (w) consiste de picos localizados em freqiiéncias multiplas de uma freqiiéncia fun-

damental 2 = 27/T. Um movimento quasiperiédico pode ser expresso como uma
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combinagao de movimentos periddicos de diferentes freqiiéncias fundamentais e in-
comensuraveis entre si. O fato destas freqiiéncias serem incomensuréaveis significa
que nenhuma das freqiiéncias €2; pode ser expressa como uma combinacao linear das
demais usando coeficientes que sao numeros racionais. Em outras palavras, uma

relagao do tipo

mlﬁl + mgQg + ...+ mNQN =0 (25)

nao pode ser escrita usando somente coeficientes m; inteiros, com excecao da solugao

trivial m; = mgy = ... = my =0 [21].

Orbitas quasiperiodicas situam-se sobre toros com dimensao definida pelo ntimero
de freqiiéncias fundamentais. Uma érbita quasiperiédica com duas freqiiéncias fun-
damentais situa-se em um toro-2 S? := S! x S!, onde cada S! representa uma das
freqiiéncias fundamentais, como mostrado na Figura 2.2. A trajetéria é periddica
na direcao w; com periodo S; e na direcao ws com periodo S3. Se S; e Sy forem
comensuraveis, existe um par de inteiros p e ¢ tais que pS; = ¢S>. Apds um tempo
pSi a trajetoria se fecha, uma vez que completa exatos p ciclos na primeira direcao e
q ciclos na segunda. Neste caso, a 6rbita forma um ciclo limite com periodo pS;. En-
tretanto, quando 57 e Sy sao incomensuraveis, nao existem tais p e ¢, e a érbita nunca
se fecha, eventualmente se aproximando de cada ponto sobre a superficie toroidal. O
nimero de rotacao (“rotation number”) é definido como o niimero médio de rotagoes
executadas pela orbita na menor direcao para cada rotacao executada na direcao

maior,

R: Ql/QQ.

Quando R é irracional, o movimento é quasiperiédico; caso contrario, o movimento
¢ periédico [56,21]. A Figura 2.3(a) mostra uma érbita quasiperidédica de duas
freqiiéncias sobre um toro em um espago de fase tridimensional. A Figura 2.3(b)

mostra uma érbita periédica com um numero de rotagao R = 3.
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FIGURA 2.2 - Comportamentos quasiperiédicos ocorrem sobre um toro S! x S*.
Cada S! representa um componente periddico.

FONTE: [56] (p. 18).

@ =

FIGURA 2.3 - (a) Representacao de trecho de uma drbita quasiperiédica sobre um
toro em um espaco de fase tridimensional. A érbita percorre toda
a superficie do toro e jamais se fecha. (b) Uma drbita periddica

com numero de rotacao R = 3.

FONTE: [21] (p. 189).
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2.3.5 Orbitas Cadticas

Além de pontos fixos, orbitas periddicas e quasiperiddicas, sistemas dinamicos po-
dem apresentar érbitas confinadas irregulares que nao se encaixam em nenhuma
destas categorias. Tais dérbitas receberam o nome de cadticas. Uma definicao for-
mal de sistemas cadticos é fornecida por Devaney [58]. As definigoes a seguir foram

formuladas para mapas representados por uma funcao f.

Seja X um conjunto e Y um subconjunto de X. O conjunto Y é denso em X se, para
cada ponto x € X, existe um ponto y no subconjunto Y arbitrariamente proximo

de z.

f. J — J é transitivo se para qualquer par de conjuntos abertos U,V € J existe

k>0 tal que f9(U) NV # 0.

f . J — J possui sensibilidade a condicoes iniciais se existe o > 0 tal que, para

qualquer x € J e qualquer vizinhanca N de x, existe y € N e n > 0 tal que

7 (x) — £7)(y)[ > 0.

Seja V' um conjunto. f: V. — V é cadtico em V se
e Pontos periddicos formam um conjunto denso em f;
e f ¢ transitivo;
o f apresenta sensibilidade a condigoes iniciais.

2.3.5.1 Atratores Caoticos

Considere um ponto x pertencente a uma Orbita cadtica. Se x pertence ao seu
préprio conjunto w—limite, w(x), entao w(z) é chamado de conjunto cadtico. Se o

conjunto cadtico for também um atrator ele denomina-se atrator cadtico [54].
2.4 Estabilidade

Um ponto fixo X é estdvel se para toda vizinhanga N de X existe uma vizinhanga N;

de x, contida em N, tal que para toda condicao inicial xq em Ny, a trajetoria de xg
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FIGURA 2.4 - Pontos de equilibrio mostrando quatro diferentes tipos de estabili-
dade. (a) Estavel mas nao assintoticamente estavel; (b) assintoti-
camente estavel; (c¢) repulsor; (d) ponto de sela.

FONTE: [56] (p. 57).

permanece em N para todo t > 0. Caso contrario, X é instdvel. X é assintoticamente
estdvel se for estavel e atrator. Um ponto fixo instavel X é repulsor se existir
uma vizinhanca N de X tal que a trajetéria de todo xg em N, excetuando-se X,
eventualmente abandona N. Se houver pelo menos um ponto xy em N cujo conjunto
w-limite, w(Xg), é X e pelo menos um ponto yo em N cujo conjunto a-limite, a(yy), é
X, o ponto fixo x é chamado de ponto de sela [54]. Estes quatro tipos de estabilidade
sao ilustrados na Figura 2.4, onde a origem é um ponto fixo e as setas indicam o

comportamento de érbitas em sua vizinhanca.
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2.4.1 Estabilidade de Pontos de Equilibrio

Seja um sistema de equacgoes diferenciais ordinarias e lineares representado em

notacao matricial por
x = Ax (2.6)

onde x é um vetor de varidveis e A é uma matriz quadrada. Uma vez que o lado
direito da equacgao 2.6 é um vetor nulo quando x = 0, a origem é um ponto fixo
ou de equilibrio para 2.6. Se os autovalores da matriz A forem distintos, a solucao

geral do sistema definido pela equacao 2.6 é dada por [59]
x(t) = c1eMivy 4+ -+ ey, (2.7)

onde \q,...,\, sao os autovalores distintos e nao-degenerados da matriz A; vy,...,v,
sao os autovetores correspondentes, e cq,...,c, sao constantes escolhidas de acordo
com as condicoes iniciais. Para um sistema linear, a estabilidade do ponto de
equilibrio é determinada pelos autovalores da matriz A. O ponto de equilibrio é
assintoticamente estavel se a parte real de todos os autovalores de A for negativa,
caso em que a equagao (2.7) tende a zero quando ¢ — oco. Se pelo menos um dos

autovalores de A possuir a parte real positiva, o ponto de equilibrio é instavel [54,60].

Para determinar a estabilidade de um ponto de equilibrio X de um sistema nao-linear,
utiliza-se uma linearizacao em torno de X. Seja o sistema de equacoes diferenciais

nao-lineares dado pela equacao
x = f(x), (2.8)

onde onde x(t) é um vetor n-dimensional e f é uma fungao vetorial n-dimensional

de x. A aproximacao linear para f no ponto X é dada pela matriz Jacobiana de f

pt, = i

= B |- (2.9)
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Seja € uma pequena perturbacgao aplicada sobre a solugao X, de maneira que x= X+e.

O valor de f(x) pode ser aproximado por

f(x) = f(X + €) ~ Df(X)e. (2.10)

Sendo assim, a evolugao temporal de uma pequena perturbagao inicial dx(t = 0) = ¢

na vizinhanga de X é governada pela equagao

% ~ Df(x)ix(t), (2.11)

que é a mesma situagao do caso de sistemas de equagoes lineares (equagao 2.6).

Logo, o comportamento de 6rbitas iniciadas dentro de uma vizinhanca infinitésima
em torno do ponto X depende dos autovalores de Df(X). Se todos os autovalores
A; de Df(X) possuirem parte real negativa, entdo X é assintoticamente estével. Se
a parte real de pelo menos um dos autovalores for positiva, entao X é instavel
[4,54,60]. Se existem ¢ e j tais que Re()\;) < 0 e Re(\;) > 0, entao existe pelo
menos uma direcao de atracao e uma diregao de repulsao e X é chamado de ponto
de sela. Esta classificacao é valida para pontos fixos hiperbolicos ou nao. Um ponto
fixo X é hiperbdlico se nenhum dos autovalores de Df(X) possui parte real igual
a zero. Quando todos os autovalores de Df(X) possuem parte real nao-positiva e
existe pelo menos um autovalor com parte real igual a zero, nao é suficiente conhecer
Df(X), e termos de ordem mais alta precisam ser levados em conta para determinar

a estabilidade de (X) [54].

Quando os autovalores de Df(X) sao reais, os autovalores negativos indicam a taxa
de contracao préximo ao ponto fixo na direcao do autovetor associado. Autovalores
positivos indicam a taxa de expansao. Para o caso de autovalores complexos, a parte
real de \; fornece a taxa de contracao ou expansao de uma espiral sobre um plano

Re(v;) x Im(v;) e Im()\;) fornece a freqiiéncia de rotagao [56].
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2.4.2 Estabilidade de Orbitas Periédicas

Uma orbita periddica corresponde a pontos periddicos do mapa de Poincaré P. Para
uma Orbita de periodo K em P, qualquer ponto da orbita é um ponto fixo da K-
ésima iteragao do mapa P. Dessa forma, a mesma nomenclatura da secao anterior

pode ser usada para a discussao de estabilidade em 6rbitas periddicas.

Seja € uma pequena perturbacao aplicada sobre um ponto fixo X para um mapa de
Poincaré P, de maneira que x= X + €. O valor de P(X) pode ser aproximado pela
linearizacao de P em X, e a evolu¢do de uma perturbacao inicial 6x(0) = X + € é

dada pelo mapa linear
5Xk+1 = DP()‘()(SX;C (212)

Os autovalores m; de DP sao chamados de multiplicadores caracteristicos, ou mul-
tiplicadores Floquet (“Floquet multipliers”) da solucao periddica. Se m; for real, o
autovetor v; também é real e o multiplicador caracteristico indica a taxa de con-
tragao (se |m;| < 1) ou expansao (se |m;| > 1) préximo a X na dire¢ao de v; para
uma iteracao do mapa. Para o caso de autovalores complexos, a magnitude de m;
fornece a taxa de contragao (se |m;| < 1) ou expansao (se |m;| > 1) de uma espiral
sobre um plano Re(v;) x Im(v;) para uma iteracdo do mapa. De maneira geral, se
|m;| < 1 para todo m;, X é assintoticamente estével; se |m;| > 1 para todo m;, X
¢ um repulsor; se existem i e j tais que |m;| < 1 e |m;| > 1, entdo X é um ponto
de sela . Um ponto fixo X de um mapa P é chamado de hiperbdlico se nenhum
dos multiplicadores Floquet possui magnitude igual a 1. Vale notar que os valores
dos multiplicadores caracteristicos nao dependem da posi¢ao da secao de Poincaré
escolhida. Os autovetores, no entanto, dependem da posicao da secao de Poincaré

[56,61].
2.4.2.1 Equagao Variacional

E possivel provar [56] que os autovalores do mapa linear D P sdo um subconjunto dos

autovalores da matriz Jacobiana do fluxo do sistema. Seja X um ponto fixo do mapa
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de Poincaré P de um sistema de ordem n (n equagoes diferenciais ordindrias). Seja
¢ (X) o fluxo do sistema no instante 7', onde T é o tempo que a trajetéria iniciada
em X leva para completar um ciclo até retornar a X. Seja ®r(X) a Jacobiana do
fluxo no ponto X. Sejam {mq,...,m,_1,1} os autovalores de ®r(X). Entao os
autovalores de DP sao {my,...,m,_1}. ®7(X) sempre possui um autovalor igual a

1 correspondente ao autovetor tangente ao fluxo em X.

A Jacobiana do fluxo pode ser obtida integrando-se a equagao variacional.

Counsidere-se o sistema
x =f(x), x(t=0)=x (2.13)

com solugao ¢;(Xop), ou seja,

Pr(x0) = £(¢e(x0)),  ¢o(x0) = Xo. (2.14)

Diferenciando 2.14 com relacao a xg obtém-se

DXoét(XO) = Dxf(¢t(xo))on¢t(Xo)a on¢0(xo) =1 (2'15)

onde I é a matriz identidade de ordem n. Definindo ®;(X) := Dy, ¢¢(x0), pode-se

reescrever 2.15 como

,(x0) = Duf(¢(x0))Ps(x0),  Po(x0) =1 (2.16)

que é a equacdo variacional. A equacgao variacional € a linearizacao do campo vetorial
ao longo da trajetéria ¢y(xg). Uma vez que a equacdo variacional depende de ¢ e
de ®, ela pode ser resolvida integrando-a juntamente com as equagoes originais do
sistema

x f(x)

- (2.17)
D, f(x)®
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com as condigoes iniciais

x(t
(¢

0
= . (2.18)
0

2.4.3 Expoentes de Lyapunov

Os expoentes de Lyapunov quantificam a taxa de separagao ou aproximacao entre
orbitas vizinhas. Esta quantificacao pode ser obtida monitorando-se a evolucao de
um hiper-volume esférico de condicoes iniciais yqo distribuidas a uma distancia &
em torno de uma condigao inicial xg, de forma que |yp — Xo| < £9. Com o passar
do tempo o fluxo deforma a hiper-esfera, transformando-a em um objeto hiper-
elipsoidal com eixos principais ¢;(t), ¢ = 1,2,..., m, onde m é a dimensao do espago
de fase (Figura 2.5). Os expoentes de Lyapunov medem o crescimento exponencial
dos eixos principais €;(t) e sdo definidos por [61,62]

A = lim limllngi—(t), 1=1,...,m. (2.19)

t—ooeg—0 ¢ €0

Da equagao 2.19 obtém-se
gi(t) ~ et (2.20)
O volume da hiper-elipse num instante ¢ é dado por
SV (t) = H gi(t) (2.21)
Substituindo 2.20 em 2.21,
V (t) =0V (0)exp <§m: /\Z-t) . (2.22)
i=1

Quando 77", A; = 0, o volume nao se altera com o tempo, e o sistema ¢ conservativo.

Quando 7", A\; < 0, o volume diminui com o tempo e o sistema é dissipativo.
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FIGURA 2.5 - Evolucao de uma hiper-esfera com eixo €5 em uma hiper-elipse com
eixos €1(t) e ea(t).

FONTE: Adaptada de [61] (p. 140).

Na pratica, geralmente se obtém numericamente as taxas de contracao e expansao
e;(t)/eo dos eixos das hiper-elipses encontrando-se os autovalores das matrizes que
representam a linearizagao do fluxo na vizinhanca da érbita de xg, o que leva as

seguintes defini¢oes para o caso de sistemas continuos e discretos no tempo [56]:
Sistemas continuos no tempo

Sejam my(t), ..., m,(t) os autovalores de ®;(xo) para uma condigao inicial x¢ qual-

quer. Os expoentes de Lyapunov da érbita de xq sao
.1 .
Ai = lim ;ln]mi(t)], i=1,...,n (2.23)

quando o limite existir.

Sistemas discretos no tempo

Seja {xx}, k = 0,1,...,00 a drbita de uma condigao inicial X9 em um sistema
p—dimensional P de tempo discreto. Sejam my(k),...,m,(k) os autovalores de
DP*(xg). Os miimeros de Lyapunov de xq sdo

m; == lim |m;(B)|"*, i=1,...,p (2.24)

k—oo
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quando o limite existir. Os expoentes de Lyapunov correspondentes sao dados pelo

logaritmo dos ntimeros de Lyapunov

Ai = In(my) (2.25)

Em suma, a caracterizacao de atratores por meio de expoentes de Lyapunov é feita

conforme a relacao a seguir:

e Ponto fixo assintoticamente estavel: \; < 0 parai=1,...,p;

e Ciclo limite assintoticamente estavel: \y =0, e \; <0 parai=2,...,p;
e Toro-k: \y=--- N, =0,e \;<Oparat=k+1,...,p;

e Cadtico: Ay >0e > \; <O.

Note que para sistemas continuos um dos expoentes de Lyapunov é sempre nulo,
representando a taxa de variagao na direcao do fluxo. Sendo assim, a presenca de um
atrator cadtico sé é possivel em sistemas com, pelo menos, trés variaveis de estado.
Isto porque como um dos expoentes deve ser necessariamente positivo, e o expoente
associado a direcao do fluxo é sempre nulo, é necessario que haja pelo menos mais

um \; < 0 para garantir a condigao de dissipacao > \; < 0 [61].
2.5 Dimensoes

Ha muitas definicées de dimensao. A mais simples é chamada de contagem de caizas

(“boz counting dimension”), sendo definida como

In N(e)
d=lim —= 2.26
e—0 In(1/e€)’ ( )
onde imagina-se que o conjunto atrator no espago de fase é coberto por pequenos
cubos n-dimensionais com arestas de tamanho ¢, sendo n a dimensao do espaco de

fase. N(e) é o nimero minimo de tais cubos necessarios para cobrir o conjunto. Se

a dimensao do conjunto nao for um inteiro, o conjunto é chamado de fractal [55].
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Outra definicao de dimensao é fornecida pela dimensao de correlacdo. Esta dimensao
é definida para uma érbita de um sistema dinamico, nao para um conjunto geral [54].
Seja S = {x¢,X1, ...} uma 6rbita do mapa f sobre R". Para cada r > 0, a funcao de
correlagao (ou “correlation sum” segundo Kantz e Schreiber [63]) C(r) ¢é definida
como sendo a proporc¢ao de pares de pontos de érbita dentro de uma distancia » um

do outro

#{pares {wy, Wy} : Wi, Wy € Sy, |W; —wo| <7

C(r) = lim

N->oo #{pares {wy, Wy} : w1, wy € Sy}

(2.27)

onde Sy denota os primeiros N pontos da érbita S. A dimensao de correlacao da

orbita S é

d = 1im 220
=0 log(r)

se o limite existir.

Uma outra forma bastante usada para medir a dimensao de um conjunto cadtico é

a dimensao de Lyapunov. Seja K o maior inteiro tal que
K
> hi >0, (2.28)
i=1

onde hy > hy > ... > h,, sao os expoentes de Lyapunov de uma o6rbita S em R™. A

dimensao de Lyapunov Dy, da érbita é definida como [54]

0 se nao existir tal K
Dy, = K—i-mzifilhi se K <n (2.29)
n se K =n

2.6 Variedades Invariantes

Variedades sao um conceito extremamente importante na caracterizagao da dinamica
de sistemas de dimensao superior a 1. Entre outras coisas, elas desempenham papel

importante no aparecimento ou destruicao de atratores cadticos, ou na delimitacao
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de fronteiras entre bacias de atracao. A seguir sao apresentadas as defini¢oes formais

de variedades invariantes para sistemas continuos e para mapas.

2.6.1 Variedades em Sistemas Continuos no Tempo

Considere um sistema autonomo de ordem n com fluxo ¢; e seja X um ponto fixo
hiperbdlico do tipo sela. As variedades estavel e instavel locais de X, denotadas

respectivamente por W _(X) e W.(X), sao definidas por [64]

We(X) = {xe€Ul|pi(x) — X quando t — oo, e ¢y(x) € U,Vt > 0}, (2.30)

We.(X) = {xeUl|p(x) — X quando t — —o0, e ¢(x) € U,Vt < 0},

onde U C R" é uma vizinhanga do ponto fixo X. As variedades estaveis e instaveis

de X s@o obtidas por [64]

We(x) = L<J0¢t(Wzic(>'<)), (2.31)
W) = U e(Wi.(x).

O subespaco definido pelos v, autovetores de Df(X) cujos autovalores possuem parte
real negativa é chamado de subespaco estdvel, sendo denotado por E®. O subespaco
definido pelos v, autovetores de Df(X) cujos autovalores possuem parte real positiva
é chamado de subespaco instdvel, e é denotado por E*. Em uma vizinhanca suficien-

temente pequena de X, a variedade estével (instdvel) de X é tangente ao subespago

E* (E") de Df(X) em X (Teorema da variedade estavel, [64])

A Figura 2.6 ilustra as variedades estavel e instavel de um ponto fixo p em um espaco
de fase bidimensional. As linhas tracejadas representam os autovetores estavel (v*)

e instavel (v*) de Df(p). No ponto p as variedades sdo tangentes aos autovetores.
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FIGURA 2.6 - Ilustracao do teorema da variedade estavel. No ponto fixo p a
variedade estavel WW*° é tangente ao autovetor v°® e a variedade

instavel W* é tangente ao autovetor v* de Df(p).

FONTE: Adaptada de [54] (p. 402).

Note-se que partindo-se do ponto p pode-se considerar que cada variedade possui

dois ramos, um na direcao v>" e outro na diregao —v**.

Analogamente ao que ocorre com pontos fixos, érbitas periédicas também podem

possuir variedades. Seja v uma Orbita periddica e seja U alguma vizinhanca de ~;

define-se [64]

We.(v) = {xeUl|l¢(x) — | — 0 quando t — oo, e ¢ (x) € UVt > 0},

We(v) = {xeUll¢(x) — | — 0 quando t — —o0, e ¢ (x) € U, ¥Vt < 0}.

2.6.2 Variedades em Sistemas Discretos no Tempo

Seja f : R — R™ um difeomorfismo. Seja X um ponto fixo hiperbdlico de f. As

variedades de X sao definidas de maneira similar ao caso continuo, tomando unioes
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de iteracoes das variedades locais [64]

We.(%) = {xeU|f"(x) — % quando n — oo, e f!(x) € U,Vn > 0Y2.32)
WE (%) = {xeU|f"(x) = % quando n — oo, e fI7"(x) € U,¥n > 0},

onde U C R"™ é uma vizinhanca do ponto fixo X, e

We(x) = L>Jof (Wiee(X)), (2.33)
WHx) = L>Jof["](Wzﬁc(>"<))-

Semelhantemente ao caso continuo, em sistemas discretos, as variedades estaveis e

instaveis sao invariantes sob f.

No caso discreto, o subespaco estdvel E® é definido pelos v, autovetores de Df(X)
cujos autovalores possuem médulo < 1. O subespaco instavel E* é definido pelos v,
autovetores de Df(X) cujos autovalores possuem médulo > 1 [57,64]. Em uma vizin-
hanga suficientemente pequena de X, a variedade estével (instavel) de X é tangente

ao subespaco E* (E*) de Df(X) em X (Teorema da variedade estédvel).

No caso de uma 6rbita periddica de periodo k, as variedades estaveis e instaveis sao
definidas para cada ponto da érbita. As variedades sao tangentes aos subespacos do

ponto fixo correspondente do mapa f/ [57].

A definicao de variedades estaveis e instaveis para sistemas discretos pode ser apli-
cada a um mapa de Poincaré P de um sistema continuo. Seja v uma érbita periédica
de um fluxo ¢;. A érbita v é representada por um ponto fixo X no mapa de Poincaré
P, e a estabilidade de X para P reflete a estabilidade de v para ¢,. Neste caso, a var-
iedade estavel de X é tangente ao subespaco definido pelos v, autovetores estaveis, e

a variedade instavel é tangente ao subespacgo definido pelo v, autovetores instaveis,
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FIGURA 2.7 - Variedades estavel e instavel de um ponto fixo de um mapa de
Poincaré correspondem a secoes das variedades estéavel e instavel
da solucgao periodica I'.

FONTE: [56] (p. 147).

sendo que v, +v, =n — 1, onde n é a dimensao do espaco de fase. As orbitas de P
que encontram-se sobre W? e W*" sao formadas por interseccoes de orbitas do fluxo
¢y com a segdo de Poincaré [56,64]. A situacgao é ilustrada na Figura 2.7, onde T’
representa o ciclo limite, x* é o ponto de Poincaré definido pela interseccao de I'
com a segao de Poincaré ¥, e W"(x*) e W*(x*) sdo, respectivamente, as projegoes
das variedades instdavel (W*(I")) e estavel (W#(I")) do ciclo limite sobre a segao de

Poincaré.

2.6.3 Dimensao de uma Variedade

A dimensao de uma variedade estével (instdavel) de um ponto fixo X corresponde
a dimensao do subespago estavel (instavel) de Df(X) em X [54]. Por exemplo, a
Figura 2.6 mostra um ponto fixo em um plano, com apenas uma direcao estavel e
uma direcao instavel. Desta forma, as variedades tangentes aos subespacos estavel

e instdvel sdo unidimensionais (linhas).
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2.6.4 Cruzamentos Homoclinicos e Heteroclinicos

Uma variedade instéavel pode cruzar uma variedade estavel. Se ambas as variedades
pertencem ao mesmo ponto fixo X, a interseccao é chamada de homoclinica. O ponto
de interseccao é denominado ponto homoclinico. Pode ocorrer de a variedade estavel
de um ponto fixo X; cruzar a variedade instavel de outro ponto fixo X5. Neste caso,
o cruzamento das duas variedades é chamado de interseccao heteroclinica, e o ponto
de interseccao é chamado de ponto heteroclinico. O que nunca pode ocorrer é o

cruzamento entre duas variedades estaveis ou entre duas variedades instéveis [21].

A Figura 2.8(a) ilustra uma dérbita homoclinica, onde sdo mostradas trés iteragoes
posteriores e trés anteriores de um ponto homoclinico O. Nota-se que, por pertencer
a interseccdo de ambas as variedades, o ponto de interseccao (homoclinico ou het-
eroclinico) pertence tanto a variedade estédvel W?*(y) quanto & variedade instdvel
W*"() do ponto fixo 7. Recordando a defini¢do de variedades estéveis e instaveis,
a 6rbita f*1(0) de um ponto homoclinico O tende a v quando k — oo (pois O
encontra-se sobre W#()) e quando k& — —oo (pois O encontra-se sobre W(y)).
Isto implica que um ponto homoclinico é sempre mapeado para outro ponto ho-
moclinico, e sua 6rbita é chamada de érbita homoclinica. Na Figura 2.8(b) tem-se
uma ilustragao de érbitas heteroclinicas localizadas sobre os cruzamentos entre var-
iedades pertencentes a pontos de sela diferentes. Pontos de intersecgao entre W?*(~;)
e W"(~,) convergem para ; quando t — oo e para ye quando ¢ — —oo. Pontos
de interseccao entre W?*(~,) e W¥(y1) convergem para -, quando t — 0o e para 7

quando t — —oo. W*(y1) nunca cruza W#(y2) e W*(+1) nunca cruza W*(7ys).

Sempre que ocorre um cruzamento entre variedades, elas se cruzam infinitas vezes. E
possivel demonstrar que em tais casos existem orbitas cadticas presentes no sistema

[21,54)].
2.7 Selas Cadticas

Um conjunto invariante pode ser cadtico e nao-atrativo. Um conjunto cadtico in-

variante que nao é atrator nem repulsor é chamado de sela cadtica. O fato de ser
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FIGURA 2.8 - (a) Orbita homoclinica sobre os cruzamentos entre as variedades
estavel W*(~) e instdvel W*(y) de um ponto fixo ~; (b) Cruzamen-
tos heteroclinicos entre variedades estavel e instavel de dois pontos
de sela diferentes (71 e 72).

FONTE: [21] (p. 123).
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FIGURA 2.9 - Representacao de uma sela cadtica como a intersec¢ao de suas var-
iedades estavel W# e instavel W*.

FONTE: [13] (p. 200).

nao-atrativo implica que quase todas as trajetorias que encontram-se na vizinhanca
proxima da sela cadtica eventualmente se afastam da sela cadtica [65,66]. Nao ob-
stante, uma sela cadtica possui uma bacia de atracao de medida zero. Esta bacia
de atragao é chamada de variedade estavel da sela cadtica. A variedade estavel de
uma sela cadtica A é o conjunto de pontos que convergem para A quando o tempo
T — oo. A variedade instavel de A é o conjunto de pontos que convergem para A
em tempo reverso (¢ — —o0). A sela cadtica é formada pelas intersecgoes de suas
variedades estdvel e instavel [25,65], como ilustrado na Figura 2.9, onde os circulos

pretos representam pontos da sela cadtica.

2.7.1 Diferenga entre Atrator Cadtico e Sela Cadtica

Um conjunto cadtico contém um numero infinito de érbitas peridédicas instaveis
[21,67], com suas respectivas variedades instéveis e estdveis. Um atrator cadtico pode
ser considerado como sendo o fechamento das variedades instaveis destas orbitas

periédicas instaveis [21]. As variedades instdveis nunca se cruzam, e a diregdo em
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que elas se estendem determina a direcao de expansao do atrator. Analogamente,

as variedades estaveis determinam a direcao de contracao.

Da mesma forma como ocorre com um atrator cadtico, as variedades de uma sela
cadtica indicam as suas dire¢oes de expansao (diregao instavel) e contragao (dire¢ao
estavel). Para o caso de difeomorfismos em duas dimensoes, é possivel provar que as
selas cadticas possuem estrutura fractal ao longo de suas diregoes instaveis e estaveis
(suas variedades estavel e instdvel estao localizadas em conjuntos de Cantor [68]).
Os atratores cadticos, no entanto, possuem estrutura fractal ao longo das diregoes
estaveis, mas sao “suaves” ao longo das direcoes instaveis. Esta “suavidade” ao
longo das diregoes instaveis é a diferenca basica entre um atrator cadtico e uma
sela cadtica em um espago de fase de 2 dimensoes [69,70]. A Figura 2.10 ilustra
a diferenca entre os dois tipos de conjuntos cadticos, onde a direcao vertical é a
diregao de expansao e a dire¢do horizontal é a de contragdo. Na Figura 2.10(a), as
linhas horizontais e verticais representam, respectivamente, as variedades estavel e
instavel de uma sela cadtica, que se encontra na interseccao entre as linhas. Ambas
as variedades possuem uma estrutura fractal semelhante a um conjunto de Cantor
[21,54]. Esta estrutura fractal da origem a um conjunto de “intervalos”, ou espagos
vazios, entre os pontos de intersecgao que constituem a sela cadtica. A Figura 2.10(b)
representa um atrator formado por um conjunto fractal (no caso, um conjunto de
Cantor) de linhas verticais. Toda a regido na Figura 2.10(b) (uma regiao com area
nao-nula) é preenchida pelas foliagoes estaveis de pontos sobre o atrator, ou seja, por
pontos que convergem para o atrator a medida em que o mapa é iterado. Assim,
existe uma probabilidade nao-nula de que uma condicao inicial aleatéria convirja
para o atrator na Figura 2.10(b). No caso da sela cadtica na Figura 2.10(a), essa
probabilidade é zero, uma vez que a variedade estavel, ou equivalentemente, a bacia
de atragao da sela cadtica possui medida zero e uma condicao inicial precisaria estar
exatamente sobre uma das linhas horizontais para que pudesse convergir para a sela
cadtica. Por essa razao, a sela cadtica é nao-atrativa. Este mesmo argumento se

estende para mapas de dimensao arbitraria, desde que as variedades instaveis sejam
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unidimensionais [69,70].

FIGURA 2.10 - Representagao esquematica de uma regiao contendo uma sela
cadtica (a) e de um atrator caético (b) para um mapa de duas
dimensoes. Em ambas as figuras a direcao horizontal é a de con-
tragao e a vertical é a diregao de expansao. A sela cadtica em (a) é
a intersecgao entre um conjunto fractal de linhas horizontais (var-
iedade estdvel) com um conjunto fractal de linhas verticais (var-
iedade instdvel), algumas das quais sdo mostradas na figura. O
atrator em (b) é um conjunto fractal de linhas verticais. As linhas
horizontais que contém pontos que convergem para pontos sobre o
atrator cobrem toda a regidao mostrada em (b).

FONTE: [70] (p. 5351).

2.8 Bifurcacgoes

Bifurcagoes sao mudancas qualitativas que ocorrem no comportamento dinamico
de um sistema ao se variar um ou mais parametros de controle. Tais mudancas
estao ligadas a uma mudanca do comportamento topolégico do sistema do sistema
[56,61,64,71]. De forma simplificada, um sistema é dito estruturalmente estével
quando perturbacoes infinitésimas nao alteram o comportamento qualitativo das
suas solucoes. Suponha que para um determinado valor do parametro de controle a,
o sistema apresente um atrator periddico de periodo 2. Se apds pequenas variagoes
em a as solugoes ainda sao atraidas para o atrator de periodo 2, o sistema é estrutu-

ralmente estavel. Exemplos de perda de estabilidade estrutural incluem mudancas

o7



na estabilidade de um conjunto limite ou a criagao ou desaparecimento de um con-
junto limite. A seguir sao comentados alguns dos tipos mais comuns de bifurcagoes.
As definicoes sao exemplificadas considerando-se que a. é o ponto de bifurcacao e
que a é variado da esquerda para a direita (Giniciar < @c < Gfina). Na prética, para
um dado sistema, é possivel que os comentarios se apliquem quando o parametro é
variado da direita para a esquerda, ou seja, a bifurcacao ocorre para a < a. em vez

de a > a..

2.8.1 Bifurcagao Sela-No6

Na bifurcacao sela-né um par de pontos fixos ou periédicos, um estavel e outro
instavel, coalescem e depois desaparecem. Para a < a. existe um ponto estavel e
outro instavel. Em a = a. os dois pontos coalescem em um ponto nao-hiperbdlico.
Para a > a. os pontos fixos nao existem mais. O nome bifurcacao sela-no6 se refere
ao fato de que para sistemas de duas ou mais dimensoes no espaco de fase, o ponto
instavel criado proximo de a. é chamado de ponto de sela e o ponto estavel é chamado

de no.

2.8.2 Bifurcagao Hopf

A bifurcagcdao Hopf ocorre quando um ponto de equilibrio do sistema muda de estavel
para instavel e um ciclo limite é criado. As bifurcacoes Hopf podem ser supercriticas
ou subcriticas. No caso de bifurcacoes supercriticas, para a < a. o sistema possui
um ponto de equilibrio estavel. A matriz Jacobiana do sistema calculada sobre o
ponto de equilibrio possui um par de autovalores que sao complexos conjugados.
Em a = a. os autovalores sao puramente imaginarios e o equilibrio torna-se nao-
hiperbdlico. Para a > a. o ponto de equilibrio é instavel e um ciclo limite estavel é
criado. Nas bifurcagoes subcriticas, um ponto de equilibrio instavel torna-se estavel

e um ciclo limite instével é criado [9,56].
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2.8.3 Bifurcagao de Duplicagao de Periodo

Em uma bifurcagao de duplicacao de periodo uma érbita periddica estavel de periodo
k existe em a < a.. Para a > a. esta érbita perde estabilidade e uma orbita estavel

de periodo 2k ¢ criada.

2.9 Crises

As bifurcagbes mencionadas na secao anterior envolvem a criacdo e mudanca de
estabilidade de pontos fixos e orbitas periddicas, sendo por isso chamadas de bi-
furcacoes locais. Outros tipos de mudancas, conhecidas como bifurcacoes globais,
podem ocorrer a medida em que um parametro do sistema é variado, envolvendo
alteragoes descontinuas de grande escala na configuracao topoldgica do sistema. Em
Grebogi et al. [24,72], algumas destas mudancas foram estudadas extensivamente
para mapas em uma e duas dimensoes, sendo chamadas de crises. Crises sao oca-
sionadas pela colisao entre um atrator cadtico e um ponto fixo ou orbita peridédica
instavel coexistente, ou equivalentemente, com sua variedade estavel. As mudancas

ocorridas apés uma crise podem ser de trés tipos [21,73]:

Destrui¢ao do atrator (crise de fronteira). Seja a um parametro de controle do
sistema, e a. o valor critico de @ no momento da crise. Suponha que para a < a. o
sistema possua um atrator cadtico. Quando a é aumentado de forma que a > a., o
atrator e sua bacia de atragao sao subitamente destruidos. Este tipo de crise ocorre
quando o atrator cadtico colide com uma orbita peridédica instavel que encontra-se
sobre a fronteira entre a bacia de atracao do atrator cadtico e a bacia de outro

conjunto atrator.

Ezpansao do atrator (crise interior). Para a < a., existe um atrator cadtico no
espaco de fase. Quando a ultrapassa o valor critico a., o atrator colide com uma
orbita periddica instavel e subitamente se expande, ocupando uma regiao maior no
espacgo de fase. Neste tipo de crise, a érbita periddica com a qual o atrator colide
encontra-se no interior da bacia de atracao do atrator cadtico e pertence a uma sela

cadtica que coexiste com o atrator cadtico para a < a.. Logo, uma crise interior é
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marcada pela colisao de um atrator cadtico com uma sela cadtica no interior de sua

bacia de atracao [20,67,74,75,76].

Uniao de atratores. Para a < a. existem dois atratores cadticos, cada um com uma
bacia de atracao propria. A medida em que a aumenta, os dois atratores aumentam
de tamanho e no ponto da crise (a = a.) eles simultaneamente tocam a fronteira
que separa as duas bacias (em a = a. os atratores colidem também com érbitas

periddicas instaveis que se encontram sobre a fronteira entre as bacias).

Na Figura 2.11 sao mostrados dois diagramas de bifurcacao que ilustram varias das
mudancas que podem ocorrer em um sistema dinamico ao se variar um parametro
de controle. As Figuras referem-se ao mapa quadratico z,; = C' — 22, onde C' é o
parametro de controle. Um diagrama de bifurcagao pode ser construido variando-se
C' e exibindo os valores de x para cada valor de C' apds descartar um transiente
inicial. Na Figura 2.11(a), uma bifurcacao sela-né ocorre em C' = —1/4, onde um
ponto fixo estavel e um instavel sao criados. A evolucao do ponto estavel a medida
em que C' é variado é representada por uma linha continua, e a do ponto instavel, pela
linha tracejada. O ponto fixo estavel sofre uma série de bifurcagoes de duplicacao
de periodo que conduz a um atrator cadtico. Em C' = 2, a drbita periddica instavel
colide com o atrator cadtico e o atrator é destruido em uma crise de fronteira. Apos
a crise, todas as condigOes iniciais levam a orbitas que conduzem a r = —oo. A
Figura 2.11(b) é uma ampliacao da Figura 2.11(a) para C' entre 1.72 e 1.82. Nesta
regido, uma bifurcagdo sela-né déd origem a um par (estdvel/instavel) de érbitas
periddicas de periodo trés. Para C' < 1.79, existe um atrator caédtico localizado em
trés bandas. Quando C' ~ 1.79, este atrator colide com a drbita instavel de periodo

trés e apds isso o atrator subitamente expande-se, formando apenas uma banda.

Para sistemas com espaco de fase com mais de uma dimensao, além de colisoes
com uma orbita peridédica instavel, crises podem ser estudadas do ponto de vista
de tangeéncias entre variedades. Pelo menos para mapas em duas dimensoes estrita-
mente dissipativos (i.e., o médulo da determinante da Jacobiana do mapa é menor do

que 1 em qualquer ponto), crises podem ocorrer somente de duas maneiras [21,73,77):

60



(h

o

§
,
1 % 4
Qu y
""‘1 o

g L I 1 i L. LTE )
20 -1 -0 -05 Qo 08 18 LB 20 -lE -LE -OB -0% 00 04 08 LE LB

= =i

FIGURA 2.11 - Diagramas de bifurcacdo do mapa quadratico mostrando (a) uma
crise interior e (b) uma crise de fronteira. As linhas tracejadas
representam oOrbitas periddicas instaveis que colidem com o atrator
caotico no momento da crise.

FONTE: Adaptada de [72] (p. 1508-1509).

Tangéncia heteroclinica. Neste caso, a variedade estavel de uma oOrbita periddica
instdavel (B) é tangente a variedade instédvel de uma drbita peridédica instavel (A)

que encontra-se sobre o atrator, como mostrado na Figura 2.12a

Tangéncia homoclinica. Neste caso, as variedades estavel e instavel de uma érbita

periédica instavel (B) sdo tangentes, como mostrado na Figura 2.12b.

Em ambos os casos, quando @ = a. o atrator cadtico é o fechamento! de um dos
ramos da variedade instavel de B. No caso de crise interior, quando a > a. o outro
ramo da variedade instavel de B é incorporado ao atrator, resultando em um au-
mento abrupto do seu tamanho. No caso heteroclinico, para a = a. e também para
a < a., o atrator é também o fechamento da variedade instavel de A. Em ambos os

casos B estd sobre o atrator para a = a, mas nao para a < a, [21,73,77].

1O fechamento de um conjunto B é definido como o conjunto de todos os pontos z tais que
toda vizinhanga aberta de z contém pelo menos um ponto de B. Segue-se que B esta contido no

fechamento de B.
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FIGURA 2.12 - Ilustracdo de tangéncias heteroclinica (a) e homoclinica (b). A e
B representam pontos fixos instaveis.

FONTE: [21] (p. 281).
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CAPITULO 3

ALGORITMOS

3.1 Encontrando Pontos Fixos

Seja um sistema dinamico definido por um mapa f € R?¢. Seja X um ponto fixo de f.
Sendo assim, f(X) = X, e o problema de se encontrar os pontos fixos em f resume-se

a encontrar os zeros da fungao F(x) = x — f(x).
3.1.1 O Método de Newton para Mapas Unidimensionais

O método de Newton para encontrar a solu¢ao de F'(z) = 0 ¢é obtido linearizando-se
F' em torno de um valor inicial xy, através de uma série de Taylor escrita até a

primeira ordem:

F(z) =~ F(xo) + F'(x0)(x — x0),

onde F'(z) = dF/dx. Uma soluc¢ao aproximada z; para F'(z) =0 é

0 ~ F(xg)+ F'(x)(x1 — x0)

F(o)
F'(xo)

l

rT =~ Xg—

A solucao aproximada x; pode ser usada como nova condic¢ao inicial em um processo

iterativo definido por

Ty = Tno1— F(xa_1)/F'(x,1)
= ZTpo1 — (@po1 — fl@n-1))/(1 = f(@m-1)).
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O processo termina quando x, ~ x,_;. Note-se que o método nao converge se
f'(z) = 1. Para achar érbitas periédicas de periodo n > 1, basta achar os zeros da

funcdo F(x) =z — fI"l(z), onde f"l é a n-ésima iteracdo do mapa f.
3.1.2 O Método de Newton para Equacgoes Diferenciais

A seguir é descrito o procedimento para encontrar pontos fixos de um mapa de

Poincaré.

Seja o seguinte sistema autonomo

x = f(x), (3.1)

onde x = {x1, 2, ...,x4} é um vetor d-dimensional e f = {fi(x), fo(X), ..., fa(x)}
é uma funcao vetorial. Seja ¢;(xo) o fluxo da equacao 3.1 dada uma condicao inicial
Xg. Seja t = T o tempo que a trajetdria iniciada em Xqg leva para completar uma
iteragdo de um dado mapa de Poincaré, isto é, x; = ¢7(Xg) é o préximo ponto da

iteragao do mapa.

Para encontrar um ponto fixo da equagao 3.1 é preciso encontrar uma solugao para

a equagao ¢7(X) = X.

O método de Newton requer uma condicao inicial x¢ proxima do ponto fixo X

X =x9+ Ax

e uma aproximacao inicial 7y para a duracgdo do tempo de retorno (periodo) de X

T =1+ AT.

Expandindo ¢ em uma série de Taylor até a primeira ordem em xXg e 7y tem-se

61(58) = 0, 00) + 220V D () (3:2)

64



Sabe-se que (ver Segao 2.4.2.1)

aquo (XO) _
on0) (6, (x0) 3.3

Substituindo a equagao 3.3 na equacao 3.2, e usando ¢-(X) = X =x9 + Ax e x; =

¢, (X0), Obtém-se

X0 + Ax = x;1 + £(x,) AT + Dy 1, (x0) Ax

Rearranjando,

Ax — Dy ¢, (x0) Ax — £(x,) AT = x1 — X0, (3.4)
ou

(I — J|x)Ax — f(x,)AT = x1 — X, (3.5)

onde I é a matriz identidade e J|y, = Dx¢.,(X0). Os valores de xg, x1 e f(x1) s@o
conhecidos. Para encontrar o ponto fixo é necessério resolver o sistema linear dado
pela equacao 3.5 para determinar os valores de A7 e Ax a cada iteracao. A matriz

Jacobiana do fluxo é obtida integrando-se a equacgao variacional
J = D, f(x)J. (3.6)

com J =1 como condicao inicial.

Um problema com a equagao 3.5 reside no fato de que a solugao x; em cada passo
nao encontra-se necessariamente sobre a secao de Poincaré, a nao ser que a secao
seja estroboscépica. Christiansen [78] sugere uma solugao para este problema adi-
cionando uma restricao ao sistema dado pela equacao 3.5. Seja a secao de Poincaré

definida por um hiperplano dado pela equagao linear

(x1 —Xp)-a=0, (3.7)
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onde a é um vetor normal ao plano e Xg¢ encontra-se sobre o plano. Adicionando a
equagao 3.7 ao sistema 3.5 impoe-se a restricao de que x; esteja sobre a secao de

Poincaré em todas as iteragoes, enquanto o método ajusta o valor correto de Ax e

AT

I-J —f(x Ax X; — X
) = (3.8)
a 0 AT 0
Escrevendo os termos do sistema 3.8 explicitamente tem-se:
1—Jn  —Ji2 —J14 —fl(Xl) Axy T11 — Zo1
—Jay 1— Ja —Jaq —f2(X1) Axy T12 — To2
: : = : , (3.9)
—Jai —Ja2 1 —Jaa —fa(xy) Axg T1d — Tod
ay as . aq 0 AT 0

onde o primeiro subindice dos vetores x a direita da igualdade em 3.9 identifica o

vetor (X; e Xg) e o segundo numero é o indice do elemento do vetor.

Em geral o método de Newton depende de valores iniciais de posicao e periodo
razoavelmente proximos do ponto fixo desejado. Os “chutes” iniciais para a posicao
da érbita podem ser obtidos observando uma trajetoria cadtica até que ela apresente
um comportamento aproximadamente peridédico préximo a regiao de interesse. O
“chute” inicial para o periodo é dado pela duracao que a érbita leva para completar o
ciclo aproximadamente periédico. Se o método nao convergir é necessario especificar
uma outra condicao inicial proxima. O método funciona tanto para encontrar érbitas
estaveis quanto instdveis. Mais detalhes podem ser encontrados em Sparrow [1],

Christiansen [78] e Curry [79].
3.2 Variedades de Pontos de Sela

Considere um mapa T de R™ (T pode ser um mapa de Poincaré) e um ponto fixo de
sela X de T', ou seja, a matriz Jacobiana DT'(X) possui pelo menos um autovalor com

modulo maior do que 1 (|A,| > 1) e pelo menos um autovalor com médulo menor do
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que 1 (|As] < 1). Conforme a Segao 2.6.2, no ponto X a variedade estavel W* de X
¢é tangente ao autovetor v, associado ao autovalor estavel \;. Semelhantemente, a
variedade instavel W* é tangente ao autovetor v, associado ao autovalor estavel \,.
Sejam W e W}, segmentos das variedades estavel e instavel, respectivamente, em
uma pequena vizinhanca de X, conforme a definicao 2.32. As variedades estaveis e
instaveis de X podem ser definidas em termos de seus segmentos locais W}, e W

conforme a defini¢ao 2.33:

We(x) = kU TER(WEL(R)) (3.10)
W*(x) = kU TH(WE.(%)) (3.11)

A equagoes 3.10 e 3.11 levam ao seguinte algoritmo, proposto por You et al. [80],
para encontrar W* baseado em iteracoes sucessivas de pontos sobre uma linha inicial
7: Fixe um valor de tolerancia e (tipicamente 1073). Encontre o autovalor instavel
Ay € 0 autovetor associado v, para a matriz Jacobiana DT'(X). Escolha um ponto a
a uma distancia bem pequena de X na dire¢ao v, tal que a e b = T'(a) estao a uma
distancia menor do que € de X. Seja L o segmento de reta conectando a a b. Aplique
T sobre o segmento L. Para isto escolha uma grade de pontos a = ag, ay,...,a, = b
ao longo de L. Seja by = T'(a;), by = T'(ay), e assim por diante. Para garantir a
precisao do algoritmo, a distancia entre dois pontos consecutivos precisa ser menor
do que . Por exemplo, |b; — b| < e. Caso contrério, mova a; para mais proximo
de a. Repita este processo para a escolha de cada ponto da grade, de forma que
|b; — by| < e, |by — bs| < &, ete. Este procedimento gera a primeira iteragao de L,
assumindo-se que A, > 0. Se A, < 0, substitua 7'(a;) por T1(a;) parai = 0,1, ..., n.
Para obter um segmento maior da variedade instével, calcule T (L) para diversos
valores de i. Faca i = 2, calcule e mostre T'?(L), depois faca i = 3 e mostre
TBI(L), etc. O valor de n precisa ser escolhido por experimentacio, de acordo com

o problema. O mesmo procedimento pode ser usado para obter a variedade estavel
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de %, bastando substituir 71 por T1=7 (ver equacao (3.10)). Este algoritmo serd

referenciado nos préximos capitulos como algoritmo YKY (You-Kostelich-Yorke).

3.3 Selas Cadticas

Nesta secao sao descritos dois algoritmos para a deteccao de selas cadticas: o método
“sprinkler” e o método “PIM triple”. Os algoritmos sao descritos para mapas de
tempo discreto, logo, para sistemas de equagoes diferenciais as trajetorias men-

cionadas se referem a iteracoes de um mapa de Poincaré.

3.3.1 O Método “Sprinkler”

Em 1985, Kantz e Grassberger [81] apresentaram um procedimento numérico para
encontrar trajetorias proximas de selas cadticas baseado na geracao de longos tran-
sientes caoticos. Trajetorias iniciadas préoximas de uma sela cadtica sao inicialmente
atraidas para ela e depois repelidas, em direcoes transversas as direcoes de atracao.
Para entender porque isto ocorre, é valido lembrar que a sela cadtica é a inter-
seccao de suas variedades estavel e instavel. Considere-se uma regiao R no espago
de fase contendo uma sela cadtica A e nenhum atrator, uma regiao de restri¢ao,
segundo Nusse e Yorke [65]. A maioria das trajetérias iniciadas em R afastam-se de
A apds poucas iteragoes, com excecao dos pontos préximos a variedade estavel de
A. As orbitas destas condicoes iniciais préoximas da variedade estavel inicialmente
aproximam-se da sela cadtica, sendo depois repelidas pela variedade instavel. Apos
algumas iteragoes, estas Orbitas estao distribuidas ao longo da variedade instavel
de A. Quanto mais préximas da variedade estavel estao as condigOes iniciais, mais
tempo leva para que suas érbitas se afastem de A. E suas iteracoes logo antes de
abandonarem a regiao de restricao encontram-se mais préximas de sua variedade

instavel.

Defina-se uma grade com Ny pontos uniformemente distribuidos em R. Se cada
um destes pontos for iterado por um tempo t grande o suficiente, a maioria dos

pontos ird abandonar a regiao R, com apenas uns poucos N; pontos permanecendo
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em R. Para Ny e t grandes, as trajetérias que permanecem em R encontram-se
préximas da sela cadtica A durante a maior parte do tempo ¢ transcorrido, exceto,
talvez, por suas primeiras iteragoes, quando elas estao se aproximando de A ao longo
da variedade estavel, e suas ultimas iteragoes, quando elas estao se afastando pela

variedade instdvel [13].

A dinamica descrita no paragrafo anterior leva intuitivamente ao seguinte algoritmo,
primeiramente apresentado por Kantz e Grassberger [81]. Inicia-se com uma dis-
tribuicao uniforme de condigoes iniciais na regiao R e itera-se cada condigao inicial
até que o maior expoente de Lyapunov da orbita, ou sua média nas ultimas 15 it-
eragoes, seja negativo. As primeiras 10 e as ultimas 30 iteragoes sao descartadas
(valores usados para o mapa de Hénon). Os pontos remanescentes formam uma
aproximagao para a sela cadtica. Note-se que o algoritmo foi elaborado para os
casos em que a sela cadtica coexiste com um atrator periddico, pois a mudanca do
expoente de Lyapunov de positivo para negativo indica que a érbita “escapou” para

um atrator periédico.

Hsu et al. [13] apresentaram uma variacao do método de Kantz e Grassberger [81],
que eles chamaram de algoritmo “sprinkler”. Uma grade fina de pontos é definida
em R, sendo gerada uma trajetéria para cada ponto da grade. As Orbitas que
permanecem em R apés um certo tempo t. fornecem as aproximagoes desejadas.
Suas condigOes iniciais sao uma aproximacao para a variedade estavel de A, e suas
ultimas iteracoes sao uma aproximacao para a variedade instavel. Os pontos em um
tempo t = £t, sao a aproximacao para A. Os valores de t, e t precisam ser escolhidos
apds um pouco de tentativa e erro, mas usualmente ¢ precisa ser grande comparado
com o tempo de escape médio 7, ou seja, o tempo médio que uma trajetoria leva
para abandonar a regiao R. Para os valores de &, Hsu et al. [13] sugerem que £ = 1/2
parece funcionar bem para a maioria dos sistemas. Eles argumentam ainda que a
escolha dos valores de t. e £ tem pouca influéncia no resultado final, desde que sejam

escolhidos dentro de um intervalo de valores razoavelmente coerente.

O tempo médio de escape ou transiente 7 pode ser obtido com o mesmo programa.

69



Seja Ny o numero de trajetorias ainda em R no tempo t. Tipicamente, N; decai

exponencialmente com o tempo ¢ a uma taxa 1/7 [13,14]
N, = Nyexp(—t/7), (3.12)

e os valores de —1/7 podem ser obtidos como a inclinagao do grafico de log IV; vs. t.
3.3.2 O Método “PIM Triple”

No algoritmo sprinkler, descrito na secao anterior, a sela cadtica A é aproximada
por uma série de fragmentos de diferentes trajetérias. O método “PIM triple”,
apresentado por Nusse e Yorke [65], encontra uma tnica trajetéria que permanece

préxima da sela cadtica por um tempo arbitrariamente longo.

Primeiramente, a rotina PIM triple precisa receber como entrada um par de pontos
a e b tais que o segmento de reta [a, b] de a a b cruza a variedade estével de A. Neste
caso, deve haver, necessariamente, um ponto ¢ entre a e b que esta mais perto de A
do que a e b. E importante observar que o tempo de escape 7 € infinito para um
ponto que encontra-se exatamente sobre a sela cadtica, ou em sua variedade estavel,
e o tempo de escape tende a infinito para pontos arbitrariamente proximos de A.
Desta forma, o tempo de escape de ¢, 7(c), é estritamente maior do que 7(a) e 7(b).

Tal tripla (a, ¢, b) é chamada de tripla PIM (do inglés “Proper Interior Maximum”).

Uma tripla PIM pode ser encontrada selecionando-se um intervalo [a, b] inicial grande
na regiao de restricao R. Uma vez fornecidos os pontos a e b, o algoritmo tenta en-
contrar o ponto ¢ da tripla. Na rotina PIM triple o intervalo [a, b] ¢ dividido em N
subintervalos de mesmo tamanho, delimitados por uma grade de pontos ao longo de
[a,b]. Apds isso, obtém-se o tempo de escape para cada um dos pontos da grade.
Para uma escolha apropriada de N, devem haver uma ou mais triplas PIM em [a, b].
Sao selecionados 3 pontos quaisquer em [a, b], ndo necessariamente consecutivos, for-
mando uma tripla PIM (a4, ¢1,b;). A tripla PIM escolhida ndo precisa conter o ponto
da grade com o tempo de escape maximo. Em seguida, é criado um refinamento—e

da tripla (a1, ¢1, b1). Um refinamento—e de uma tripla (a, ¢, b) é um conjunto finito
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de pontos g; em [a,b] tal que a = gy < g1 < ... < gy = b, |gk — gr+1| < €+ |a =],
¢ = g para algum k, 1 < k < N. Aqui, |a — b|] denota a distancia entre a e b. O
préximo passo é encontrar uma nova tripla (as, ¢z, bo) no re finamento — e da tripla
(a1, c1,b1). Depois, gera-se um refinamento— e desta tripla e seleciona-se uma nova
tripla (as, c3, b3). Esse procedimento é repetido, obtendo-se triplas PIM sucessiva-
mente menores até que se encontre uma tripla (ay,, ¢,,b,) cujo tamanho |a,,b,| é
menor do que um valor ¢ especificado, que define a precisao da aproximacao. Seja
Iy o intervalo [a,,b,]. O intervalo Iy é iterado uma vez, ou seja, itera-se a, e by,
obtendo-se um novo intervalo I;. Se o tamanho do intervalo I; for menor do que
0, I é iterado, obtendo-se I,. Continua-se iterando I, até que seu tamanho seja
maior do que 0. Neste caso, o intervalo I,, é refinado usando a rotina PIM triple,
obtendo-se um novo intervalo I < §. O programa segue iterando I e acionando a
rotina PIM triple sempre que seu tamanho exceder §. Apds cada iteracao é exibido
um ponto de I, gerando uma tnica orbita que permanece a uma distancia da ordem

de § da sela cadtica real.

3.3.3 Comentarios sobre os Algoritmos

O algoritmo Sprinkler é bastante simples e pode ser facilmente paralelizado, uma
vez que depende basicamente da integragao de um grande nimero de condicoes
iniciais. Em uma implementagao paralela pode-se atribuir um conjunto diferente
de condigoes iniciais a cada processador, executar a integracao de cada conjunto
simultaneamente e ao final, concatenar as saidas de cada processo. Desta forma,
a sela caodtica é composta por um conjunto de fragmentos de érbitas com longo
transiente. Esta caracteristica do método sprinkler tem implicagoes diretas na pre-
cisao das saidas obtidas. Normalmente deseja-se gerar o maior nimero de pontos
proximos da sela cadtica A quanto possivel, e os pontos devem estar tao proximos
de A quanto possivel. Para aumentar a precisao é necessario iterar cada ponto por
um tempo t. maior, e assim, um ntimero menor de pontos permanecerda em R apods
te. No caso do algoritmo de Hsu et al. [13], somente um ponto de cada condigao

inicial com transiente maior do que ¢, ¢é incluido na sela cadtica. Em geral, a maioria
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das orbitas vai escapar antes de t., sendo necessario o uso de uma grade com um
nimero muito grande de condic¢oes iniciais para melhorar a precisao e ainda obter
uma boa quantidade de pontos proximos da sela cadtica. Apesar dessas dificuldades,
o algoritmo sprinkler tem a vantagem de obter as variedades da sela cadtica, e por

isso tem sido amplamente utilizado [14,22,82,83,84].

A eficacia do algoritmo PIM triple para se obter selas cadticas unidimension-
almente instaveis com alta precisao tem sido confirmada por diversos trabalhos
26,85,86,87,88]. Sua utilizagao é indicada no caso de sistemas com transientes nao
muito longos. Para longos transientes sua execugao torna-se muito demorada, e o

método proposto por Kantz e Grassberger [81] é o mais indicado.

Durante a execugao do algoritmo PIM tripple é possivel que sejam encontrados
segmentos I, que nao contém nenhuma tripla PIM, e a rotina pode falhar. Se o
programa funcionar por algum tempo e depois ficar “preso” em um ponto, Nusse e

Ott [65] sugerem as seguintes agoes:

1) Garantir que a regiao de restricdo R nao contém nenhum atrator;
2) Aumentar o tamanho da regidao R;

3) Tentar outro intervalo inicial [a,b]; ele deve ser escolhido de maneira que

cruze a variedade estavel da sela cadtica;
4) Selecionar um numero maior N de subdivisdes de cada intervalo I,;

5) Quando uma falha ocorrer, reiniciar com uma tripla PIM (a, ¢,b) anterior-
mente armazenada e escolher um N um pouco diferente, para escolher uma

nova tripla diferente da usada anteriormente.

No ultimo item da lista, a nova tripla pode ser encontrada alternativamente através
da aplicagdo de uma pequena perturbacao na tripla (a, ¢, b) armazenada. Isto pode
ser feito adicionando um valor aleatério A aos pontos a e b. Contanto que o valor

de A seja da ordem de 0, a salda gerada é satisfatoria.
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Nos proximos capitulos, o método PIM triple é utilizado para gerar as selas cadticas,
que por sua vez sao usadas para validar as saidas obtidas com o método sprinkler
para calculo das variedades instaveis e estaveis. Diversos testes foram realizados
para validar nossa implementacao do método PIM triple. As saidas obtidas foram
comparadas com saidas obtidas com o programa “Dynamics” [66] e com resultados
apresentados por outros autores. A Figura 3.1 ilustra a precisao do método im-
plementado em comparacao com resultados de outros trabalhos. A Figura 3.1(a)
exibe uma sela cadtica obtida por Nusse e Yorke [65] para o mapa de Hénon
f(z,y) = (A — 2> + My, x), com os parametros A = 1.45 e M = 0.2. Para este
caso, o sistema apresenta um atrator de periodo 5. A regiao de restricao R foi
definida como sendo o retangulo B = {(z,y) : =2 < z < 2,-2 < y < 2} menos
um disco de raio 0.005 ao redor de um dos 5 pontos periédicos do atrator (nao é
necessario cobrir os cinco pontos). A Figura 3.1(b) mostra a saida correspondente
obtida com o nosso cédigo implementado em FORTRAN. Foi obtida uma tnica tra-
jetéria com 10° pontos, usando a mesma definicao para R e uma precisao definida
por 6 = 1078, Na Figura 3.1(c) é mostrada uma sela cadtica (pontos pequenos) junto
com um atrator cadtico com sete bandas (linhas espessas) e uma érbita periddica
instavel (cruz), obtida por Szabé et al. [74] para o mapa de Hénon com M = 0.3
e A =1.276. A regiao de restricao é um retangulo contendo a sela caética, menos
uma das sete bandas do atrator cadtico. A Figura 3.1(d) exibe o atrator cadtico,
a orbita periédica instavel e uma érbita de 10° pontos obtida com nosso algoritmo

PIM triple, usando § = 1078.

Além do método PIM triple, existem outros métodos capazes de gerar longas tra-
jetérias em selas cadticas, tais como os algoritmos “PIM simplex” [89] e “stagger-
and-step” [90]. Devido a sua complexidade, estes algoritmos sao indicados somente

quando deseja-se obter selas cadticas n-dimensionalmente instaveis, com n > 1.

73



2 \
@[ NG ey
Em TR
T, 1+ §%§ —
. SN
“:::.‘""'..."h‘| \ \\
-\.\l "\ \\ \\
y Ly o ERE
/
.--"IIIII //
d ,/
e | -1 - N
i J _
I T 23 1 0 1 2
X X
2
(©) (d) |
—-—%:Q\\\N
1+ e ~UT _
™~ \Qg
N
NN
y N
07 —
/ /
y4
S
7
1+ _ - |
-
! Rt % ‘ \
1 0 1 2
X

FIGURA 3.1 - (a) Sela cadtica obtida por Nusse e Ott ([65], p. 143) para o mapa
de Hénon com A = 1.45 ¢ M = 0.2; (b) a mesma sela cadtica de
(a) obtida com a nossa implementacao do algoritmo PIM triple; (c)
sela cadtica apresentada em Szabo et al. ([74], p. 175), as linhas
grossas representam um atrator cadtico e as cruzes sao uma 6rbita
periédica instavel de periodo 7; (d) resultado obtido com a nossa

implementagao do algoritmo PIM triple para o mesmo caso de (c).
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3.4 Variedades de Pontos de Sela x Variedades de Selas Cadticas

Embora os procedimentos numéricos para a obtengao de variedades de pontos de
sela sejam bem diferentes dos usados na obtencao de variedades de selas cadticas,
existe uma similaridade muito grande entre ambos os tipos de variedades. A Figura
3.2(a) exibe a variedade estavel de uma sela cadtica obtida com o algoritmo sprinkler
para o mapa de Henén com M = 0.3 e A = 1.2716. Na Figura 3.2(b) é mostrado um
segmento de 10° pontos da variedade estével de um ponto fixo (cruz) pertencente a
sela cadtica mostrada na Figura 3.2(a). Foi usado o algoritmo descrito na Segao 3.2,
comn = 10 e ¢ = 1073, Pode-se perceber a semelhanca entre as duas variedades. As
pequenas diferencas se devem ao fato de que apenas uma parte inicial da variedade
do ponto fixo foi calculada na Figura 3.2(b). Variedades estaveis de outras érbitas
periddicas instaveis presentes neste espago de fase revelam a mesma semelhanga. Na
verdade, a variedade estavel da sela cadtica e a variedade estavel de uma dada érbita
periédica instével sobre a sela cadtica sdo praticamente indistingiiiveis [22,91]. A

mesma similaridade pode ser verificada para as variedades instaveis.
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FIGURA 3.2 - (a) Sela caética e sua variedade estavel para o mapa de Henén com
M = 0.3 e A= 1.2716; (b) segmento da variedade estdvel de um

ponto fixo (cruz) pertencente a sela cadtica mostrada em (a).
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CAPITULO 4

CAOS NA EQUACAO SCHRODINGER NAO-LINEAR DERIVATIVA

4.1 Introducao

Neste capitulo ¢ apresentada uma andlise numérica de um sistema dinamico de
baixa dimensdo para ondas de Alfvén. Seguindo Hada et al. [43], Buti [92], e
Chian et al. [44,45], é adotado um modelo para solugoes estacionarias da equacao
Schrédinger nao-linear derivativa (DNLS) em um referencial se movendo na dire¢ao
de propagacao da onda. Este modelo nos permite adquirir um entendimento claro
da dinadmica nao-linear do sistema, de forma que os resultados obtidos podem ser
comparados com a analise de sistemas de alta dimensao, discutidos no préximo

capitulo.

4.2 A Equacao DNLS

A dinamica espago-temporal das ondas de Alfvén nao-lineares que se propagam
ao longo do campo magnético ambiental na direcao x, com termo fonte e dis-
sipacao, é governada pela seguinte forma da equacao Schrodinger nao-linear deriva-

tiva [40,43,44,45,93]
A + ad, (|b]* ) — i(p + in)d%b = S(b, z,1), (4.1)

onde ¢ denota o tempo normalizado pelo inverso da freqiiéncia fon-ciclotrénica w;';
b = b, +ib, ¢ o campo magnético complexo transversal da onda, normalizado pelo
campo magnético ambiental By; n é um parametro de dissipacao; u = 1/2; a =
1/[4(1— )] é a constante que caracteriza a forga da nao-linearidade, com 3 = ¢%/c?,
sendo cg a velocidade actstica e c4 a velocidade de Alfvén [28]. A fonte externa (onda
indutora) S(b, x,t) = Aexp(ik¢) é uma onda monocromética com fase ¢ =z — Vt,

onde V' é a velocidade da onda (constante). As constantes A e k sao reais e a fonte
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nao sofre qualquer tipo de amortecimento ou crescimento.

A equagao Schrodinger nao-linear derivativa tem sido deduzida por vérios autores,

usando tanto teoria de fluidos quanto teoria cinética [94,95,96].

E possivel reduzir a equagao 4.1 a um sistema de equagoes diferenciais ordinarias
representando ondas estacionarias, ao se transformar para um referencial movendo-
se com a onda indutora, considerando b = b(¢), onde ¢ = x — Vt, e supondo que
no novo referencial ;b = 0. A primeira integral da equacao 4.1 resulta, entao, no

seguinte sistema [43]

: - 0H
b, —vb, = a0, + acosd, (4.2)
. . H
b, +vb, = —g—by + asinb, (4.3)
0 = Q, (4.4)
onde
b2 —-1)2 A
H = % —5(b- ey)”, (4.5)

e o ponto representa derivada com relagao & fase 7 = abi¢/u, b — b/by (onde by
é uma constante de integracao), 0 = Q¢, Q = pk/(ab?), a = A/(abik), v = n/u,
A=—1+V/(ab?) e a >0 (i. e, 8 < 1) foi suposto. Na equacio 4.5 foi utilizada a

notacao vetorial b = (b, b,), e ey representa um vetor unitério na direcdo do eixo

y.

Sera usada a seguinte se¢ao de Poincaré

P 2 [by(7),b.(7)] = [b,(r + T),bu(r + )], (4.6)

onde T = 27w /Q é o periodo da fonte externa S. Este mapa de Poincaré repre-

senta o valor de b a cada periodo 27/, conforme ilustrado na Figura 4.1. Este

78



] \\y//

b,/

T =2m/Q

FIGURA 4.1 - Mapa de tempo T = 27/Q gerado pela interse¢ao da érbita com

um conjunto de planos transversos ao fluxo.

tipo de projecao definida em intervalos fixos de tempo é conhecida como projecao
estroboscopica ou mapa de tempo T'. Nos resultados apresentados neste capitulo foi

usado o valor 7 = 0 para a fase inicial.

4.3 Crises Interior e de Fronteira na Equagao DNLS

Crises sao fenomenos extremamente comuns em sistemas dinamicos. Crises tém
sido observadas em experimentos com lasers [97], na fita magnetoeldstica [98], em
péndulo [99] e em experimentos com gotas [100,101]. Estudos teéricos indicam que
crises podem ocorrer em plasmas [7,8,44,45,102]. Nesta segao sao caracterizados dois
tipos crise na equacao DNLS. Uma crise de fronteira, responsavel pelo desapareci-
mento sibito de um atrator cadtico, e uma crise interior, responsavel pela ampliagao
descontinua no tamanho de um atrator cadtico. Os resultados descritos nesta secao

encontram-se também no artigo Borotto et al. [103].

Os resultados a seguir foram obtidos integrando as equagoes (4.2)-(4.4) fixando os
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parametros do sistema em Q = —1, A =1/4, u = 1/2 e v = 0.02, e variando somente
o parametro de controle a. Para se ter uma visao global da dinamica do sistema, foi
construido um diagrama de bifurcagao, mostrado na Figura 4.2(a). Para construir
esta figura, inicia-se com a = 0.32 e uma condigao inicial aleatéria para a varidvel de
estado b = (by,b,). Em seguida sao exibidos 300 pontos de Poincaré da trajetéria
de b, apds serem descartados os primeiros 300 pontos do transiente inicial. Estes
primeiros pontos sao descartados para que a érbita tenha tempo de se aproximar
do atrator. Apods isso, a é aumentado por um pequeno valor e, usando o valor atual
de b como condicao inicial, sao descartados 300 pontos e sao exibidos os 300 pontos
seguintes de uma nova trajetéria. Este processo é repetido até que a = 0.3325.
Fazendo isso pode-se acompanhar a dinamica sobre um atrator especifico a medida
em que a é variado. Se forem usadas condigoes iniciais aleatérias diferentes para
cada valor de a, ¢ possivel que se encontre outros atratores no espaco de fase b, vs.

b., uma vez que as condicoes iniciais podem cair em diferentes bacias de atracao.

O diagrama de bifurcacao da Figura 4.2(a) exibe uma janela periédica de periodo trés
para um atrator chamado de A;. A janela periddica inicia com uma bifurcacao sela-
n6 (SNB, do inglés “saddle-node bifurcation”) em a ~ 0.321383, onde um atrator
caotico desaparece e é criado um par de orbitas periddicas de periodo trés. Uma
estavel e outra instavel. A drbita periddica instavel é representada pelas linhas
tracejadas na Figura 4.2(a). Uma vez que uma 6rbita periddica de periodo n é um
ponto fixo da n-ésima iteracao do mapa de Poincaré (P[”]), pode-se encontra-las
achando os zeros da funcido F(b) = P"(b) — b. Foi utilizado o método de Newton

(Segao 3.1.2) para encontrar os zeros de F.

A medida em que se aumenta o valor de a, a 6rbita periddica estavel sofre uma
seqiiéncia de bifurcagoes de duplicagao de periodo (uma cascata de duplicagio de
periodo) que continua até a formacgao de um atrator caético localizado em trés ban-
das separadas. Em a ~ 0.330248, o tamanho do atrator cadtico aumenta descontin-
uamente em uma crise interior (IC, do inglés “interior crisis”). Também presente na

Figura 4.12(a) estd um segundo atrator que coexiste com A; para um intervalo bem
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FIGURA 4.2 - (a) Diagrama de bifurcacao b,(a) para os atratores A; (janela
periédica p-3) e A (atrator pequeno préximo a IC). SNB denota
bifurcacao sela-no, e IC denota crise interior. As linhas tracejadas
representam a orbita periddica instavel de periodo trés criada em
SNB; (b) variagao do expoente de Lyapunov méximo Amax em

funcao de a.
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pequeno de valores de a. Este atrator é indicado por As, e quase nao aparece na
Figura 4.2(a), devido a escala utilizada. Nesta se¢do serao discutidas as alteragoes
sofridas por estes dois atratores. Isto nao significa que eles sejam os dois tnicos atra-
tores existentes no interior da janela periddica. E possivel que haja outros atratores

no espaco de fase para alguns intervalos de a.

Na Figura 4.2(b) é mostrada a variacao do expoente de Lyapunov maximo Amax de
Ay em funcao de a, obtido com o algoritmo apresentado em Wolf et al. [62]. A linha
horizontal é a linha Amax = 0. Valores positivos de Ammax indicam que o atrator é
caético e valores negativos indicam um atrator periédico (ordem). Nesta figura foi
desprezado o expoente de Lyapunov na direcao tangente ao fluxo, que é sempre zero.
Nas bifurcagoes de duplicagao de periodo o maior expoente de Lyapunov é zero. Em
SNB o sistema subitamente muda de comportamento cadtico para ordenado, e em
IC, o aumento do tamanho do atrator reflete-se em um aumento descontinuo no

valor de A\max, € o sistema torna-se fortemente caodtico.

Préximo de IC, para 0.329350 < a < 0.329437, ocorre a coexisténcia dos atratores
Aj e Ay, e cada um deles atrai um conjunto diferente de condigoes iniciais no espaco
de fase. A Figura 4.3 exibe as bacias de atracao para A; e As em a = 0.329437. Para
encontrar as bacias de atragao foi definida uma grade de 720 x 720 pontos no espaco
de fase, e cada ponto da grade é iterado até que convirja para um dos atratores.
As condigoes iniciais recebem uma cor diferente de acordo com o atrator para o
qual elas convergem. Se convergirem para A;, recebem a cor branca, se convergirem
para A, recebem a cor preta. Pode-se notar que a maioria das condigoes iniciais sao

atraidas para A;.

O atrator Ay é criado em uma bifurcacao sela-né em a ~ 0.329350, onde um par de
érbitas periddicas estavel /instdvel de periodo nove sao criadas. A 6rbita periddica
instavel de periodo nove sera responsavel pela crise de fronteira de A e pela crise
interior de A;. Na Figura 4.4 sao mostradas projecoes bidimensionais (b,,b.) das
trajetorias para as érbitas periddicas instaveis criadas nas bifurcagoes sela-né dis-

cutidas nesta secdo. As cruzes representam os respectivos pontos de sela gera-
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FIGURA 4.3 - Bacias de atracao para os atratores A; e As em a = 0.329437.
Regioes brancas convergem para A; e regides pretas convergem

para Ay. Os atratores nao sao mostrados nesta figura.
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dos pela projegao das drbitas nas segoes de Poincaré. A Figura 4.4(a) mostra a
orbita de periodo trés logo apds a sua criacao em uma bifurcacao sela-né de A;
em a =~ 0.321383, e a Figura 4.4(b) mostra a dérbita de periodo nove logo apés sua

criacao em uma bifurcagao sela-né de Ay em a = 0.329350.

Para estudar o papel da érbita peridédica instavel p-9 na dinamica de A, é construido
o diagrama de bifurcacao de A,. O diagrama de bifurcacao mostrado na Figura
4.5(a) mostra a criacao de As como um atrator periédico de periodo nove em SNB.
O atrator peridédico sofre uma cascata de duplicacao de periodo que leva a um
atrator cadtico e, em a ~ 0.329437, o atrator desaparece abruptamente em uma
crise de fronteira (BC, do inglés “boundary crisis”). Apds BC, trajetérias iniciadas
na regiao antes ocupada pelo atrator cadtico A, permanecem naquela regiao durante
um tempo transiente, apés o qual as 6rbitas convergem para o atrator A;. A Figura
4.5(b) mostra uma ampliagao da parte superior de As. Na mesma figura é exibida a
evolugao de trés dos nove pontos da orbita instavel p-9 criada em SNB. A destruigao
de A; em BC coincide com sua colisao com a Orbita instavel p-9. Esta érbita é
robusta a crise, e persiste apés a destruigao de A;. A Figura 4.5(c) mostra o maior
expoente de Lyapunov para A, em fungao de a. O diagrama de Lyapunov reflete o

diagrama de bifurcacdo nas Figuras 4.5(a) e 4.5(b).

A Figura 4.5 mostra somente uma projecao unidimensional do espago de fase. Para
caracterizar a colisao entre As e a drbita instavel p-9, é necessirio examinar a
dinamica em duas dimensoes. A Figura 4.6 mostra os pontos de Poincaré do atrator
cadtico A; em a = 0.329437. Neste ponto, logo antes da crise de fronteira, Ay é
composto de nove pequenas bandas. Na Figura 4.7(a) é mostrada a banda superior
do atrator cadtico (CA, do inglés “chaotic attractor”) antes da crise de fronteira, em
a = 0.32942, na regiao do espago de fase indicada por um retangulo na Figura 4.6.
A cruz representa um dos pontos de sela da érbita instavel p-9, e as linhas finas sao
segmentos de sua variedade estavel (SM, “stable manifold”). As variedades foram
obtidas pelo algoritmo YKY, descrito na Sec¢ao 3.2. A Figura 4.7(b) mostra que na

crise o atrator cadtico colide com o ponto de sela e com sua variedade estavel. A
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FIGURA 4.4 - Trajetérias no espago de fase e pontos de Poincaré para (a) a 6rbita
periddica instavel de periodo trés em a = 0.321383, logo apds sua
criagdo em uma bifurcacao sela-né de Ay; (b) a drbita periddica
instavel de periodo nove em a = 0.329350, logo apds sua criagao

em uma bifurcacao sela-no de A,.
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FIGURA 4.5 - (a) Diagrama de bifurcacdo b.(a) para o atrator A;. SNB denota
bifurcacao sela-né e BC denota crise de fronteira; (b) uma am-
pliacao dos trés ramos superiores do diagrama de bifurcacao em
(a) mostrando a evolugao de trés dos nove pontos de Poincaré da
érbita periddica instdvel p-9 criada em SNB (linhas tracejadas);
(c) variacao do expoente de Lyapunov maximo Amax(a) para o

atrator A,.
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FIGURA 4.6 - Pontos de Poincaré do atrator cadtico As em a = 0.329437, logo

antes da crise de fronteira.

variedade estavel é a fronteira entre as bacias de atracao de A; e Ay. Neste ponto,
o atrator caotico é o fechamento de um dos ramos da variedade instavel do ponto
de sela. Logo, a Figura 4.7(b) mostra a tangéncia homoclinica entre as variedades
estavel e instavel da érbita instavel p-9. Apds a crise de fronteira, o atrator A, e

sua bacia de atracdo (a drea preta na Figura 4.3) sdo destruidos.

Depois da colisao com A,, a drbita instavel p-9 participa da crise interior do atrator
A;. Na Figura 4.8 sao exibidos os pontos de Poincaré para A; logo antes (Figura
4.8(a), em a = 0.330248) e logo depois da crise (Figura 4.8(b), em a = 0.330249).
Antes da crise, A; é um atrator cadtico composto de trés bandas. A crise interior
gera um atrator cadtico grande, composto por uma unica banda. Esta expansao
ocorre apés a colisao de A; com a orbita instavel p-9, mostrada na Figura 4.9.
Nesta figura é mostrado uma regiao do espaco de fase dentro do retangulo ocupado
pela banda superior de A; na Figura 4.8(a). As cruzes representam os trés pontos

de Poincaré associados com o ramo superior da orbita instavel p-9, e as linhas finas

87



0.409
(@)
SM
0.406 | CA— -
b,
SM
0.403 | -
a= 0.32942
0.400 ‘

-0.752 -0.751 -0.750 -0.749 -0.748 -0.747

b,

(b) 0.409

0.406

0.403

a= 0.329437

-0.752 -0.751 -0.750 -0.749 -0.748 -0.747

b,

0.400

FIGURA 4.7 - Pontos de Poincaré do atrator caético A; (CA) em uma ampliagao
da regido retangular na Figura 4.6 para (a) a = 0.32942, antes da
crise de fronteira. A cruz denota o ponto de Poincaré superior da
orbita periddica instavel de periodo nove e as linhas finas represen-
tam sua variedade estavel (SM); (b) tangéncia homoclinica de CA
com a variedade estavel SM em a = 0.329437, logo antes da crise

de fronteira.
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denotam sua variedade estavel (SM). Na Figura 4.9(a), em a = 0.33, o atrator
caético (CA) ainda nao colidiu com a 6rbita p-9. Em a ~ 0.330248 (marcado como
IC na Figura 4.2), a crise interior ocorre via uma tangéncia homoclinica, como
mostrado na Figura 4.9(b). Depois da tangéncia, o atrator cadtico nao estd mais
restrito a bandas pequenas, e as 6rbitas podem cruzar a variedade estavel da dérbita
p-9 e tém acesso a uma regiao maior no espago de fase, como mostrado na Figura

4.9(c).

Apesar de que as tangéncias homoclinicas s6 foram mostradas para as bandas supe-
riores dos atratores A; and As, as tangéncias podem ser vistas nas outras bandas,
também. A Orbita instavel de periodo nove, responsavel por ambas as crises, é

chamada de drbita periddica mediadora [20,67,74].

A dinamica para as duas crises pode ser resumida pelo diagrama de crise, mostrado
na Figura 4.10. Neste diagrama, o parametro a aumenta verticalmente, um atra-
tor cadtico é representado por uma linha sinuosa, uma drbita peridédica instavel é
representada por uma linha tracejada e um atrator peridédico por uma linha sélida.
Primeiramente, um atrator cadtico cede lugar a um atrator periddico A; depois de
uma bifurcagao sela-né. Ao mesmo tempo, uma orbita periddica instavel é criada.
Em algum ponto, uma bifurcagao sela-né gera um atrator periddico A, junto com
uma Orbita periddica instével (a érbita periédica mediadora). A medida que a au-
menta, tanto A; como A, tornam-se cadticos e, em BC', a érbita periédica mediadora
colide com Ay, apés o que o atrator é destruido. A érbita mediadora “sobrevive”
a crise de fronteira e colide com o atrator cadtico Ay em IC. Apéds a colisao, Ay é

subitamente aumentado.

A Figura 4.11 ilustra o que ocorre com érbitas sobre um atrator cadtico apés uma
tangencia homoclinica. Seja a. o valor de a para o qual ocorre uma crise interior
ou de fronteira, e seja B a orbita mediadora. Para a > a., apds a crise, a variedade
instavel de B na Figura 4.11 atravessa para o outro lado da variedade estavel de B.
Uma o6rbita pode ficar um longo tempo sobre a variedade instavel de B, na regiao

do atrator pré-crise, apds o qual ela pode ser mapeada para a porgao da variedade
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FIGURA 4.8 - Pontos de Poincaré do atrator cadtico A; em (a) a = 0.330248,
logo antes da crise interior; (b) em a = 0.330249, logo apds a crise

interior.
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FIGURA 4.9 - Ampliagoes da regiao retangular indicada na Figura 4.8, mostrando
o atrator cadtico (a) em a = 0.33, antes da crise interior (IC), as
cruzes representam trés dos pontos de Poincaré da érbita periodica
instavel de periodo-nove e as linhas finas representam sua variedade
estavel (SM); (b) tangéncia homoclinica de CA com a variedade
estavel em a = 0.330248, logo antes de IC; (c) situagao logo apds
IC, em a = 0.330249.
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SNB

FIGURA 4.10 - Diagrama de crise para os atratores A; e A;. SNB denota bi-
furcacao sela-né, BC denota crise de fronteira e IC denota crise in-
terior. Linhas tracejadas representam oOrbitas periddicas instaveis,
curvas continuas representam atratores periédicos e linhas sinuosas

representam atratores cadticos.

instavel que atravessou para o outro lado da variedade estdvel de B (ponto 1 na
Figura 4.11). Logo apés a crise (r = a —a. < 1 e r > 0), a localizagdo da 6rbita
neste instante esta préoxima da variedade estavel de B. Em iteracoes subseqiientes,
este ponto é atraido para B ao longo de sua variedade estével (1 —2 — 3 — 4 — ..
na Figura 4.11) e depois repelido de B ao longo do segmento de sua variedade instavel
que aponta para longe da regiao anteriormente ocupada pelo atrator [73]. No caso
de uma crise de fronteira, a variedade estavel é a fronteira entre duas bacias de
atracao, e a 0rbita converge para o segundo atrator apds cruzar a fronteira. Em uma
crise interior, apds atravessar a variedade estavel, a orbita inicia uma “excursao”
ao longo do ramo esquerdo da variedade instavel de B. A expansao do atrator
ocorre porque este segundo ramo da variedade instavel torna-se disponivel a orbita
cadtica apds a crise. Depois de um certo tempo, a érbita retorna a regiao do antigo
atrator, permanecendo 14 por mais um longo tempo, seguido de mais uma excursao

ou “estouro” na nova regiao. Este processo continua repetindo-se intermitentemente,

92



FIGURA 4.11 - Representacao esquematica de uma Orbita apds um cruzamento
homoclinico.

FONTE: Adaptada de [73] (p. 5369).

sendo chamado de intermiténcia induzida pela crise [20,21,44,73].

4.4 Selas Cadticas na Equacao DNLS

Nesta secao é analisada a participacao de selas cadticas no surgimento de caos
proximo a uma bifurcacao sela-né e em uma crise interior na equacao DNLS. Os re-
sultados, encontrados nas referéncias [104,105], foram obtidos integrando o sistema
4.2-4.4 variando o parametro de dissipacao v e mantendo os demais parametros

constantes, com a = 0.3, Q= -1, A=1/4e p=1/2.

A Figura 4.12(a) mostra a variacdo de um conjunto atrator (preto) e de uma sela
cadtica (cinza), a medida em que é variado o parametro de controle v. A variacao do
atrator é representada pelo diagrama de bifurcacao contendo uma janela periédica
de periodo 2. SNB indica uma bifurcacao sela-né e IC indica uma crise interior.
A bifurcacao sela-né ocorre em vsyp ~ 0.07738, e a crise interior ocorre em v;c ~
0.06212. A linha tracejada representa a orbita periddica instavel criada na bifurcagao

sela-né. Dentro da janela periddica, trajetdrias iniciadas aleatoriamente geralmente
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apresentam comportamento cadtico por um tempo finito (transiente) enquanto se
encontram na vizinhanca da sela cadtica, apés o qual elas convergem para o atrator.
Quanto mais préxima a condicao inicial estiver da variedade estavel da sela cadtica,
mais longo o tempo de transiente [13,14]. Para a obtencao das selas cadticas foi
utilizado o algoritmo “PIM tripple”, descrito na Secao 3.3.2. Foram calculados,
para cada valor do parametro de controle, 600 pontos de Poincaré de uma orbita

numérica préxima a sela cadtica, com § = 1075,

A bifurcagao sela-né marca o inicio da janela periédica. Para v > vgyp, antes da
bifurcacao sela-né, condigoes iniciais sao, em geral, atraidas para um atrator caético.
Apo6s a bifurcacao sela-né, o atrator cadtico nao existe mais. Uma parte das orbitas
periodicas instaveis que pertenciam ao atrator cadtico fazem parte da sela caotica
[67,20,75]. Logo apds a bifurcagao sela-né, em v < vgypg, 0 atrator é uma 6rbita
periddica estavel de periodo 2. A drbita periddica instavel de periodo 2, criada junto
com o atrator periédico na bifurcagao sela-nd, pertence a sela cadtica. A medida
em que o parametro de controle é diminuido, a orbita estavel sofre uma cascata de
duplicacao de periodo, que leva a criagao de um atrator cadtico pequeno, localizado
em duas bandas separadas no diagrama de bifurcacao. Em v, o atrator cadtico
colide com a orbita periddica instavel de periodo 2, criada na bifurcagao sela-né, em
vsnp. Esta é a d6rbita mediadora da crise. A colisdo gera uma crise interior, que
marca o fim da janela periddica e o surgimento do atrator cadtico forte. O atrator
pequeno que existia antes da crise perde sua estabilidade e em seu lugar surge uma
nova sela cadtica. A Figura 4.12(b) ilustra a estrutura desta sela apds a crise, onde
é mostrado o atrator (preto) da Figura 4.12(a) antes da crise interior e a nova sela
cadtica (cinza), surgida apés a crise interior. E importante enfatizar que, apesar de
que na Figura 4.12(a) a sela caética é exibida apenas no interior da janela periddica
(entre SNB e IC), ela esté presente em todo o diagrama de bifurcacao. Para v < vi¢

e vV > vgnp a sela cadtica é parte do atrator cadtico.
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FIGURA 4.12 - (a) Variagao da sela cadtica (cinza) em fungao de v superposta pelo
diagrama de bifurcacao do atrator (preto) em uma janela periddica
de periodo 2. IC denota crise interior e SNB denota bifurcacao
sela-né. As linhas tracejadas denotam a orbita peridédica instavel
de periodo 2. (b) Os mesmos conjunto que em (a), mas mostrando

a conversao do atrator cadtico em uma sela cadtica apds 1C.
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4.4.1 Bifurcacao Sela-N6

Antes de detalhar o que ocorre apds a crise interior, serda focalizada a dinamica
proxima a bifurcagao sela-né. A Figura 4.13 mostra a estrutura de diferentes con-
juntos invariantes presentes no espago de fase para valores de v proximos a bifurcagao
sela-né, indicada como SNB na Figura 4.12. A Figura 4.13(a) mostra a sela cadtica
(cinza) que coexiste com o atrator peridédico de periodo 2 (cruz) logo apds a bi-
furcagao sela-né, em v = 0.07738 < vgyp. Esta sela cadtica é rotulada de SCS
(“Surrounding Chaotic Saddle”), por encontrar-se na regiao ao redor do atrator.
Para a geracao desta figura, foi encontrada uma o6rbita de 300000 pontos sobre a
sela cadtica usando o algoritmo PIM tripple, com § = 107%. A regiao de restricao
R ¢é dada pelo retangulo definido por {(b,,b,) : =2 < b, < 2,—2 < b, < 2}, com
excecao de dois circulos de raio 0.01 centrados nos pontos do atrator de periodo 2.
O algoritmo PIM triple considera que uma o6rbita escapou da regiao de restricao se
sair do retangulo ou entrar em um dos circulos. A Figura 4.13(b) mostra a var-
iedade instavel de SCS em v = 0.07738, encontrada com o algoritmo “sprinkler”.
Se o valor do parametro v for aumentado além de vgyp o atrator peridédico desa-
parece e um atrator cadtico aparece. A Figura 4.13(c) exibe a sela caética (CS)
pré-SNB em v = 0.078 > vgyp, mostrando que a sela cadtica S na Figura 4.13(a)

é robusta a bifurcagio sela-nd. O atrator cadtico coexistente (CA) é mostrado na

Figura 4.13(d).

Pode-se notar na 4.13(a) que a sela cadtica possui um conjunto de espagos
“vazios” (“gaps”) ao longo de sua diregao instavel. Estes espagos vazios sdo regioes
do espaco de fase que nao contém nenhum ponto recorrente!, e estao presentes na
sela cadtica durante toda a janela periddica. A razao pela qual os vazios nao apare-
cem na Figura 4.12(a) é devido & projegao unidimensional (b,) do espago de fase

bidimensional (b, b.).

'Um ponto z de um mapa f é um ponto recorrente se para toda vizinhanca W de x, existe uma
iteracao k > 0 tal que f[¥l (z) € W. Ou seja, iteragoes de = retornam arbitrariamente préximo a x

[75].
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Fig. 4.13 - (a) A atrator p-2 (cruzes) e a sela cadtica SCS (cinza) logo apés a bi-
furcagéo sela-né, em v = 0.07738; (b) a variedade instdvel (UM) de SCS
em v = 0.07738; (d) a sela cadtica (CS) antes da bifurcagao sela-né, em

v =0.078 e (b) o atrator cadtico (CA) em v = 0.078.
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Se o parametro de controle for aumentado para v = 0.078 > vgyp, 0 atrator
periédico desaparece e um atrator caético é criado (Figura 4.13(d)). Uma com-
paracao de CA na Figura 4.13(d) com CS na Figura 4.13(c) indica que os vazios
na sela caodtica sao completamente preenchidos por pontos recorrentes criados na
bifurcacao sela-né. Os espagos vazios da sela cadtica sao densamente preenchidos
por novos pontos recorrentes, criados na bifurcagao sela-né, num evento chamado de
explosao (“explosion” [75]). Uma explosao significa uma mudanga descontinua que
ocorre no conjunto de pontos recorrentes a medida em que se varia um parametro
de controle do sistema. Em um dado valor do parametro, ocorre a criacao subita de
pontos recorrentes que estao a uma distancia nao-nula de qualquer conjunto original

de pontos recorrentes, o que resulta em preenchimento de vazios (“gap filling”).

A Figura 4.14 mostra uma sobreposi¢ao do atrator p-2 (cruzes), a sela cadtica S
(verde) e suas variedades estédvel (azul) e instavel (vermelho), logo apés a bifurcagao
sela-né, em v = 0.07738. Como esperado, a sela cadtica (verde) encontra-se nos
pontos de interseccdo entre suas variedades estdvel (azul) e instavel (vermelho).
Percebe-se que os vazios na sela-cadtica estao relacionados com a estrutura de suas
variedades. Estes vazios sao os espacgos entre os pontos de inteseccao entre as duas
variedades ao longo da direcao instavel. A Figura 4.14 pode dar a impressao de
que a variedade estavel da sela cadtica preenche a maior parte do espaco de fase, e
que, portanto, a maioria das condigoes iniciais converge para a sela cadtica. Esta
¢, entretanto, uma falsa impressao causada pelo tamanho finito dos pontos azuis
usados para imprimir a variedade estdvel. Na verdade, por ser um conjunto de
medida zero, se tivessem sido usados pontos com tamanho infinitésimo, a variedade
estavel seria invisivel, e apenas a bacia de atracdo do atrator p-2 (regido branca)

seria visivel.

As variedades estavel e instavel da sela cadtica na Figura 4.14 foram obtidas por
meio do algoritmo “sprinkler”, com uma grade de 1000 x 1000 condigoes iniciais
e a mesma definicdo para a regido de restri¢do usada na Figura 4.13(a). 4.13(a).

Para a determinacao do tempo médio de transiente, 7gyp, necessario para obter as
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Fig. 4.14 - Sobreposicdo do atrator p-2 (cruzes), a sela cadtica S (verde) e suas var-
iedades estdvel (azul) e instdvel (vermelho), logo apés a bifurcacdio sela-
né, em v = 0.07738. Note-se que a regifio verde (sela caética) encontra-se
na intersecco das regides azul (variedade estével) e vermelha (variedade
instdvel). A regido puramente vermelha corresponde aos vazios da sela
cattica.
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FIGURA 4.15 - Estimacao do tempo médio de transiente para v = 0.07738. N
é o numero de condicoes iniciais e Ny é o nimero de trajetorias
dentro da regiao de restricao no instante t. A reta foi obtida com
uma regressao linear. O tempo médio de transiente é o inverso do

coeficiente angular.

variedades da sela cadtica, foi utilizado o método descrito em [13,14,82]. E feito um
grafico com os valores de In V; vs. ¢, onde V; é o nimero de pontos que permanecem
em R ap6s um tempo ¢, tendo sido usadas Ny = 10° condicoes iniciais. O gréfico

obtido é mostrado na Figura 4.15.

Os pontos na Figura 4.15 representam os valores encontrados numericamente e a
linha reta, obtida por meio de uma regressao linear, indica um decaimento ex-
ponencial no nuimero de trajetorias cadticas. O coeficiente angular da reta é
v = —4.95 x 1072 £ 4.65 x 10~%. Conforme a equacao (3.12), o valor de Tgyp ¢
obtido por sy = —1/7 = 20.2. Com base no valor de 7gypg, foi arbitrariamente
escolhido o valor t. = 30, pois t. precisa ser maior do que 7gyp. As drbitas que
permanecem na regiao de restricao por um tempo ¢t > t. determinam as aprox-
imacoes para a sela cadtica e suas variedades estavel e instavel, conforme descrito
na Secao 3.3.1. O fato de que a sela cadtica da Figura 4.15, obtida com o algoritmo

PIM triple, encontra-se sobre a interseccao das variedades, obtidas com o algoritmo
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sprinkler, indica que o valor de t. no algoritmo sprinkler foi bem escolhido.
4.4.2 Crise Interior

Conforme mostrado anteriormente, no interior de uma janela periédica o atrator
coexiste com a sela cadtica. Pouco antes da crise interior, o atrator é cadtico, e
encontra-se localizado em duas bandas (ver Figura 4.12). Seguindo a nomenclatura
introduzida por Szabé et al. [74], denominamos de regiao B (do inglés “band re-
gion”) a regiao ocupada pelo atrator cadtico antes da crise. O espago ao redor das
bandas do atrator é denominado de regiao S (de “surrounding region”). Para val-
ores de v maiores do que v;¢, antes da crise, todas as orbitas periddicas instaveis
do sistema estao confinadas no atrator cadtico ou na sela cadtica coexistente, ou
seja, estao restritas estritamente a regiao B ou a regiao S, nao existindo oérbitas

periédicas instaveis que possuam pontos em ambas as regioes [67].

Para obter numericamente a sela cadtica e suas variedades na vizinhanca da crise
interior, a regido de restricao foi novamente definida dentro do retangulo {(b,,0b.) :
-2 < b, <2,-2 <b, <2}, excluindo a regiao do retangulo ocupada por uma
banda do atrator cadtico. A forma como o atrator cadtico é excluido da regiao de
restrigdo serd discutida na Segao 4.4.4. A Figura 4.16(a) exibe o atrator caético
fraco (preto) e a sela cadtica (cinza) no momento da crise interior v;¢. As Figuras
4.16(b) e 4.16(c) mostram, respectivamente, as variedades estével e instdvel da sela
cadtica. Novamente, percebe-se que, devido a estrutura da variedade estavel, a sela

cadtica possui um conjunto de espagos vazios ao longo de sua direcao instavel.

As variedades da sela cadtica, mostradas nas Figuras 4.16(b) e 4.16(c), foram obtidas
com o algoritmo sprinkler, usando uma grade com 1000 x 1000 pontos e t. = 16. Foi
escolhido um ¢. menor do que na Figura 4.14 porque, conforme mostrado na Figura
4.17, o tempo de escape médio para v;c, dado pelo inverso da inclinacao da reta

(vy=-112 x 1071 £ 1.09 x 1073), é 77¢ ~ 8.9, sendo bem inferior a Toy5.

A Figura 4.18 mostra ampliacoes das regioes indicadas por retangulos na Figura

4.16(a). Nota-se que, no momento da crise, o atrator cadtico colide com a sela
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FIGURA 4.16 - (a) Atrator cadtico (CA, preto) e sela cadtica (SCS, cinza) em vy,

(b) variedade estével da sela cadtica SCS em vyc; (c) variedade

instavel de SCS em v;c.
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FIGURA 4.17 - Estimacao do tempo médio de transiente em v = 0.06212.

caotica. O ponto de colisao entre os dois conjuntos cadticos é a érbita mediadora,

que encontra-se na extremidade da sela cadtica da regiao S.

As cruzes nas Figuras 4.18(a) e 4.18(b) representam os dois pontos da érbita medi-
adora, e um trecho de sua variedade estavel é exibido como linhas finas, indicadas
por SM. Percebe-se que a variedade estavel da érbita mediadora constitui uma fron-
teira entre as regioes B e S antes da crise. Por essa figura, pode-se observar que as

seguintes colisoes ou tangéncias ocorrem no momento da crise:

e Colisao do atrator cadtico com a drbita mediadora, pertencente a sela
cadtica, ou equivalentemente, colisao do atrator cadtico com a sela cadtica

20,75,106);

e Tangeéncia do atrator cadtico com a variedade estavel da orbita mediadora

[74).

No momento da crise, o atrator cadtico coincide com um dos ramos da variedade
instavel da orbita mediadora. Assim, verifica-se também a tangeéncia homoclinica
entre as variedades estavel e instavel da orbita mediadora, conforme mostrado em
Borotto [37]. Além disso, como mostrado na Figura 4.19, no momento da crise

o atrator caotico colide com a variedade estavel da sela caodtica. Na verdade, a
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FIGURA 4.18 - Ampliagoes das regioes retangulares da Figura 4.16(a), mostrando

o atrator cadtico (CA), a sela cadtica SCS (cinza), a Orbita

periédica instavel de periodo dois (cruz) e sua variedade estével

(SM).
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variedade estavel completa da érbita mediadora na Figura 4.18 “preenche” a regiao S
da mesma forma como a variedade estéavel da sela cadtica S na Figura 4.19, conforme

ilustrado na Secao 3.4 para variedades estaveis do mapa de Hénon.

Apés a crise, o conjunto cadtico da regiao B perde sua estabilidade e converte-se em
uma sela cadtica (ver Figura 4.12(b)), passando a ser parte de um atrator maior,
que engloba também a sela cadtica da regido S. A Figura 4.20(a) mostra o atrator
caotico em v = 0.06205 > vyo, um pouco apds a crise, onde as cruzes indicam os
pontos da orbita periddica instavel de periodo-2 responsavel pela crise. O atrator se
estende ao longo da direcao instével (note-se a semelhanga com a variedade instavel
da sela cadtica na Figura 4.16(c)). Similarmente ao que ocorre na bifurcagao sela-né,
todos os espacos vazios da sela cadtica sao preenchidos apds a crise. O atrator pds-
crise ocupa um espago maior do que a uniao do atrator pré-crise com a sela cadtica.
Isto é devido a uma ezplosdo, ou seja, a criacao de orbitas periddicas instaveis no

momento da crise, que preenchem todos os vazios da sela cadtica [20,67,75].

Mesmo depois da crise, ainda é possivel diferenciar as regioes S e B no espago de
fase. As Figuras 4.20(b) e 4.20(c), ampliagdes das regides retangulares na Figura
4.20(a), mostram que a 6rbita mediadora e sua variedade estdvel sdo robustas a
crise. A variedade estavel divide o atrator cadtico em bandas, podendo ainda ser
usada como critério de separacao entre as regioes B e S. A regiao B é determinada
pela banda onde encontrava-se o atrator cadtico antes da crise. A diferenca é que
agora uma trajetéria sobre o atrator cadtico pode cruzar a variedade estéavel da
6rbita mediadora, indo da regiao B para a regiao S e de volta para a regiao B,
intermitentemente (intermiténcia induzida pela crise interior). No entanto, é possivel
encontrar Orbitas cadticas que nunca abandonam as regioes B ou S. Trata-se das
duas selas cadticas ilustradas nas Figuras 4.20(d)-4.20(f), onde as Figuras 4.20(e) e
4.20(f) sdo ampliagoes das regides indicadas em 4.20(d). A sela caética na regiao
S (SCS) ¢é a continuagao da sela S pré-crise. A sela na regiao B (BCS) foi criada
apds a crise, sendo uma continuacao do atrator cadtico pequeno que existia antes

da crise.
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FIGURA 4.19 - Ampliacoes das duas regioes indicadas por retangulos na Figura
4.16(a), mostrando a colisao do atrator caético (CA) com a var-

iedade estdvel da sela cadtica (pontos pretos).
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FIGURA 4.20 - Conjuntos invariantes apds a crise, em v = 0.06205. (a) Atrator
cadtico (CA) com os dois pontos da 6rbita mediadora (cruzes);
(b) e (c) ampliagoes dos retangulos superior e inferior de (a), re-
spectivamente. As linhas SM sdo segmentos da variedade estavel
da érbita mediadora; (d)-(f) As selas cadticas SCS (cinza) e BCS

(preto) referentes a (a)-(c).
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A medida em que se diminui o valor de v para mais longe de v;¢, a sela B se
altera rapidamente, e sua estrutura fractal ao longo da direcao instavel torna-se
mais pronunciada, devido ao aumento de tamanho dos espacgos “vazios”. Este fato
pode ser observado nas Figuras 4.12(b) e 4.21. A Figura 4.21 mostra os mesmos

conjuntos da Figura 4.20 para v = 0.0616.

Para entender o aumento de tamanho dos espacos “vazios” deve-se lembrar que em
vic o atrator cadtico é o fechamento de um dos ramos da variedade instavel da orbita
mediadora (ramo a direita da cruz na Figura 4.18(a)), o que significa que qualquer
orbita cadtica pertencente ao atrator gera pontos de Poincaré que “cobrem”todo
este ramo da variedade instavel. Neste ponto o atrator ainda encontra-se totalmente
confinado na regidao B. Logo apés a crise (Figura 4.20(b)) a variedade instével da
orbita mediadora cruza a variedade estavel da mesma, e as orbitas que estavam na
regiao B ganham acesso a regiao S. Os pequenos espagos vazios na sela caodtica B,
visiveis na Figura 4.20(e), sao “intervalos”de pontos que sdo mapeados para por¢oes
da variedade instavel que se encontram na regiao S, tais como a “ponta’do atrator
que atravessa para o lado direito da variedade estavel (SM) na Figura 4.20(b). Pode-
se perceber pela Figura 4.21(b) que quando v é diminuido, a mesma “ponta”do
atrator se protrai para mais adiante a direita da variedade estavel (SM). Com isso,
intervalos maiores de pontos na regiao B sao mapeados para esta ponta, ocasionando

em aumento de tamanho dos intervalos “vazios”na sela cadtica B (Figura 4.21(e)).

A dinamica de trajetérias sobre o atrator segue o seguinte padrao. Para v > vje,
trajetorias sobre o atrator cadtico nunca abandonam a regiao B. Para v um pouco
menor do que v, uma trajetéria iniciada na regiao B pode permanecer em B
durante um longo tempo, até “cair’em um espaco “vazio”que é mapeado para a
regiao S, o que faz com que a trajetéria escape para a regiao S. E importante
lembrar que os espacos nas selas cadticas pds-crise nao se encontram realmente
vazios. Na crise interior, uma explosao preenche os vazios nas selas cadticas por
meio de dérbitas periddicas instaveis que “visitam” ambas as regices S e B. Estas

orbitas sao responsaveis pelo acoplamento dinamico entre as duas regioes apos a
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FIGURA 4.21 - Conjuntos invariantes apds a crise, em v = 0.0616. (a) Atrator
cadtico (CA) com os dois pontos da 6rbita mediadora (cruzes);
(b) e (c) ampliagoes dos retangulos superior e inferior de (a), re-
spectivamente. As linhas SM sdo segmentos da variedade estavel
da o6rbita mediadora; (d)-(f) as selas cadticas SCS (cinza) e BCS

(preto) referentes a (a)-(c).
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crise, sendo chamadas de drbitas de acoplamento [20,67]. Ao ser mapeada para a
regiao S, a trajetéria encontra-se na vizinhanca da sela cadtica S. Contudo, como
as selas caodticas possuem estrutura fractal ao longo das diregoes estéavel e instavel,
a probabilidade de uma orbita ser mapeada exatamente para SC'S é nula, conforme
comentado na Secao 2.7.1. Sendo assim, enquanto estao na regiao S as trajetorias
percorrem os espacos ‘vazios” ao longo de sua direcao instavel. Estes espacos estao
densamente preenchidos por pontos das érbitas de acoplamento. Apds algum tempo,
a trajetoria é “re-injetada” na regiao B, pois trechos da variedade instavel da orbita
mediadora, sobre a qual se encontra o atrator cadtico, sao mapeados de volta para

a regiao B.

Os “saltos”entre as regidoes B e S se repetem intermitentemente. KEsta dinamica
intermitente é ilustrada na Figura 4.22, onde uma série temporal com os pontos
de Poincaré é exibida para v = 0.06211. As fases “laminares” fracamente cadticas
correspondem ao tempo em que a trajetéria encontra-se na regiao B, e as fases
fortemente cadticas, ou “estouros”, ocorrem quando a trajetéria estd na regiao S.
As linhas tracejadas representam a posi¢ao da érbita periddica instéavel p-2, me-
diadora da crise. Pode-se notar que logo antes dos estouros, nas fases indicadas
pelas setas, a trajetoria passa algumas iteracoes na vizinhanca da érbita mediadora.
Isto ocorre porque apds cruzar a fronteira da regiao B para a regiao S a trajetéria
encontra-se proxima da variedade estével da dérbita mediadora (a variedade estavel
é a propria fronteira). Logo, conforme ilustrado anteriormente na Figura 4.11, a
trajetoria é atraida para a érbita mediadora via sua variedade estavel. Uma vez que
a trajetdéria nao se encontra exatamente sobre a variedade estavel, e a érbita medi-
adora ¢é instavel, a trajetéria eventualmente é repelida ao longo do ramo da variedade
instavel da orbita mediadora que aponta para a regiao S, e um “estouro”’se inicia
[20,73]. A intermiténcia induzida pela crise pode ser vista como uma alternagao en-
tre dois comportamentos transientes basicamente governados pela selas cadticas B
(“laminar”) e S (estouros). O aumento no tamanho dos espagos na sela cadtica B se

reflete nas séries temporais como uma diminuicao na duracao das fases “laminares”,
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FIGURA 4.22 - Série temporal estroboscopica mostrando a intermiténcia induzida
pela crise em v = 0.06211. As linhas tracejadas representam a
posicao da orbita mediadora de periodo 2, e as setas apontam
para as fases de comportamento aproximadamente periddico que

ocorrem logo antes de um forte “estouro” cadtico.

como pode ser visto na Figura 4.4.2 para v = 0.06211, v = 0.0620 e v = 0.0616.
O tempo de transiente médio entre dois estouros, calculado ao longo de uma série

de 10° pontos de Poincaré, é 7 ~ 759 para v = 0.06211, caindo para 7 ~ 20 em

v = 0.0616.

4.4.3 Encontrando Orbitas de Acoplamento

Logo apds a crise, as orbitas de acoplamento criadas possuem periodos muito al-
tos, com o periodo tendendo a infinito quando v — v [20,67]. Nestes casos sua
identificacao numérica é extremamente dificil. A medida em que o parametro de
controle v é diminuido, novas érbitas de acoplamento de periodo mais baixo sao

criadas. Estas érbitas podem ser encontradas pelo método de Newton, distribuindo
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um conjunto de condigoes iniciais, aleatoriamente geradas, em um dos espacos vazios
da sela B ou S. E necessdrio informar ao método de Newton o periodo da orbita de-
sejada. Como exemplo, usando v = 0.0616, procuramos aleatoriamente por érbitas
com periodo superior a 10, usando o método de Newton. Sao geradas condigoes
iniciais em uma regiao retangular contendo parte de um dos vazios da sela cadtica
B, conforme ilustrado pelo pequeno retangulo na Figura 4.24. As condigoes iniciais
aleatérias sao geradas até que seja encontrada uma érbita com o periodo especifi-
cado. Figura 4.25(a) mostra uma das érbitas de acoplamento encontradas. Trata-se
de uma drbita de periodo 11 exibida junto com as selas cadticas B (preto) e S (cinza).
Nas Figuras 4.25(b) e 4.25(c) sao mostradas ampliagoes das regioes indicadas em
4.25(a). Pode-se perceber que a érbita de acoplamento possui componentes (pontos
de Poincaré) na regidao B e na regiao S. As linhas SM indicam a variedade estével
da 6rbita mediadora (ndo mostrada). Uma outra érbita de acoplamento, de periodo

13, é mostrada na Figura 4.26.

Pela sua estrutura fractal ao longo da diregao instavel, Szab6 e Tél [74] referem-se
as selas cadticas pos-IC como sendo o esqueleto geométrico do atrator. As oOrbitas
de acoplamento formam o seu preenchimento ou “corpo”. Assim, o atrator cadtico
pos-crise pode ser decomposto em trés componentes basicos: a sela B, a sela S e as

orbitas de acoplamento.

4.4.4 Definicao da Regiao de Restrigao

A correta definicao da regiao de restricao é fundamental para a geracao numérica das
selas cadticas. E necessdrio definir a regiao R de tal maneira que ela contenha toda
a sela cadtica desejada e nenhum atrator. No interior da janela periddica, quando
o atrator consiste de uma o6rbita peridédica e encontra-se afastado da sela cadtica
coexistente, esta definicao nao é dificil. Em geral, basta cobrir um dos pontos do
atrator com um circulo de raio suficientemente pequeno. Suficientemente pequeno
significa que o circulo deve estar totalmente contido na regiao B, de forma a nao
cobrir pontos da sela cadtica S. A regiao R é definida como um retangulo englobando

toda a sela cadtica, menos o circulo. O algoritmo PIM triple ird4 gerar uma érbita
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FIGURA 4.24 - Definicao de uma regiao retangular com condigoes iniciais para o

método de Newton para encontrar érbitas de acoplamento.
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FIGURA 4.25 - (a) Selas cadticas SCS (cinza) e BCS (preto) junto com uma 6rbita
de acoplamento de periodo 11 em v = 0.0616; (b) e (c) ampliagoes

das regioes retangulares em (a).
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FIGURA 4.26 - (a) Selas cadticas SCS (cinza) e BCS (preto) junto com uma 6rbita
de acoplamento de periodo 13 em v = 0.0616; (b) e (c) ampliagoes

das regioes retangulares em (a).
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que nunca entra neste circulo. Para um atrator de periodo n nao é necessario cobrir
todos os n pontos periddicos. Basta cobrir um deles, pois se a 6rbita convergir para

um dos pontos do atrator ela ird eventualmente passar pelo ponto coberto.

Préximo da crise interior, quando o atrator é um conjunto cadtico localizado em
bandas, é necessario cobrir uma das bandas. A situacao mais complicada ocorre
no momento da crise, quando o atrator toca a sela cadtica. A definicao de R deve
ser feita de tal forma a cobrir o atrator sem cobrir partes da sela cadtica. Caso
contrario, a mal selecao da regiao R pode gerar o aparecimento de espagos vazios
indesejados na sela S. A variedade estavel da érbita mediadora serve como delimita-
dor entre as regioes B e S, e pode ser usada para isolar a banda desejada. Algumas
vezes pode-se utilizar uma aproximacao linear para segmentos da variedade estével
proximos do atrator cadtico. Na Figura 4.27 o atrator (linha escura) no ponto de
crise interior (v & 0.06212) foi isolado da regiao R através de uma “caixa” em que
as duas arestas laterais foram obtidas como interpolacoes lineares de pontos sobre a

variedade estavel.
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FIGURA 4.27 - Definicao da regiao de restrigao, obtida cobrindo-se uma banda do

atrator cadtico CA.
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Apés a crise, a regiao de restricao pode ser definida da mesma forma. A tnica
diferenca ocorre quando se deseja calcular a sela B. Neste caso a regiao de restrigao
é a propria caixa definida como mostrado na Figura 4.27. E necessério configurar o
algoritmo PIM triple para que seja obtida uma dérbita que sempre retorna a regiao

R a cada n iteragoes (onde n é o niimero de bandas do atrator cadtico pré-crise).

Para a construgao das Figuras 4.12(a) e 4.12(b) foi necessédria a definicao de uma
regiao de restricao para cada valor de v. Dentro da janela periédica, enquanto o
atrator é periddico, a posicao de um ponto do atrator pode ser identificada automati-
camente antes de calcular a sela cadtica S. Depois disto, basta definir um circulo
razoavelmente pequeno em torno do ponto. Quando o atrator torna-se cadtico,
proximo de IC, é necessario definir regioes em torno de uma das bandas do atrator
para diversos intervalos de v. Estas regioes tiveram que ser definidas manualmente.
Para simplificar a definicao da regiao R no interior da janela peridédica, em vez de
utilizar uma caixa como a da Figura 4.27, utilizou-se um conjunto de circulos para

cobrir as bandas do atrator cadtico.

A mesma abordagem manual foi necessaria para o diagrama da sela B, depois da
crise. Neste caso, como deseja-se encontrar trajetérias que nunca abandonam as
bandas da regiao B, pode ser definida uma regiao de restricao um pouco maior do
que as bandas ocupadas pela sela B. Isto permite que se use a mesma regiao para
intervalos maiores de v, sem que as trajetérias geradas pelo algoritmo PIM triple

escapem da sela cadtica B.

Uma outra dificuldade ocorre comumente no interior de janelas periédicas. Apesar
de s6 ter sido mostrado um atrator na Figura 4.12, o interior da janela periddica ap-
resenta regioes em que outros atratores coexistem com o atrator mostrado. Durante
o processo de geracao da figura foram encontrados quatro outros atratores. Toda
vez que um atrator ¢ encontrado na regiao de restricao, as trajetorias escapam da
sela cadtica e convergem para o atrator. Para evitar que isto ocorra, é necessario

redefinir a regiao de restricao para que dela seja excluido o novo atrator encontrado.
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CAPITULO 5

CAOS NA EQUACAO KURAMOTO-SIVASHINSKY

5.1 Introducao

O desenvolvimento de ferramentas para a andlise e descricao de caos em sistemas
espaco-temporais, ou extensos, constitui um dos maiores desafios da area de sistemas
dindmicos [107]. Em principio, o espago de fase de um sistema espago-temporal pos-
sui dimensao infinita, e as solugdes podem exibir uma grande diversidade de compor-
tamentos dinamicos, que variam de solugoes estacionarias e espaco-temporalmente
periddicas, a espaco-temporalmente cadticas. Assim como em sistemas de baixa di-
mensao, a existéncia de pelo menos um expoente de Lyapunov positivo caracteriza
a presenca de comportamento cadtico em sistemas extensos. Contudo, um sistema
temporalmente cadtico pode ser espacialmente ordenado (ou coerente) ou desor-
denado (incoerente), sendo que costuma-se convencionar que caos espago-temporal
ocorre quando o sistema apresenta desordem espacial e caos temporal. Nao existe
até o momento uma técnica padrao para a caracterizacao de caos espaco-temporal,
que possibilite que resultados tedricos sejam quantitativamente comparados com ex-
perimentos e com simulagdes [108]. Uma das técnicas que vém sendo investigadas
¢ a andlise de padroes gradientes (APG), que tem se mostrado capaz de caracteri-
zar fenomenos que apresentam turbuléncia localizada [109], bem como diferenciar
regimes e transientes em modelos de uma [110] ou duas [111,112] dimensoes espa-
ciais. Estas técnicas baseiam-se na analise de séries temporais ou espago-temporais
(seqiiéncias de imagens variando com o tempo). Foi realizada uma investigagao
preliminar sobre o uso de APG em sistemas extensos de duas dimensoes espaci-
ais, usando a equacao Swift-Hohenberg como modelo de instabilidade convectiva
[113] e 0 modelo de Bohr e Rand para geragdo de turbuléncia localizada [114]. O
Apéndice A contém uma descricao das técnicas de APG, com os resultados pre-

liminares, mostrando a variacao dos valores de quantificadores para a medida da
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dinamica de fase e de amplitude dos vetores de campos gradientes obtidos a partir
de séries espago-temporais de fenomenos transientes. Entretanto, concluimos que
uma abordagem no nivel do espaco de fase deve preceder abordagens posteriores en-
volvendo andlise direta das estruturas dinamicas no dominio espago-temporal, feitas
por exemplo, por meio da Andlise de Padrées Gradientes. Dessa forma, embora a
analise de dados em sistemas bidimensionais seja uma area de interesse crescente,
na tese optamos por investigar de maneira mais profunda, restrita ao espaco de fase,
um modelo com apenas uma dimensao espacial em um regime fracamente cadtico,
onde verifica-se a manutencao de coeréncia espacial. Este tipo de regime permite
uma andlise no espago de fase semelhante a anélise descrita no capitulo 4, ajudando
a estabelecer a conexao entre a dinamica cadtica em sistemas de baixa dimensao e
o surgimento de caos em sistemas extensos. A estensao dos resultados para mod-
elos com duas ou trés dimensoes espaciais serda investigada em trabalhos futuros.
Como modelo a ser estudado foi escolhida a equacao Kuramoto-Sivashinsky, que
pode ser obtida a partir da equacao Ginzburg-Landau Complexa, com relevancia

para o estudo de dinamica de ondas de Alfvén.

5.2 A Equacgao Ginzurg-Landau Complexa

Recentemente, Lefebvre e Hada [115] estudaram a dinamica de ondas de Alfvén
sujeitas a instabilidades geradas por um feixe de ions propagando em diregao paralela
ao campo magnético. Foi utilizada uma forma da equacao DNLS com o acréscimo
de termos lineares para as taxas de crescimento e amortecimento da onda. Supondo
uma instabilidade fraca, Lefebvre e Hada obtiveram, a partir da equagao DNLS,
uma equacao para a amplitude do campo magnético na forma da equagao Ginzburg-
Landau Complexa (GLC) [4,116,117]. A equacdo Ginzburg-Landau complexa tem
sido uma das equagoes mais estudadas nos ultimos anos (ver Cross e Hohenberg [4]

e Aranson e Kramer [117] e referéncias internas).

A equacao GLC é um exemplo de equacao de amplitude, ou seja, uma equacao para

a descricao da modulacao espaco-temporal lenta préximo ao limiar de uma instabil-
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idade [118]. Considere-se um sistema inicialmente em um ponto de equilibrio. No
caso de um sistema espacialmente estendido, um “ponto” de equilibrio passa a ser
um estado em que a variavel de estado u(z,t) (velocidade, temperatura, densidade,
campo magnético, etc.) nao varia com o tempo para todo valor de x. Considere-se
também um parametro de controle € definido de tal forma que uma instabilidade
aparece quando € torna-se positivo (e pode ser definido como € = (R — R,.)/R,, onde
R é o parametro de controle das equagoes, e R. # 0 é o valor critico, ou ponto
de bifurcagao, para o aparecimento da instabilidade). No caso de uma bifurcacao
Hopf supercritica, logo apds o ponto de bifurcacao, o estado de equilibrio do sis-
tema perde sua estabilidade, e pequenas perturbagoes geram movimentos periédicos
6]. E apropriado [118] estudar a evolucao destas perturbagdes em termos de uma

decomposicao da variavel de estado em modos de Fourier

+o0
u(z,t) = Y upe Tk (5.1)

k=—00

onde w é a freqiiéncia, k£ é o nimero de onda, : = /—1. Para ¢ < 0, todos os modos

—wi+ikz) possuem uma taxa de crescimento Im(w) negativa, e sua amplitude decai

el
com o tempo. Desta forma, perturbacoes sao dissipadas com o tempo e o estado
uniforme u = 0 é estavel. Em € = 0, o modo de Fourier com maior taxa de
crescimento, exp(—iw.t + ik.x), torna-se marginalmente estével, Im(w.) = 0. Para
e > 0, existe uma banda de modos instaveis ao redor de k.. A amplitude destes
modos permanece baixa porque sua instabilidade é saturada devido a interacao

nao-linear com os modos estéveis [118]. A Figura 5.1 ilustra o comportamento da

taxa de crescimento dos modos préximo ao ponto de bifurcacao.

Para valores do parametro de controle um pouco acima da bifurcagdo (0 < € < 1),
espera-se que os padroes formados possuam um comprimento de onda préoximo de
27 /k.. As estruturas nas escalas de comprimento pequenas sao insensiveis a €, pois os
modos com curto comprimento de onda possuem um forte decaimento (Im(w) < 0).
No entanto, modulagoes lentas ocorrem nas maiores escalas espaciais dos padroes

formados, devido a banda de modos instaveis, que é extremamente pequena. Nestas
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FIGURA 5.1 - Comportamento da taxa de crescimento dos modos de Fourier em

funcao do niimero de onda k.

FONTE: [118] (p. 20).

FIGURA 5.2 - Modulacao lenta do modo critico para ¢ < 1. O envelope ¢ indi-
cado com a linha tracejada.

FONTE: [118] (p. 20).

condicoes, é possivel separar a dinamica dos padroes préximo a bifurcagao em termos
de um componente mais rapido, com escala de comprimento dada pelo nimero de
onda critico, e um envelope que varia lentamente no tempo e no espago. O campo

u(z,t) pode ser entao descrito como

u(x,t) oc Az, t)e!ker=b L e +to.a., (5.2)

onde A(x,t) é a amplitude complexa ou envelope, c.c. denota complexo conju-
gado e t.0.a. denota termos de ordem mais alta, que sao termos proporcionais a
exp(2ik.x) [118]. A Figura 5.2 representa um campo fisico u(z,t) unidimensional

(linha continua), e o envelope A(z,t) (linha tracejada), proximo a bifurcagao.
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Supondo que o médulo |A| é pequeno, o que ocorre em bifurcagdes supercriticas
(6], a dinamica do envelope obedece & equagdo Ginzburg-Landau complexa

[4,6,117,118,119,120]

A = €A+ (1 +ic)) VPA — (1 +icy) |A]PA, (5.3)

onde c; e ¢y sao coeficientes complexos. Uma deducao detalhada da equacao 5.3 a

partir da equagao de reagao-difusdo pode ser encontrada em Kuramoto [120].

A equagao 5.3 tem sido obtida em diversos contextos, incluindo fluidos Taylor-
Couette e convecgao Rayleigh-Bénard em fluidos bindrios [119], rea¢oes quimicas os-
cilatérias [6,120], arritmia cardiaca [121], lasers [122,123], ondas de plasma em toka-
maks [124,125], e acoplamento nao-linear entre ondas de Langmuir e ion-actsticas
em plasmas [126]. A forma da equacao 5.3 é bastante geral, e os detalhes de cada
sistema estao contidos nos coeficientes ¢; e ¢3. Em sua deducao a partir da equagao

DNLS, Lefebvre e Hada [115] escreveram o campo magnético B = b, + ib, como

B(x,t) = A(E, t)e!Fer—wel), (5.4)

onde § = x — vy(k.)t e vy(k.) é a velocidade do modo mais instéavel. Considerando
uma instabilidade fraca, eles obtiveram uma equacao para a amplitude A na forma

da equacao GLC.

5.3 A Equacao Kuramoto-Sivashinsky

O envelope A é uma variavel complexa, e pode ser expresso em coordenadas polares,

na forma

A = Re™. (5.5)

Uma mudanga na fase ® corresponde a uma translacao espacial do padrao [4,118].
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Uma andlise de estabilidade linear da equagao (5.3) revela que um estado periédico

uniforme

Ag(t) = Ag(t + T) = ee ">, (5.6)

de periodo T, é estével se o critério de instabilidade Benjamin-Feir-Newell (BFN)

14+cico>0 (57)

for satisfeito [6]. Perturbagtes na amplitude R e fase ® de Ay decaem exponen-
cialmente com o tempo. Modos com comprimento de onda longo (com |k| < k. ~
|1+ c1ca|'/?) crescem exponencialmente se 1+ cjc; < 0. Préximo a condicio de
instabilidade BFN, com 1+ ¢;¢ um pouco menor do que zero, verifica-se a presenca
de caos na variagao da fase ® de A. Nestes regimes, |A| permanece saturado, e
ocorre uma predominancia da dinamica da fase. Neste caso a dinamica do sistema

pode ser descrita em termos de uma equagao para a fase [117].

A equacao da fase pode ser obtida considerando-se pequenas perturbacgoes de Ay =

Ropexp(i®g) na forma

A= Ag(1+7)e”, (5.8)
ou

R=Ry(1+71),®= o+ . (5.9)
Separando as partes real e imagindria da equacao (5.3), inserindo a equagao (5.8),

e considerando uma situacao em que a variacao espacial e temporal de r e ¢ sao

lentas, pode-se obter a seguinte equagao para a variagao da fase ¢ [6,127]

D6 = —|u|V26 — 16 — A(Vo)?, (5.10)
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onde

n = 1+ C1C2, (511)
v = (1+c)/2, (5.12)
A= C1 — Co. (513)

A equagao (5.10) é conhecida como equacao Kuramoto-Sivashinsky (equagao KS). No
caso unidimensional, derivando a equagao (5.10) e introduzindo a variavel u = 9,6,

a equacao KS pode ser escrita na forma

Ou = —|p|0%u — voiu — N0, (u?), (5.14)

O primeiro termo da direita na equagao (5.14) age como uma fonte de energia para

o sistema, e o segundo termo da direita é um termo dissipativo.

A equacao Kuramoto-Sivashinsky foi nomeada apds a sua deducao como uma
equacao para a dinamica de fase da equacao GLC, apresentada por Kuramoto e
Tsuzuki [127], e posteriormente pela sua dedu¢ao como modelo para instabilidade
em frentes de chamas, obtido por Sivashinsky [128]. No entanto, a equagao KS foi
primeiramente obtida como um modelo para a dinamica de uma onda de deriva
associada com oscilagoes de particulas aprisionadas em potenciais magnéticos em
plasmas de tokamaks [129,130,131]. Ao longo dos anos, a equagdo KS tem sido
obtida em diferentes contextos, tais como conveccao Rayleigh-Bénard e escoamento
de um fluido viscoso em um plano vertical [132], saturagao nao-linear de instabil-
idade Rayleigh-Taylor em filmes finos [133], e a dinamica em escoamentos de dois

fluidos sobrepostos, com viscosidades diferentes [134].

5.4 Resolucao Numérica da Equacao KS

Nesta secao ¢é apresentada a solugao numeérica da equagao Kuramoto-Sivashinsky em

uma dimensao espacial. Serd resolvida a seguinte versao da equagao KS, apresentada
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por [129,130,131]
O = —0%u — vosu — 0,(u?) (5.15)

onde v > 0 é um parametro de dissipacao e u(x,t) obedece condig¢des de contorno

periddicas
u(z,t) = u(x + 27, t). (5.16)

Para uma abordagem de sistemas espago-temporais baseada no formalismo de sis-
temas dinamicos o procedimento padrao consiste em decompor o problema original,
representado por uma equagao diferencial parcial, em um conjunto de equagoes
diferenciais ordinarias. Um dos métodos mais utilizados com esse fim é a projecao
Galerkin [135,136,137,138]. Pelo método Galerkin, a fungao u(x,t) é representada
por uma soma de coeficientes em fungao do tempo ¢ multiplicados por elementos de

um conjunto de fungoes ortogonais que dependem de x
u(z,t) = > bi(t)er(x). (5.17)
k=—o00

A periodicidade das condigoes de contorno faz com que a equacao 5.15 admita o uso

de uma representacao por série de Fourier

u(z,t) = i bi(t)e*™. (5.18)

k=—00

onde by, s@o coeficientes complexos. Como u(x,t) é real, b_j = b}, onde b} denota o

complexo conjugado de b;. Substituindo a equacao 5.18 na equacao 5.15 obtém-se:



a = ikx o 82 = ikx 84 = ikx

Calculando as derivadas, obtém-se:

Z bkeik:t _ Z k2bk€ik:t .y Z k4bkeikx +
k=—o00 k=—o00 k=—o00
— 30 3T ik + m)bybye™ T, (5.20)

k=—0c0o m=—00

Seja F o espaco de fungoes 2m-periddicas. No espago F o produto interno é dado

por [139]:
< f,g>= /O27r f(z)g" (x)dx. (5.21)

Representando a equagao (5.20) por f(X bryr), o método Galerkin requer que a

seguinte condicao seja satisfeita:
< fO_ brpr), o1 >=0, l=—o0,..., 0. (5.22)

Logo, multiplicando a equagao (5.20) por e~%* com [ = —o0, ..., 00, e integrando de

0 a 2w, tem-se:

2t > . . 2r X . .
/ Z bkezkxe—zlaxd:p . / Z k2bk€zkxe—zl:vdx+
0 k=00 0 k=
27 el
+ / Z k4b ezk:v —zlacdx+
k=—o00

(e 9]

2m
< [y S ik 4 m)byb et g = 0.

k=—o00o m=—00
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Simplificando,

2r > 2 .
[ et han — [0S R 4
0 0

k=—00 k=—00
2 o .
+ / v Z k*be™* Dy +
0 k=—o00

o0 o0

2 .
+ / SN ik +m)bpbe T de = 0. (5.23)
0

k=—00 m=—00

Cada integral da fungao exponencial é nula exceto quando o expoente é zero (ortog-
onalidade dos modos de Fourier). Os trés primeiros expoentes da equagao (5.23) sao
zero quando k = [. Neste caso a integral é f02” e’dr = 27. Para o termo nao-linear,

o expoente se anula quando k =1 —m. A equagao (5.23) passa a ser

b2r = Ph2r —vli'b2r — > i(l—m A+ m)b_nbn 27 (5.24)
Simplificando,
b= —vl'h =il Y bwby, 1= —00,...,00. (5.25)

m=—00

Rearranjando e trocando a nomenclatura (I — k):

by = (K — vk by — ik > bbg_m, k= —00,...,00 (5.26)

m=—00

Na pratica, considera-se um sistema com um truncamento de N modos

N
by = (K — kYo, — ik > bpbgom,  k=—N,.,N (5.27)

m=—N

Os coeficientes by na equagao (5.27) sdo complexos. Uma simplificagdo comumente

utilizada consiste em restringir a anélise ao subespagco de solugbes impares, u(x,t) =

128



—u(—x,t). E possivel mostrar que se a condicio inicial u(z, 0) for uma funcdo impar,
a solugao da equac@o (5.15) (ou, equivalentemente, da equagao (5.27)) permanece

fmpar durante todo o tempo [3]
u(z, t) = —u(—x,t), Va,t. (5.28)

A transformada de Fourier de uma funcao impar possui coeficientes puramente ima-

ginarios. Fazendo
L.
bk = —52&]{, (529)

onde a é um numero real, tem-se a representagdo em série de senos [140]

t)sin(kzx), (5.30)

||M2

suficiente para representar funcoes impares. Fazendo a substituicao da equagao

(5.29) na equacao (5.27), obtém-se

_%’f — (K — vk (_m_k> _ ik Z ( w’“) (_m,;_m). (5.31)
Simplificando,
ar, = (k* — vkMay, — = Z A Cs—m s k=—N,..,N. (5.32)

A equagao (5.32), primeiramente apresentada em [141], inclui uma série de operagoes
desnecessarias, pois envolvem valores de ay_,, para (k —m) < —N ou (k—m) > N
no calculo dos termos nao-lineares. Tais coeficientes sao nulos. Uma otimizacao
pode ser feita de maneira a evitar que isso ocorra. Primeiramente, como u(z,t) é

real, nao € necessario integrar nem armazenar os modos com k negativo. Lembrando

129



que by = b*,, tem-se que —iag/2 = ia_x/2. Sendo assim, pode-se fazer

b, = —%iak paral <k <N
= %ia,k para — N <k < —1 (5.33)
=0 caso contrario

Substituindo (5.33) em (5.27), obtém-se

ap, = (k2 — z/k; Jag — = ( Z O Qm— + Z A O — m) ) (5.34)

com k = 1,....,N. Uma vez que tay = —ia_j, nao € necessario integrar os modos
k= —N,...,—1. Além disso, ag = 0. Para excluir os modos com k < —N e k > N

do célculo dos termos nao-lineares, a equacao (5.34) pode ser escrita como:

m=k—N m=1 m=k+1

k -1 k—1
ar, = (K*—vktay—3 ( N e Y G+ Z i k) (5.35)

ou

ar, = (K*—vkY)ap+~ ( Z O—p Qf—mn Z Ay O—mm + Z oy Gy — k) (5.36)
m=k—N

m=k+1

com k = 1,...,N. Uma implementacao em FORTRAN para a resolucao numérica

da equagao K-S com a forma da equagao (5.36), pode ser encontrada em [78].

O primeiro somatério na equagao (5.36) é iniciado em k — N e ndo em —N porque
o termo ag_,, € 0 sempre que m < k — N. Note-se que foi usada a substituicao
—Qk—m = Gm_r- O segundo somatorio refere-se aos termos em que os indices kK —m
sao positivos. A partir de m = k + 1, os termos a,,_; possuem indices negativos,

razao pela qual a propriedade ay_,, = —a,,_; é utilizada no terceiro somatério.

A dinamica nao-linear da equagao Kuramoto-Sivashinsky sera estudada no espago

de fase definido pelos coeficientes de Fourier. Os padroes espago-temporais u(z, t)
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correspondentes podem ser obtidos por

N

u(z,t) = Y b(t)e™™. (5.37)

k=—N

5.5 Analise de Estabilidade

Para analisar a estabilidade linear da equacao KS, considere-se a parte linear da

equagao (5.36)
ar, = (k* — vk®)ay,. (5.38)

O sistema de equagoes diferenciais dado pela equagao (5.38) pode ser representado

COoImo
4= Ma, (5.39)

onde a é o vetor de coeficientes de Fourier e M é uma matriz diagonal, onde

M(k, k) = (k? — vk*) e todos os demais elementos sdo nulos.

Da equagao (5.39) percebe-se que a solugao trivial u(z,t) = 0 é um ponto fixo da
equagao Kuramoto-Sivashinsky. Seguindo a Secao 2.4.1, a estabilidade do ponto fixo
¢é determinada pelos autovalores da matriz M, que nesse caso sao dados pelos ele-
mentos de sua diagonal. Os autovalores da matriz M sao nulos quando k = £1/,/v.
Para |k| > 1/y/v os autovalores sdo negativos e para |k| < 1/4/v, sdo positivos.
Sendo assim, existe uma banda de modos linearmente instaveis com numero de

onda k dentro do intervalo [—1/y/v, 1/4/v], cujas amplitudes crescem com o tempo.

O termo —d?u na equagao (5.15) equivale ao termo k%ay, com sinal positivo na
equagao (5.38), sendo responsével pela desestabilizacao dos modos com longo com-
primento de onda (]k| pequeno). Este termo age como uma fonte de energia para o
sistema, enquanto o termo —du (—vk? na equagao (5.38)) é um termo estabilizador,
cujo efeito dissipativo aumenta com o nimero de onda k. O termo nao-linear —d, (u?)

na equacgao (5.15), equivalente a —k/2>"N_ \ a,,ax_,, na equacio (5.32), realiza o
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acoplamento entre os modos, sendo responsavel pela saturacao da instabilidade. O
crescimento dos modos instaveis, de comprimentos de onda longos, excita os modos
com comprimentos de onda pequenos por meio da interacao nao-linear. A ener-
gia transferida é dissipada pelos modos com comprimentos de onda curtos (escalas

dissipativas), que sao fortemente amortecidos.

5.6 Sistemas Dinamicos de Dimensao Finita

O truncamento no ntimero de modos utilizados em aproximagoes do tipo Galerkin
tem implicagoes diretas nos resultados numéricos obtidos. Em geral, os modos com
baixo nimero de onda (que representam as grandes escalas espaciais) carregam a
maior parte da energia, e os modos com alto niimero de onda decaem rapidamente,
permanecendo com valores proximos de zero durante todo o tempo. Em principio,
para uma simulagao de um sistema real é necessario manter os modos com numero
de onda até o limite das escalas dissipativas [142]. Este limite pode ser altissimo e
computacionalmente invidvel no caso de sistemas fortemente cadticos ou “turbulen-
tos”. Aqui o termo “turbulento” é usado de maneira a indicar um comportamento
fortemente cadtico ou irregular na variacao temporal e espacial de um sistema nao-

linear, com um grande nimero de modos instéveis envolvidos na dinamica [6,7,141].

Modelos que utilizam truncamentos com poucos modos sao mais faceis de se estudar,
mas seus resultados podem ser altamente enganosos se comparados com dados reais.
Um exemplo cldssico é o modelo de Lorenz [143], concebido como uma aproximagao
para um problema de conveccao Rayleigh-Bénard. Trata-se de um truncamento com
apenas trés modos de Fourier para um sistema acoplado das equacoes Navier-Stokes
e de calor. Este modelo tornou-se popular, por ser talvez o primeiro modelo de baixa
dimensao para um problema atmosférico a apresentar comportamento cadtico. No
entanto, estudos posteriores revelaram, através de truncamentos de dimensao mais
alta, que os resultados obtidos com o modelo de 3 modos nao sao realisticos para
o problema original de Lorenz [1,5]. Nao obstante, é valido lembrar que o préprio

modelo de Lorenz ja foi deduzido em outros contextos em que ele constitui uma
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representacao razoavelmente precisa para problemas reais que apresentam compor-
tamento cadtico. E o caso do trabalho de Yorke e Yorke [144], em que as equagoes de

Lorenz foram obtidas a partir de um problema de convec¢ao em uma regiao toroidal.

A relagao entre o comportamento aparentemente cadtico ou turbulento verificado no
mundo real e o caos verificado em sistemas dinamicos finitos permanece um problema
em aberto. Do ponto de vista pratico, uma simulagao numérica direta das equagoes
do problema contém um ntmero suficiente de modos se as escalas dissipativas sao
bem resolvidas. Isto se manifesta como um decaimento exponencial dos nimeros de
onda mais altos. Em contraste, uma simulacao mal resolvida exibe um actimulo de
energia nos nimeros de onda mais altos, como resultado do processo de transferéncia

de energia [5].

Em alguns casos é possivel provar que um sistema com espaco de fase de dimensao
infinita possui um conjunto invariante confinado de dimensao finita chamado de
variedade inercial, que contém o atrator global do sistema, ou seja, um atrator que
atrai todas as condigoes iniciais. A dinamica sobre a variedade inercial é equivalente
a de um sistema finito de equagoes diferenciais ordinarias chamado de forma iner-
cial. A forma inercial é uma réplica de dimensao finita do sistema original. Para
cada condigao inicial para o sistema original, existe alguma condicao inicial sobre
a variedade inercial, tal que a distancia relativa entre as duas trajetorias tende a
zero [145]. Embora o estudo de variedades inerciais esteja fora do escopo deste tra-
balho, vale mencionar que a existéncia de uma variedade inercial foi provada para a
equacao Kuramoto-Sivashinsky [2,3]. Este fato tem estimulado o estudo de aprox-
imagoes de baixa dimensdo para equacao KS. Armbruster et al. [139] mostraram
que o comportamento dinamico de uma aproximacao com 4 modos para a equagao
KS no regime de caos fraco concorda qualitativa e quantitativamente com solugoes
obtidas com 64 modos apresentadas por Hyman et al. [2,145]. Jolly et al. [146]
realizaram uma série de comparacoes mostrando a equivaléncia entre diagramas de
bifurcacao para a equagao KS com niimeros de modos variando de 3 a 12, usando a

extensao do sistema como parametro de controle. Para maiores informacoes sobre
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variedades inerciais, pode-se consultar Foias et al. [142] e Temam [3].

Para a equagao Kuramoto-Sivashinsky, Christiansen et al. [141] realizaram testes
com N =16 e N = 17 e constataram que o comportamento dinamico em ambos os
casos é basicamente o mesmo para um determinado intervalo de valores do parametro
v na equacgao (5.15), onde observa-se a presenca de uma janela periédica de periodo
trés. Os autores ressaltaram, entretanto, que existe uma pequena diferenca nos
valores do parametro de controle v que marcam o inicio e o término da janela
peridédica. Para N = 17, a janela é inteiramente deslocada para a esquerda por uma

quantidade ~ 1075,

Com o intuito de confirmar as observagoes de Christiansen et al. [141], foram gerados
diagramas de bifurcacao para trés aproximagcoes da equagao K-S com truncamentos
bem distintos. Os diagramas foram construidos integrando o sistema de equagoes
(5.36) variando o parametro de controle v. A Figura 5.3 mostra diagramas de
bifurcacao para (a) N =16, (b) N =32 ¢ (¢c) N = 64. O diagrama com 16 modos
esta consideravelmente deslocado para a esquerda em relagao aos demais, o que pode
ser notado pelo intervalo diferente de valores de v. As diferencas entre as simulagoes
com 32 e 64 modos sao praticamente imperceptiveis no diagrama de bifurcagao,
apesar de o uso de mais modos ser, certamente, responsavel por pequenas alteragoes
no valor dos pontos de bifurcacao. Para os propdsitos deste capitulo, a aproximagao
dada pela Figura 5.3(a), com N = 16 ¢é suficiente, uma vez que parece ser capaz de
capturar qualitativamente toda a dinamica bésica da equagao (5.15) para os valores
de v utilizados. O uso de menos modos pode gerar uma dinamica bem diferente,

sendo que um atrator cadtico s6 aparece a partir de N =9 [141].

A Figura 5.4(a) mostra a variacdo da amplitude dos modos de Fourier a; para
o regime cadtico em v = 0.029919 e N = 16. Percebe-se que a dinamica maior
concentra-se no modos com k mais baixo, enquanto os demais sao amortecidos. O

padrao espago-temporal correspondente é mostrado na Figura 5.4(b).

E importante ressaltar que apesar de o nimero de modos utilizados neste trabalho
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FIGURA 5.3 - Diagramas de bifurcagdo para a equagao (5.36) com (a) N = 16
modos; (b) N = 32 modos; (¢) N = 64 modos.
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FIGURA 5.4 - (a) Variacdo temporal dos modos ax(t) na equagao (5.36) para
v = 0.029919 e N = 16 modos; (b) variacdo espago-temporal do

campo u(x,t) correspondente a (a).
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(N = 16) poder ser considerado baixo no contexto de simulagoes numéricas, ele é
extremamente alto no contexto de sistemas dinamicos, onde pouco se conhece sobre
o comportamento de sistemas de dimensao > 3. De acordo com Holmes et al. [5],
em termos de sistemas dinamicos, um conjunto de equagoes é considerado de alta

dimensao se N > 4.

5.7 Secao de Poincaré e Invariancia a Translacgao

A dinamica do sistema descrito pela equacao (5.36) pode ser analisado sobre uma
secao de Poincaré definida por a; = 0. Uma trajetéria pode cruzar este hiperplano
de duas maneiras: quando a; > 0 (da “esquerda” para a “direita”) ou quando a; < 0
(da “direita” para a “esquerda”). Pode-se definir um mapa © da seguinte forma:
tomando-se condicoes iniciais com a; = 0 e valores arbitrarios para os demais modos,
integra-se a equacao( 5.36) até que a; seja 0 novamente. As demais coordenadas
sio mapeadas como (ay, ..., ay) = O(ay, ...,ay). O mapa O define uma transicao do
tipo “esquerda”-‘“direita” ou “direita”-“esquerda”. Se a condicao inicial em a; = 0
possui @; > 0, na primeira intersecgdo com a se¢ao de Poincaré (uma iteracao de ©),
a; < 0 (cruzamento da “direita” para a “esquerda”). Na segunda iteracio (0,
a; > 0 (cruzamento da “esquerda” para a “direita”). Para a defini¢ao do mapa de
Poincaré considera-se os pontos que cruzam o plano a; = 0 sempre no mesmo sentido
(“esquerda”-“direita” ou “direita”-“esquerda”). Para o restante deste capitulo serd
utilizado o mapa de Poincaré P definido por a; = 0 e ¢; > 0, de forma que P = OF

para condic¢bes iniciais com a; = 0. A analise sobre o plano de Poincaré reduz a

dimensao do espaco de fase para N — 1.

A equagao KS exibe invariancia a translagao por m [107,141]

u(z,t) — u(x + m,t). (5.40)

Seja S uma operagao de translagao definida por Su(z,t) = u(z + 7,t). Em termos

dos coeficientes ay da equacao (5.36), esta operagao se reflete como uma mudanca
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no sinal dos modos impares
St ag — gk, ok — —Aop41, (5.41)

A invariancia a translacao significa que se A é um atrator para a equagao (5.36),
entao SA também é. O atrator SA reflete a dindmica do atrator A, de forma que se
uma bifurcac¢ao ou crise ocorre em A, o mesmo ocorre em SA [5]. Assim, condigoes
iniciais sobre o hiperplano a; = 0 podem convergir para quatro subconjuntos sobre
o hiperplano: A, SA, ©A e ©SA. Dois destes conjuntos pertencem ao dominio do
mapa de Poincaré, com a; > 0 para todos os pontos do conjunto. Os outros dois
refletem a agao do mapa O, o que implica que a; < 0. Estes sao os quatro tnicos
subconjuntos que podem ser obtidos com as operacoes S e ©, uma vez que S =1,

O = P ¢ as operacoes S e O sdo comutativas.

A Fig 5.5 mostra um atrator cadtico A e suas imagens SA, OA e SOA, sob a acao
dos mapas S e O, para v = 0.029919. Resultados numéricos mostram que a; > 0
para A e SOA, e a; < 0 para SA e ©A. Logo, A e SOA pertencem ao dominio do

mesmo mapa de Poincaré.
5.8 Crise Interior de Alta Dimensao na Equacao KS

A maioria dos trabalhos tedricos sobre crises estao restritos a sistemas dinamicos
de baixa dimensao, descritos por mapas ou sistemas de duas ou trés equacoes difer-
enciais ordinérias [20,24,44,45,72,73,75,77]. Nesta segao é mostrada a ocorréncia de
uma crise interior no espago de fase de alta dimensao da equacao (5.36), conforme
reportado em Chian et al. [46]. Da mesma forma como na Segao 4.3, a crise interior

¢ caracterizada por meio da colisao do atrator com uma orbita periddica instavel.

Serd utilizado um truncamento com N = 16 modos para a equacao (5.36). Um
padrao espago-temporal de wu(x,t) em um regime cadtico (¥ = 0.02992006) é
mostrado na Figura 5.6. E mostrada somente a evolucao do padrao para 0 < z <,
uma vez que os valores para m < x < 27 sao 0s mesmos, porém com sinal invertido

(solugbes impares). Note que para o valor escolhido para o parametro de dissipagao v
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FIGURA 5.5 - Atrator cadtico A e trés outros conjuntos atratores sobre o hiper-
plano a; = 0, gerados pela acao dos mapas S e © sobre A. O valor

do parametro de controle é v = (0.029919.
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FIGURA 5.6 - Padrao espago-temporal u(z,t) para v = 0.02992006.

e para a extensao do sistema L = 27, a dinamica da equacao Kuramoto-Sivashinsky

é cadtica no tempo, mas mantém estruturas espacialmente coerentes [141].

A Figura 5.7(a) exibe o diagrama de bifurcacdo do atrator A da Segao 5.7, com
a janela periddica de periodo 3 mostrada anteriormente na Figura 5.3(a). Para
cada valor de v sao exibidos os valores do modo ag de 300 pontos de Poincaré
da trajetéria, apds descartado um transiente inicial de 250 iteracoes. SN denota
a bifurcacao sela-n6 e IC denota crise interior. As linhas pontilhadas indicam os
pontos de Poincaré da érbita periddica instavel de periodo 3 criada na bifurcacao
sela-no em vgyp ~ 0.02992498. Esta é a orbita mediadora da crise interior, que
ocorre em vy ~ 0.02992021. O comportamento do maior expoente de Lyapunov
Amaz dentro da janela periédica é mostrado na Figura 5.7(b). A dindmica temporal
da equagao KS neste intervalo de v preserva as caracteristicas tipicas de um sistema

dinamico de baixa dimensao.

Para a obtengao de A, foi utilizado o algoritmo de Wolf [62]. Como o algoritmo

de Wolf requer a integragao das equagoes do sistema em conjunto com a equagao
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FIGURA 5.7 - (a) Diagrama de bifurcation diagram de ag em funcao de v. IC
denota crise interior e SNB denota bifurcagao sela-n6. As linhas
pontilhadas representam a orbita periédica instavel de periodo 3;
(b) variacao do expoente de Lyapunov maximo A, com v; (c)

variagao do comprimento de correlacao £ com v.
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FIGURA 5.8 - Variagao do expoente de Lyapunov maximo da equagao (5.36) em
funcao do tempo para v = 0.029919.

variacional para a obtengao da Jacobiana do fluxo (ver Secao 2.4.2.1), é necessério
integrar um sistema de N(N + 1) equagoes diferenciais ordindrias para cada valor
de v por um tempo suficiente para que haja convergéncia no valor de A. A Figura

5.8 ilustra a convergencia do algoritmo apds ¢t = 5000 para v = 0.029919.

Para o intervalo de valores de v mostrado na Figura 5.7 a equacao KS é forte-
mente dissipativa, com no maximo 1 expoente de Lyapunov positivo. A dimensao
de Lyapunov do atrator cadtico (ver Se¢ao 2.5) em v = 0.029919 é Dy ~ 2.09. O
atrator apresenta comportamento tipico de caos em sistemas de baixa dimensao.
Para sistemas espago-temporais, isto implica em uma manutencao de um alto grau
de coeréncia espacial, mesmo em regimes temporalmente cadticos. O grau de co-
heréncia/desordem espacial pode ser medido pelo comprimento de correlagao £ [147].

¢ é o comprimento além do qual o movimento é basicamente nao-correlacionado.

Existem diversas maneiras de se calcular o comprimento de correlagao médio de
uma série espago-temporal. Neste trabalho foi utilizado o calculo a partir do fator

de estrutura de seqiiéncias de padroes, que tem se mostrado uma forma simples e
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bem definida de se medir a desordem espacial das seqiiéncias (ver Hu et al. [148] e

referéncias internas).

Usando uma notagao discreta u(z,t) = u(jAx,t), para inteiros j e distancia Az
entre dois pontos de uma grade unidimensional com N pontos, a transformada de
Fourier de um padrao wu(z,t) para um sistema de extensdo L = NAz qualquer é

dada por

N
ij. t — Z @k szxk27r/(NAx)'
k=1

O comprimento de correlacao pode ser obtido pelo fator de estrutura

S(k) = (lax(®)F).

onde

N
ak( Zu ]AI t) —ijAxk2mw /(N Ax) Zu ]AI t zjk27r/N‘
7j=1

Os colchetes () representam uma média no tempo, e o nimero de onda é dado por
27k /(N Ax). Para o célculo da média temporal de S(k), é necessario que os dados
utilizados sejam temporalmente nao-correlacionados. Isto pode ser feito através
de uma média entre os valores obtidos com condigdes iniciais diferentes [6,149] ou
obtendo a média temporal de uma tinica série espago-temporal com um longo espaco
de tempo entre uma amostra e outra da série, de maneira que imagens sucessivas
sejam aproximadamente nao-correlacionadas [150,151]. Neste trabalho foi usada
apenas uma série, sendo calculada a média sobre 100 amostras da série obtidas com

2000 passos de integragao (20 unidades de tempo) entre cada uma, ou seja, apds ser

143



descartado um transiente inicial de 20000 iteracoes, foram armazenados os valores

de ax(t) a cada 2000 iteragoes, e ao final obteve-se a média.

O inverso da largura do fator de estrutura é uma medida quantitativa da escala
espacial das estruturas coerentes. Se os padroes possuem uma estrutura de banda
larga nas suas transformadas de Fourier, isto contribui para um alargamento do fator
de estrutura e uma redugao do comprimento de correlagao [150]. O comprimento de
correlagao é dado por Elder et al. [149] e por Morris et al. [150] como sendo

onde w € a largura do fator de estrutura. Normalmente, £ é definido como sendo o
raio de correlagao espacial. No caso de um sistema 2D, a area de correlagao é dada
pela drea do circulo (7€?) [152]. O valor de ¢ ¢ exibido na Figura 5.7(c). Neste caso &
¢ uma medida do tamanho médio das estruturas vistas na Figura 5.6. O valor médio
de & para os regimes temporalmente cadticos é aproximadamente o mesmo que para

os regimes periodicos, o que reflete a manutencao de estruturas espaciais semelhantes

em ambos 0s regimes, com conseqliente manutencao da coeréncia espacial.

Como em sistemas de baixa dimensao, a crise interior indicada por IC na Figura
5.7(a) ocorre quando a drbita mediadora colide com o atrator cadtico fraco que é
formado a partir de uma cascata de duplicacao de periodo. A érbita mediadora foi
encontrada com o método de Newton. Logo apds a colisao o atrator se expande. A
Figura 5.9 mostra uma projecao tridimensional (a1, a9, ais) do atrator cadtico forte
(linhas claras) definido no hiperplano de Poincaré de 15-dimensoes logo apds a crise
(v = 0.02992020), sobreposto pelo atrator cadtico fraco (linhas escuras) no momento
da crise (v7¢). A crise interior é caracterizada por um aumento descontinuo no valor
do expoente de Lyapunov maximo, como indicado na Figura 5.7(b). No ponto de
crise (Vi¢) Amaz = 0.35, sendo que apds a crise em v = 0.02992006 A, = 0.62.
Logo, a crise interior em consideragao resulta em um aumento sibito no grau de

caoticidade temporal da equacao Kuramoto-Sivashinsky.

144



~0.012; N WCA

~0.0143 '\ - SCA
3 WCA —\
16

~0.0167- |
\- WCA

-0.38
-0.44 0

' ~05 -05 A
dio 1

FIGURA 5.9 - Projegao tridimensional (a;, a9, aig) do atrator cadtico forte SCA
(linhas claras) definido no plano de Poincaré de 15 dimensoes logo
apos a crise em v = 0.02992020, sobreposto pelo atrator cadtico

fraco WCA (linhas escuras) na crise (v = 0.02992021).
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FIGURA 5.10 - Projecao tridimensional (aj, ajg, aig) da variedade instavel da
6rbita periédica instavel de periodo-3 (cruzes) logo apds a crise

interior em v = 0.02992020.

Em v;c a matriz Jacobiana do fluxo sobre um ponto da orbita periddica instavel
mediadora da crise possui somente um autovalor com valor absoluto maior do que 1,
o que implica que a variedade instével da érbita mediadora é unidimensional (uma
linha). Dentre os demais autovalores, um possui valor absoluto igual a 1 e todos
os demais 14 possuem valores menores do que 1, o que implica que a variedade
estavel possui dimensao 14. Uma vez que o algoritmo YKY descrito na Secao 3.2
so é capaz de encontrar variedades unidimensionais, nesta secao é calculada apenas
a variedade instavel da 6rbita mediadora. O célculo de variedades estaveis de alta
dimensao para érbitas periddicas instaveis é uma tarefa extremamente complicada,
sendo tratada na préxima segao. A Figura 5.10 é uma projecao tridimensional (ay,
a9, a1g) da variedade instéavel do ponto de sela de periodo 3 (denotado por 3 cruzes)

logo apds a crise (v = 0.02992020), computada com o algoritmo YKY.
Na Figura 5.11 é mostrada a colisao do atrator estranho fraco com a érbita periédica
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instavel de periodo trés em uma projecao bidimensional do plano de Poincaré (as vs.
ag), na vizinhanga do ponto fixo superior na Figura 5.10. A linha espessa representa
o atrator cadtico e as linhas finas representam a variedade instavel do ponto de sela.
As Figuras 5.11(a)-(c) mostram os conjuntos invariantes antes da crise, no momento
da crise e depois da crise, respectivamente. O atrator cadtico sempre se estende
ao longo da diregao instavel do sistema. No momento da crise (5.11(b)) o atrator
caotico colide com a orbita periddica instavel, ao mesmo tempo em que coincide com
um dos ramos da variedade instavel do ponto de sela (ver Sec¢ao 2.9). A colisao leva
a uma expansao stbita do atrator cadtico, que agora se estende ao longo dos dois
ramos da variedade instdavel do ponto de sela, como mostrado na Figura 5.11(c).
Uma comparagao entre as Figuras 5.9 e 5.10 indica que, apds a crise, o atrator

cadtico é o fechamento da variedade instavel da orbita mediadora.

5.9 Selas Caodticas na Equagao KS

Na secao anterior foi mostrado que uma crise interior de alta dimensao pode ser
encontrada em um sistema espacialmente estendido exemplificado pela equagao
Kuramoto-Sivashinsky. Nesta secao é descrito um método para estudar o papel
de selas cadticas em espacos de fase de alta dimensao. Introduzimos uma técnica
para visualizar a tangéncia entre o atrator cadtico e a variedade estavel de uma sela
caotica na crise interior descrita na se¢ao anterior. Como resultado, pode-se mostrar
uma tangencia homoclinica de alta dimensao. Os resultados obtidos, encontrados
nas referéncias [153,154], mostram que os comentarios feitos na Segao 4.4 sobre selas

cadticas em sistemas de baixa dimensao se aplicam também a este exemplo.

A Figura 5.12(a) mostra a variacao da sela cadtica (cinza) em fungao de v, sobreposta
pelo diagrama de bifurcagao do atrator (preto) para a janela periédica p-3 mostrada
na Se¢ao 5.8. Para cada valor de v foi encontrada um trajetoria proxima da sela
cadtica usando o algoritmo PIM triple com delta = 107° (ver Secao 3.3.2). A
linha tracejada denota a orbita periddica instavel mediadora da crise, criada pela

bifurcagao sela-né (SNB) em v = vgyp ~ 0.02992498. Tal qual na Segao 4.4, a
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FIGURA 5.11 - Atrator cadtico (linha espessas) e a variedade istavel (linhas finas)

do ponto de sela (a) antes da crise, (b) no momento da crise e

(c) ap6s a crise. A cruz denota um dos pontos de sela da drbita

mediadora de periodo treés.
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regiao ocupada pelo atrator na janela periddica é chamada de regiao B e a regiao
ao seu redor, ocupada pela sela cadtica é chamada de regiao S. Pode-se perceber
alguns espagos vazios na sela caética na regiao S (SCS) ao longo da janela periddica.
Apods a colisdo com a orbita mediadora, o atrator cadtico perde sua estabilidade
assintotica, sendo convertido em uma sela cadtica na regiao B, imersa num atrator
cadtico muito maior. Na Figura 5.12(b) é exibida parte do diagrama de bifurcacao
antes de IC (v > vy¢), e apds IC (v < vy¢) é mostrada a variacao da sela cadtica
na regiao B (BCS). Pode-se ver que os espagos nesta sela cadtica tornam-se mais

aparentes a medida em que v é decrescido, afastando-se de v¢.

Como mencionado no capitulo 4, para valores de v < v e v > vsyp a sela cadtica
SCS encontra-se imersa no atrator caético. Como exemplo, a Figura 5.13 mostra
uma projecao tridimensional (aj, aig, ai6) da sela cadtica definida no hiperplano de

Poincaré de 15 dimensoes antes da bifurcacao sela-né, em v = 0.029925 > vgyp.

Na Figura 5.14 foi adotada a projegao bidimensional (as, ag) para visualizar a
dinamica na vizinhanca de vgypg. Para v = 0.0299249 < vgnp, logo apés SNB, o
atrator é uma érbita periddica estavel de periodo 3. Um dos trés pontos de Poincaré
da érbita é mostrado como uma cruz na Figura 5.14(a). A sela cadtica S é exibida em
linhas escuras. Esta sela possui um grande espago vazio ao redor do ponto periédico.
Existe uma infinidade de outros espagos vazios em SCS, a maioria dos quais nao sao
visiveis na Figura 5.14(a) devido ao seu pequeno tamanho. Quando v é aumentado
além de vgyp o atrator peridédico desaparece devido a sua coalescéncia com uma
orbita periddica instavel de periodo 3 na bifurcacao sela-nd, e um atrator cadtico
(CA) aparece, como mostrado na Figura 5.14(b) para v = 0.029925. O atrator
cadtico na Figura 5.14(b) nao possui os vazios encontrados em SCS para v < vsyp
(Figura 5.14(a)). Eles sdo subitamente preenchidos por pontos recorrentes cria-
dos numa explosao ocorrida na bifurcacao sela-né. A sela cadtica encontrada neste
regime pré-SNB (Figura 5.13) forma um subconjunto do atrator caético. O atrator
caotico pré-SNB contém o conjunto de dérbitas periddicas instaveis pertencentes a

sela cadtica pré-SNB mais um conjunto de érbitas periddicas instaveis criadas pela
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FIGURA 5.12 - (a) Variacao de ag para a sela cadtica (cinza) em fungao de v, so-
breposta pelo diagrama de bifurcagao do atrator (preto) em uma
janela periodica de periodo 3. IC denota crise interior e SNB de-
nota bifurcacao sela-né. As linhas tracejadas denotam a drbita
periédica instavel p-3, mediadora da crise. (b) O mesmo que (a),
mas mostrando a conversao do atrator cadtico pré-IC em uma sela

cadtica na regiao B apos IC.
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FIGURA 5.13 - Projecao tridimensional (aq, ajg, aig) da sela cadtica definida no
hiperplano de Poincaré de 15 dimensoes logo antes da bifurcacao

sela-né, em v = 0.029925.

explosao.
5.9.1 Visualizagao de uma Tangéncia Homoclinica de Alta Dimensao

Esta secao detalha o que ocorre na crise interior em v;¢, mostrando que o atrator
cadtico colide com a variedade estdvel da sela cadtica S. E elaborado um método
para visualizar uma tangencia homoclinica de alta dimensao usando uma escolha
apropriada de uma grade de condigoes iniciais para o algoritmo sprinkler, com o
intuito de exibir uma proje¢ao bidimensional da variedade estavel da sela cadtica S

na vizinhanga do atrator cadtico.

Em Lai e Winslow [14], o método sprinkler foi utilizado para encontrar as var-
iedades estaveis de uma sela cadtica em um espaco de fase de alta dimensao de um
mapa acoplado. Eles usaram uma grade bidimensional de condigoes iniciais, gerada
variando-se os valores de duas das 20 varidveis de estado enquanto as demais foram
mantidas com valores fixos. Esta estratégia nao é adequada para o problema abor-

dado nesta se¢ao, uma vez que aqui o objetivo é mostrar a tangéncia entre o atrator
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FIGURA 5.14 - Projecao bidimensional (a5, ag) dos pontos de Poincaré de: (a) o
atrator periddico (cruz) e a sela cadtica SCS (linhas escuras) em
v = 0.0299249, logo apds a bifurcacao sela-né; (b) o atrator caético

CA logo antes da bifurcagao sela-nd, em v = 0.029925.
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cadtico e a variedade estdvel da sela cadtica S. E diffcil visualizar tal tangencia
em um espaco de fase de alta dimensao, logo, todas as 15 coordenadas de cada
ponto da grade precisam ser cuidadosamente escolhidas. A Figura 5.15 ilustra o
processo usado para criar a grade ao redor do ramo superior do atrator cadtico em
vic. Primeiramente, um conjunto de 4 pontos (A, B, C e D) é escolhido da sela
cadtica S (linhas cinzas) que encontra-se “ao redor” do atrator (linhas pretas). Estes
pontos formam uma amostra a partir da qual a grade é interpolada. A Figura 5.15
mostra uma grade de pontos dentro de um poligono definido pelos vértices ABCD.
O segmento de reta [A, B] é dividido em n subintervalos delimitados pelos pontos p;,
i=1,..,n+1, e osegmento de reta [C, D] é dividido em n subintervalos delimitados
por pontos ¢;, © = 1,...,n+ 1. Cada segmento de reta definido por um par de pontos
(pi,q;) é dividido em m subintervalos, gerando uma grade n x m. Extrapolagao
linear pode ser usada para adicionar pontos fora do poligono original. Por exemplo,
para adicionar 10 pontos acima e 10 pontos abaixo do segmento [A, B, dividido em

n subintervalos, pode-se usar uma expressao como
pi = B+i(A— B)/n, 1 =—10,-9,...,n + 10. (5.42)

Seguindo este procedimento, uma grade é construida ao redor de um dos trés ramos
do atrator cadtico pré-IC. Esta grade serd usada para mostrar uma secao da var-

iedade estavel de SCS no espaco de fase 15-D.

Na Figura 5.16 parte da sela cadtica S ao redor do ramo superior do atrator cadtico
em vyc € mostrada junto com a grade gerada. Os trés diferentes angulos de visao
desta projegao tridimensional (aq, a3, as) sugerem que a grade é aproximadamente
tangente a cada ponto deste ramo do conjunto cadtico. Para verificar se 0 mesmo
ocorre nas outras coordenadas do espaco de fase, foram exibidas uma série de difer-
entes projecoes tridimensionais envolvendo todos os modos de Fourier usados. Estas
projecoes, mostradas nas Figuras 5.17 e 5.18, revelam que o método de interpolagao
linear utilizado é capaz de definir uma grade apropriada para o estudo da dinamica

na vizinhanga deste conjunto caotico.
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FIGURA 5.15 - Grade construida a partir de quatro pontos da sela cadtica (cinza)
em vyc = 0.02992021. (a) Os pontos de grade no segmento de
reta AB sao encontrados por interpolacao linear. O mesmo é feito
para encontrar os pontos de grade nos segmentos CD, AC e BD. Os
pontos dentro do poligono ABCD sao encontrados por interpolacgao
linear entre pontos sobre as arestas. (b) Pontos fora do poligono

ABCD sao encontrados através de extrapolacao linear.
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FIGURA 5.16 - Trés diferentes angulos de uma proje¢ao tridimensional (ay, ag,
as), da grade junto com uma parte da sela cadtica S em v;c =
0.02992021. A grade encontra-se proxima de cada ponto nesta

parte da sela cadtica.
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FIGURA 5.17 - Dois angulos diferentes das projegoes (as, ag, ar) (a)-(b) e (as, ag,
ayp) (c)-(d) da grade com a sela cadtica S em v = 0.02992021.
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FIGURA 5.18 - Dois angulos diferentes das projegoes (a1, aia, aiz) (a)-(b) e (a4,
as, aig) (¢)-(d) da grade com a sela cadtica S em v;c = 0.02992021.
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Em principio, para ilustrar a tangéncia entre a variedade estavel da sela cadtica, a ser
calculada sobre a grade de pontos, e o atrator cadtico, os pontos da grade precisam
" " " L . -
tocar” todos os pontos do atrator cadtico. Com o intuito de estimar a precisao do
método utilizado para este problema, desenvolvemos um algoritmo para computar a
distancia média entre pontos sobre o atrator e pontos da grade. A distancia média

pode ser obtida com o seguinte procedimento:

1) Escolha aleatoriamente um ponto p do ramo superior do atrator cadtico;

2) Encontre o ponto ¢ da grade mais préximo (com a menor distancia Euclid-

iana) de p;
3) Armazene a distancia A; = ||p — ¢||;
4) Repita os passos 1 a 3, N vezes;

5) Obtenha a distancia média entre pontos sobre o atrator e a grade como
1 N
D=—=—>» A,
N

Para a grade usada na Figura 5.20(b), que possui 575333 pontos, foi encontrado o
valor D = 4.20 x 107 para N = 500, o que pode ser visto como uma estimativa
para a precisao da grade. O uso de grades mais finas resulta em menores valores

para D.

Uma vez definida a grade, o método sprinkler pode ser diretamente aplicado. Para
escolher o valor de t. (ver Secdo 3.3.1) é necessario calcular primeiro o tempo
médio de transiente 7. Dadas Ny condic¢oes iniciais, computa-se N;, o numero de
trajetorias que permanecem na regiao de restricao apds t iteragoes do mapa de
Poincaré, lembrando que a regiao de restricao é uma regiao do espago de fase que
contém a sela cadtica e nao contém nenhum atrator. A forma como a regiao de
restricao é definida neste caso serd explicada na Segao 5.9.3. A Figura 5.19 mostra
um grafico de log Ny x t em vjo, onde Ny = 10000 condigoes iniciais diferentes

foram usadas. O grafico pode ser interpolado por uma linha reta com inclinagao
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FIGURA 5.19 - Decaimento exponencial de Ny, o nimero de trajetorias que per-
manecem na regiao de restricao no tempo ¢, em funcao de t. O
inverso da inclinagao da reta interpolada fornece o tempo médio

de transiente 7 ~ 27.9.

v =—359 x 1072+ 1.45 x 107*, o que implica em um tempo médio de transiente

T = —1/~v ~ 27.9. Baseado neste valor foi escolhido t. = 45.

Prosseguindo com o método sprinkler, obtém-se o tempo de escape (ou tempo de
transiente) para cada ponto da grade. Pontos com tempo de escape maior do que ¢,
sao considerados com parte da variedade estavel da sela cadtica S. Na Figura 5.20
é exibida a parte superior do atrator cadtico (linha fina, CA) com a sela cadtica
S (linhas espessas, SCS) e sua variedade estavel (pontos pretos ao fundo) para (a)
v = 0.0299211 (antes da crise) e (b) v = 0.02992021 (no momento da crise). O ponto
de Poincaré superior da érbita peridédica instavel mediadora da crise é representado
pela cruz. Pode-se notar que os espacgos vazios na sela cadtica S sempre coincidem
com espagos vazios em sua variedade estavel, o que significa que a grade foi bem
escolhida. Pode-se ver na Figura 5.20(b) que no momento da crise a sela cadtica S e
o atrator cadtico colidem. O ponto de colisao é a 6rbita mediadora, que pertence a

sela S. Simultaneamente, o atrator cadtico colide com a variedade estavel da sela S.
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Atrator cadtico CA (linhas finas), a sela cadtica S SCS (linhas
espessas) e sua variedade estavel (pontos claros): (a) antes da crise
interior, em v = 0.0299211; e (b) no momento da crise interior, v =
0.02992021. A cruz denota um dos pontos de Poincaré da érbita
periddica instavel p-3 mediadora da crise. As linhas tracejadas
represetam segmentos da fronteira entre a regiao B e a regiao S,

definida pela variedade estavel (SM) da érbita mediadora.
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Conforme discutido na Secao 4.4, a variedade estavel da érbita mediadora deter-
mina a fronteira entre a regiao B e a regiao S. Neste sistema, a érbita mediadora
possui 14 autovalores estéveis (com valores absolutos menores do que 1), o que im-
plica que a variedade estavel da dérbita mediadora possui dimensao 14 (ver Segao
2.6.3). O célculo numérico de variedades estaveis de alta dimensdo para pontos
fixos é uma tarefa extremamente complicada. Recentes trabalhos tém apresentado
a computacao de variedades bidimensionais [155,156,157,158]. A computagao de
variedades estaveis de dimensoes muito mais altas é ainda uma tarefa desafiadora.
Contudo, pode-se aproximar projecoes unidimensinais de segmentos da variedade
estavel (SM) da érbita mediadora préximo aos pontos de tangéncia usando a var-
iedade estavel da sela cadtica S, como mostrado pelas linhas tracejadas na Figura
5.20. Isto pode ser feito devido a similaridade entre as variedades de uma sela
cadtica e as variedades de 6rbitas periddicas instaveis pertencentes a ela (ver Segoes
3.4 e 4.4). Usando este método, a Figura 5.20(b) revela a tangéncia entre o atrator
caotico e a variedade estavel da 6rbita mediadora. Conforme mostrado na Secao
5.8, no momento da crise o atrator cadtico é o fechamento de um dos ramos da var-
iedade instdvel da 6rbita mediadora. Logo, a Figura 5.20(b) demonstra a tangéncia
homoclinica de alta dimensao entre as variedades estavel e instavel da orbita me-
diadora. Apesar de a Figura 5.20(b) mostrar somente uma proje¢ao bidimensional
(as, ag) do espago de fase, a colisdo pode ser observada em projegoes sobre quaisquer

escolhas de modos de Fourier, como exemplificado nas Figuras 5.21 e 5.22.

5.9.2 Situagao Pés-Crise

Apos a crise, o atrator cadtico fraco é convertido na sela cadtica B, como mostrado
na Figura 5.12(b). A fronteira entre as regides B e S ainda é determinada pela var-
iedade estavel da dérbita mediadora. A Figura 5.23 exibe a estrutura dos conjuntos
cadticos para v = 0.02992006, depois da crise. A Figura 5.23(a) mostra o atrator
cadtico e a Figura 5.23(b) mostra as selas cadticas B (linhas finas) e S (linhas espes-
sas). Para v < vj¢, mas ainda préximo do ponto de crise vi¢, a sela caética B estd

localizada em regices do espago de fase previamente ocupadas pelo atrator cadtico
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FIGURA 5.21 - Quatro diferentes projecoes bidimensionais mostrando a tangéncia
homoclinica entre o atrator cadtico (CA) e a variedade estavel (lin-
has tracejadas - SM) da drbita periédica instavel mediadora (cruz)

na crise interior, v;c = 0.02992021.
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FIGURA 5.22 - Quatro diferentes projecoes bidimensionais mostrando a tangéncia
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fraco pré-IC. Os segmentos locais da fronteira entre as regioes B e S, ilustrado como
linhas tracejadas, sao obtidos a partir da variedade estavel da sela cadtica S, como
nas Figuras 5.20-5.22. Pode-se notar pela Figura 5.23 que o atrator cadtico pds-
IC contém as selas cadticas B e S. Contudo, os espacos vazios em ambas as selas
cadticas sao subitamente preenchidos por érbitas de acoplamento criadas por uma
explosao logo apds IC. Logo, como no caso descrito na Secao 4.4, o atrator cadtico
pos-crise consiste das Orbitas periddicas instaveis das selas cadticas B e S, mais as
orbitas de acoplamento criadas pela explosao. A alta periodicidade das orbitas de
acoplamento combinada com a alta dimensao do espaco de fase da equacao KS tor-
nam extremamente arduo o trabalho de deteccao destas orbitas periddicas instaveis.
Embora nao tenham sido numericamente encontradas érbitas de acoplamento para
a equacao KS, nao ha motivos para se pensar que a fisica do sistema seja diferente
do caso descrito para a equacao DNLS na Secao 4.4, de forma que as novas érbitas

criadas apos a crise devem possuir componentes em ambas as regioes B e S.

Foi mostrado no capitulo 4, para sistemas dinamicos de baixa dimensao, que apds
uma crise interior, trajetérias podem cruzar a fronteira entre as regioes B e S,
exibindo comportamento intermitente, em que fases “laminares” de dinamica fra-
camente cadtica sdo interrompidas por fortes “estouros” caéticos. A Figura 5.24
mostra os valores do modo a4 para uma sequéncia de pontos de Poincaré em
v = 0.02992020, revelando que a mesma dinamica estd presente neste sistema
dindmico de alta dimensao. As fases laminares correspondem a dinamica da tra-
jetoria enquanto ela encontra-se na regiao B, e os estouros correspondem a dinamica
na regiao S. As linhas tracejadas indicam a posigao da orbita mediadora de periodo
3. As setas apontam para fases pré-estouro, quando a trajetéria passa algumas

iteragoes na vizinhanca da 6rbita mediadora.

5.9.3 Definicao da Regiao de Restricao

A definicdo de uma regiao de restricaio em um espaco de fase de alta dimensao
pode ser uma tarefa complicada. A seguir sao considerados diferentes casos para as

situacoes abordadas na secao anterior.
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FIGURA 5.23 - (a) Atrator cadtico (CA) apéds a crise interior, em v = 0.02992006.
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compdem o atrator cadtico mostrado em (a).
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FIGURA 5.24 - Sequéncia de pontos de Poincaré mostrando a intermiténcia in-
duzida pela crise interior em v = 0.02992020. As linhas tracejadas
denotam a posicao da orbita periddica instavel mediadora p-3, e
as setas apontam para fases de comportamento aproximadamente

peridédico que ocorrem logo antes de um forte estouro cadtico.
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No inicio da janela periédica, apds a bifurcacao sela-né, condigoes iniciais aleatorias
sao atraidas para um atrator periédico p-3. Como comentado na Secao 5.7, este
atrator pode ser A ou SOA, pois ambos fazem parte do mesmo mapa de Poincaré.
Neste caso, a regiao de restricao pode ser definida como o espaco de fase menos uma
pequena esfera 15-dimensional ao redor de um dos pontos periédicos de cada um
dos atratores. O algoritmo PIM-triple procura por uma trajetéria que esteja sempre
fora das esferas, ou seja, a uma distancia Euclidiana dos pontos periédicos maior do

que um valor especifico.

Apos a seqiiéncia de bifurcagoes de duplicacao de periodo, quando o atrator torna-
se cadtico e localizado em trés ramos separados no plano de Poincaré, é necessario
definir a regiao de restricao cobrindo um dos ramos sem cobrir partes da sela cadtica
S. A Figura 5.25(a) mostra a colisao do atrator cadtico (CA, preto) com a sela
cadtica S (SCS, cinza) no ponto de crise interior vjc. E possivel isolar um dos
ramos do atrator cobrindo-o com uma caixa 15-D, cuja projecao sobre o plano (as,
ag) é mostrada na Figura 5.25(b). O canto superior direito da caixa é definido pelas
coordenadas da 6rbita periddica instédvel mediadora (cruz). O canto inferior esquerdo
pode ser obtido a partir do atrator caético. Uma longa trajetéria cadtica é gerada
sobre o atrator e o ponto com o menor valor de as ou ag ¢ tomado como sendo o
canto inferior esquerdo da caixa. Projegoes sobre planos diferentes mostram figuras
semelhantes. A sela cadtica S é obtida como uma trajetéria “straddle” que nunca
entra na caixa. A caixa criada com este método simples contém este ramo de CA
devido a sua forma particular. Diferentes ramos podem requerer caixas definidas de
maneira diferente. Alternativamente, outros tipos de cobertura podem ser usados,
tais como conjuntos de esferas, com o cuidado de que estas esferas nao cubram
partes de SCS, que sempre se encontra ao longo da direcao instavel. Foram testadas
diversas formas de regiao de restrigao, todas produzindo resultados similares. Neste
caso especifico, a regiao de restricao mais simples pode ser definida com base apenas
no eixo as, como mostrado na Figura 5.25(c). Uma vez que as duas linhas verticais

na Figura 5.25(c¢) ndo cruzam outras partes dos conjuntos cadticos (SCS e CA), elas
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podem ser usadas para identificar numericamente os pontos que se encontram neste

ramo do atrator cadtico.

Apés a crise interior nao é facil identificar as regices B e S, uma vez que nao se pode
usar o algoritmo YKY para encontrar a variedade estavel da orbita mediadora.
Contudo, para v < v, mas ainda préximo do ponto de crise, a sela cadtica B
localiza-se em trés ramos do espaco de fase anteriormente ocupados pelo atrator
caotico pré-IC. A sela cadtica B pode ser encontrada usando o algoritmo PIM triple
para determinar uma trajetéria “straddle” que sempre, a cada trés iteragoes, retorna
a uma dada regiao. Esta regiao é definida um pouco maior do que um dos ramos
do atrator pré-IC. Tal regiao ¢ ilustrada na Figura 5.26(a), onde a posigao da érbita
mediadora (cruz) ainda pode ser usada para determinar com precisao o lado direito
da regiao em v = 0.02992006. O lado esquerdo é definido um pouco para a esquerda
de sua posicao na crise (Figura 5.25(c)). Uma vez que a sela cadtica B é encontrada,
ela pode ser usada para encontrar a melhor posi¢ao para o lado esquerdo, com o
intuito de encontrar a sela cadtica S como uma érbita PIM triple que nunca entra

na regiao ocupada por BCS 5.26(b).
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FIGURA 5.25 - (a) Sela cadtica S (SCS, cinza) e o atrator caético (CA, preto) no
ponto de crise interior v;o; (b) Ampliacdo da regiao retangular
em (a) mostrando a definicdo de uma regiao de restricdo com uma
caixa cobrindo um dos ramos de CA; (c) regido de restrigdo mais

simpels, usando somente valores de a5 para determinar se um ponto

pertence a regiao

B ou nao.
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FIGURA 5.26 - (a) Sela cadtica B (BCS) apés a crise, em v = 0.02992006. As

linhas verticais tracejadas determinam a posicao da regiao B. BCS

é encontrada como uma 6rbita PIM triple que retorna para esta

regiao a cada trés iteragdes do mapa de Poincaré; (b) Uma vez

que BCS ¢é encontrada, a linha vertical esquerda é ajustada e a

sela cadtica S (SCS) é encontrada como uma érbita PIM triple que

nunca entra na regiao B.
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CAPITULO 6

CONCLUSAO

6.1 Resumo dos Resultados

Nesta tese foi desenvolvido um estudo numeérico sobre caos em sistemas dinamicos
de baixa e alta dimensao. Na primeira parte foi investigada a relevancia de érbitas
periddicas instaveis, selas cadticas e suas respectivas variedades na caracterizacao de
crises em um sistema dinamico de baixa dimensao representando ondas de Alfvén in-
terplanetarias no regime estatico, modeladas pela equacao DNLS. Foi demonstrado,
através de simulacoes numeéricas, que antes de uma bifurcagao sela-né e apoés uma
crise interior os atratores caodticos fortes sao formados apds uma “explosao”, que
preenche totalmente os espacos vazios existentes em uma sela cadtica. As técnicas
numéricas usadas para identificar e analisar estes conjuntos cadticos nao-atrativos
foram explicadas detalhadamente. Em particular, foi descrito como obter as érbitas
periodicas instaveis criadas apds uma crise interior, que acoplam duas selas cadticas
separadas, resultando na formacao de um atrator cadtico forte. Este acoplamento
pode ser usado para explicar a intermiténcia Alfvénica induzida pela crise, apresen-
tada em Chian et al. [44] como um possivel mecanismo para a geragao da inter-
miténcia Alfvénica observada em plasmas espaciais. Apesar de a andlise ter sido
exemplificada com solugoes estacionarias da equacao DNLS, as bifurcacoes discu-
tidas (sela-né, duplicacado de periodo e crises) sao comuns a maioria dos sistemas

dinamicos de baixa dimensao.

Na segunda parte foi estudada a dinamica nao-linear da equagao Kuramoto-Siva-
shinsky. Foi mostrado que este sistema extenso é capaz de exibir as mesmas carac-
teristicas encontradas em modelos simulados em espacos de fase de baixa dimensao.
Foi caracterizada pela primeira vez a ocorréncia de uma crise interior devido a

tangéncia homoclinica em uma equacao diferencial parcial. Foi apresentado um
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novo método que usa interpolagoes lineares entre pontos dos conjuntos cadticos
para escolher uma grade apropriada para a visualizacao da tangéncia homoclinica
em um espago de fase de alta dimensao. Uma vez que a grade precisa ser tangente
a todos os pontos do atrator cadtico em uma certa regiao de interesse, a aplicagao
direta do método ainda esta limitada a casos em que os conjuntos cadticos pos-
suem apenas uma direcao de expansao. Mais estudos sao necessarios para que se
possa desenvolver um método para situagoes mais gerais. Nao obstante, muitos
sistemas exibem atratores cadticos de baixa dimensao em espacos de fase de alta di-
mensao, com seqiiéncias de bifurcagoes e crises similares aos casos discutidos nesta
tese, devendo ser possivel aplicar as técnicas aqui introduzidas em tais sistemas.
Exemplos de andalise numérica de equacoes diferenciais parciais que exibem caos de
baixa dimensao incluem um modelo para a evolucao nao-linear de oscilagoes mag-
netohidrodinamicas de baixa freqiiéncia em plasmas [40], um modelo genérico para
a propagacao de ondas nao-lineares externamente forcadas em um meio espacial-
mente estendido [159], e um modelo para dispositivos semicondutores [160]. Ex-
emplos experimentais incluem uma fita magnetoelastica [161], circuitos eletronicos

[162], experimentos com gotas [163], com bolhas de ar [164], e lasers [165].
As principais contribuicoes desta Tese sao resumidas a seguir:
e Primeiro estudo de selas cadticas em ondas de Alfvén;

e Primeiro estudo do uso de selas cadticas e suas variedades para caracterizar

crise interior em um sistema dinamicos de alta dimensao;

e Verificagao numérica de que selas caoticas e orbitas de acoplamento sao

responsaveis por intermiténcia induzida por crise interior em EDOs e EDPs;

e Elaboracao de uma técnica de caracterizagao de tangéncia homoclinica para

EDP’s;

e Primeira caracterizacao de crise interior com tangéncia homoclinica em uma

EDP, usando o método desenvolvido.
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6.2 Trabalhos Futuros
6.2.1 Paralelizacao de Algoritmos

O tempo de execucao do algoritmo PIM triple para obtencao de selas cadticas de-
pende fortemente da quantidade de equagoes integradas e do tempo médio de escape
da sela cadtica. Para uma trajetoria de 30000 pontos em uma sela cadtica da equacao
KS resolvida com 16 modos de Fourier, o tempo de execucao médio em um PC Pen-
tium IT 800 MHz com 256 MB de RAM ¢é de aproximadamente 30 horas. Para
sistemas com mais modos, um tempo médio de escape grande, ou situagoes que exi-
jam o calculo de trajetorias mais longas, a execugao seqiiencial do cédigo passa a ser
extremamente problematica, o que nos motiva a sugerir a paralelizacao do codigo
implementado. O mesmo pode ser feito com outros algoritmos com alto custo com-
putacional, como o calculo de expoentes de Lyapunov e o método de Newton para

encontrar orbitas periddicas instaveis em sistemas espaco-temporais.

Um outro ponto que pode ser explorado diz respeito ao método de caracterizagao
de tangencia homoclinica para EDP’s, apresentado na Secao 5.9.1. O método ap-
resentado funciona no caso de sistemas com atratores cadticos de baixa dimensao
fractal. Uma generalizacao para atratores com alta dimensao fractal ampliaria a

aplicabilidade do método.

6.2.2 Analise no Espaco de Fase no Dominio Espaco-Temporal Unidi-

mensional

Nesta tese foi escolhido um regime em que a dinamica da equagao KS é cadtica no
tempo, mas permanece coerente no espaco. Esta caracteristica permite que se desen-
volva procedimentos numéricos para analisar sistemas dinamicos de alta dimensao.
Sabe-se que com certas alteragoes dos parametros de controle, como a diminui¢ao dos
valores do parametro de dissipacao ou aumento da extensao do sistema, a dinamica
da equagao KS pode tornar-se cadtica no tempo e no espago. Em tais regimes, bi-
furcagoes e mecanismos nao-lineares bem diferentes podem aparecer. Acreditamos

que as técnicas numéricas introduzidas neste trabalho podem ser 1teis para estender
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o estudo da equacao KS para o regime de caos espaco-temporal. Entretanto, esta

suposicao s6 podera ser confirmada apds experimentagoes numéricas.

6.2.3 Analise no Espaco de Fase no Dominio Espago-Temporal Bidimen-

sional

Uma das possibilidades de extensao do presente trabalho é a investigacao de
transicao para caos e formagao de padroes em sistemas com duas dimensoes espa-
ciais. Neste caso, seria extremamente interessante a investigacao de solucoes para
a equacgao Kuramoto-Sivashinsky bidimensional, que Rosa [166] sugere como um
modelo que, no regime de caos espago-temporal, pode exibir compatibilidade com
a dinamica das estruturas coronais observadas em raios-X moles!'. Paniconi e Elder
[151] apresentaram um estudo sobre solugoes numéricas da equagao KS bidimen-
sional, tendo sido identificados trés regimes distintos para uma determinada faixa de
valores do parametro de dissipagao: formagao de padroes hexagonais espacialmente
periddicos, padroes hexagonais espacialmente oscilatorios e estados desordenados,
ou caos espago-temporal. Os pontos de transicao entre os trés regimes foram aprox-
imadamente determinados, mas os mecanismos responsaveis pelas transi¢oes ainda
nao sao conhecidos. Sabe-se, entretanto, que as transicoes sao marcadas por longos
transientes, o que indica a presenca de selas cadticas no espaco de fase. A interacao
entre as selas cadticas e conjuntos atratores pode ser estudada por meio do algoritmo

“stagger-and-step” [90], para achar selas cadticas com diversas dire¢oes instéveis.
6.2.4 Analise de Séries Temporais e Espaco-Temporais

A utilidade pratica dos métodos de anélise de conjuntos atratores e nao-atrativos em
sistemas reais depende de sua aplicabilidade sobre dados observacionais, quando nao
se tem conhecimento das equagoes do sistema. Tais dados se apresentam, em geral,
na forma de séries temporais ou espago-temporais (seqiiéncias de imagens variando
com o tempo). A andlise de séries temporais tem possibilitado a detecgao de selas

cadticas em experimentos com lasers [168], um péndulo [169] e circuitos eletronicos

'Radiagao eletromagnética com freqiiéncias entre 3 x 10'7 Hz e 3 x 10'® Hz [167].

174



[159,170], bem como a detecgdo de drbitas periddicas instaveis em experimentos
com plasmas de fusao [171,172]. Estes resultados suportam fortemente a verificacao

experimental dos resultados tedricos discutidos nesta tese.

A analise de séries espago-temporais abre a possibilidade do uso de novas formas de
investigacao de modelos matematicos, baseadas na comparagao das solugoes geradas
com as imagens obtidas de sistemas reais. Este tipo de estudo é particularmente
interessante no caso de sistemas de grande extensao espacial, com a presenca de caos
espaco-temporal totalmente desenvolvido, onde as correlagoes espaciais e temporais
decaem exponencialmente [173] e a andlise no espaco de fase torna-se bem mais
complicada. Uma das formas de quantificar a dinamica em séries espago-temporais

¢ a andlise de padroes gradientes (APG), descrita no Apéndice A.

6.3 Possiveis Aplicagoes

A identificacao de orbitas periddicas instaveis e de selas cadticas em sistemas reais
possibilita o uso de técnicas de controle que permitem conduzir o sistema para
solugdes periédicas [10,11] ou prolongar o tempo de transiente cadtico [174]. O se-
gundo caso ¢ indicado em certas situagoes em que deseja-se manter o estado cadtico,
em vez de deixar o sistema convergir para um estado periédico. Como exemplo, es-
tudos revelam que a diminuicao de comportamento cadtico em batimentos cardiacos
pode levar a problemas no coragao [175]. Alguns autores tém postulado que ataques
epilépticos também estao relacionados com a diminuicao de caoticidade na ativi-
dade neuronal [176,177]. Um exemplo de aplicagao de controle para manter o caos
usando selas cadticas é a prevencao de colapsos de voltagem em sistemas elétricos de
poténcia. Colapsos de voltagem ocorrem quando o sistema esta sobrecarregado. Em
tais casos, as varidaveis de estado do sistema, tais como as diversas voltagens, flutuam
de maneira irregular por um certo tempo antes de decairem para zero subitamente,
levando a um “blackout”. Dhamala e Lai [174] estudaram o modelo para sistemas de
poténcia introduzido por Dobson e Chiang [178], em que o colapso ocorre quando o

sistema, que opera em uma regiao onde existe um atrator cadtico, sofre um distirbio

175



ou sobrecarga tempordria que causa uma mudanca para um valor de parametro onde
uma crise de fronteira ocorre, apds o que o sistema exibe caos transiente seguido de
colapso. Dhamala e Lai [174] usaram o conhecimento de uma sela cadtica para de-
senvolver um método de controle, baseado apenas em dados experimentais obtidos
de séries temporais, que faz com que o sistema permaneca na sela cadtica, evitando
o colapso. O mesmo método foi aplicado em um modelo para descrever a variacao
da populagao de uma dada espécie [179]. Neste caso, uma crise de fronteira pode sig-
nificar a extingao da espécie, e a identificacao de selas cadticas permite a aplicagao
de controle para evitar a extin¢gdo. Em um modelo de reagoes quimicas [180], a
decomposicao de um atrator cadtico, criado apds uma crise interior, em duas selas
caoticas, semelhante aos casos abordados nesta tese, permite que a aplicacao de
controle evite “estouros” indesejados no regime intermitente [174]. Em todos estes
casos foram utilizados modelos simples, descritos por sistemas de 3 ou 4 EDO’s
acopladas. Nesta tese foi descrito um processo para estudar em detalhes a dinamica
de selas cadticas responsaveis por transientes e intermiténcia em equacoes diferen-
ciais parciais, o que amplia a possibilidade de investigacao de controle em modelos

mais realistas.
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APENDICE A

OPERADORES DE CAMPO GRADIENTE

Considere-se um sistema espacialmente extenso em duas dimensoes representado por

uma matriz de amplitudes escrita na forma

€1,1

€n,m

onde e, , sao os valores para cada elemento de amplitude da matriz £. Pode-se
escrever o campo gradiente de F como um somatério dos componentes de duas

matrizes:
|a1,1| co : ¢1,1
. . .o . . . . (A2)
|| e Oum

onde a primeira matriz contém os valores absolutos de cada vetor do campo gradiente
de F e a segunda contém os valores de seus respectivos angulos de fase, medidos

entre T e —.
A.1 Operador AAF

Dois vetores de VE sao chamados de simétricos se possuem o mesmo moédulo e
orientagoes opostas. Assim, dois vetores L; e L; pertencentes a VE sao simétricos,

dentro de uma tolerancia ¢, se || L; + L;|| < €.

O operador AAF (Asymmetric Amplitude Fragmentation Operator) atua sobre VE

por meio dos seguintes passos: Primeiramente sao removidos todos os pares de
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vetores simétricos de VE, sendo gerado um campo com L vetores simétricos. No
segundo passo os L vetores sao substituidos por L pontos, localizados no ponto
médio de cada vetor. Estes pontos sao conectados por uma triangulacao de Delaunay
[181], com [ arestas. O grau de fragmentacao assimétrica de VE é medido pelo
parametro F4 [109,182,183]

I—L

Fy=—= (A.3)

A.2 Operador CEF

A entropia complexa associada a E é dada pelo valor do operador CEF (Complex
Entropic Form), definido por [111,184]

n,m ‘ ’ n,m
Qi,j

lail . |ai ]
Sc(F) =— 1 , ;
o(B) 2 > lai ngf@i,j\ >

i=1,j=1 i=1,j=1 > |ail

onde i = y/—1.

A.3 Anadlise de Padroes Gradientes na Equagao Swift-Hohenberg

Como exemplo de analise de campo gradiente sobre padroes espaco-temporais bidi-
mensionais, considere-se o classico problema de convecgao Rayleigh-Bénard, onde
um fluido é confinado entre duas chapas horizontais e aquecido por baixo [53,185].
Se a diferenca de temperatura entre as chapas inferior e superior for grande o bas-
tante, o fluido em estado uniforme torna-se instavel, gerando a ocorréncia de movi-
mentos convectivos. O problema de conveccao Rayleigh-Bénard pode ser modelado

pela equagao Swift-Hohenberg (SH) [113]

ou

oo = —D(V? + k*)u + F(u). (A.5)

O parametro 7y é a escala de tempo caracteristica e k é o nimero de onda critico

k=3.1172, (A.6)
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que caracteriza os padroes convectivos espacialmente periédicos formados no ponto
critico de transigdo para o regime convectivo. O parametro D na equagio (A.5) é
definido por D = £2/4k* onde & é a escala de comprimento caracteristica [4]. O

operador V2 é o Laplaciano em duas dimensoes

0? 0?
Vi= — 4 —. A7
ox? + 0y? (A7)
Para o caso de nao-linearidade cubica tem-se
F(u) = eu — gu®. (A.8)

onde ¢ é o parametro de bifurcacao relacionado com o gradiente de temperatura

entre as duas chapas e g é uma constante.

A fungao real u(x,y,t) estd relacionada com a magnitude média da componente

vertical da velocidade normal a chapa.

A equacao (A.5) foi resolvida numericamente com um método baseado em diferengas
finitas, implementado por Pontes [186]. As condigdes de contorno usadas sao dadas

por

u=0,u=20 (A.9)

em todas as bordas, onde n ¢ a direcao normal a borda. Foi utilizado ¢ = 0.5 em
uma grade de 80 x 80 pontos, com Az = Ay = 25/80. Os demais parametros do
sistema foram fixos em 79 = 0.0509, D = 0.0159, g = 1.2900 e k£ = 3.1172. Partindo-
se de uma condigao inicial aleatéria, a Figura A.1(a) mostra o padrao espacial u(x,y)
no instante ¢ = 2. Neste estdgio inicial, a dinamica espaco-temporal predominante
¢é a formacao de estruturas coerentes e o crescimento de sua amplitude. Na Figura
A.1(b) é mostrado o campo u(z, y) parat = 240, quando a dinamica espago-temporal
dominante é a variacao da fase, ou o deslocamento das estruturas espaciais formadas.

Neste regime ocorrem menos variagoes na amplitude das estruturas.
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FIGURA A.1- Dois quadros de uma simulao da equao SH para (a) t=2 e (b)
t=240.
FONTE: [111] (p. 158).
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FIGURA A.2 - Evolucao de F4 para um conjunto de 24 quadros representativos

de uma simulacao da equacao SH.

Com o intuito de caracterizar a mudanca entre o estagio de predominio de dinamica
de amplitude para o estagio de dinamica de fase, os operadores AAF e CEF
foram aplicados sobre um conjunto com 24 matrizes representativas da série espago-
temporal. Os resultados da aplicagao de AAF e CEF sao mostrados nas Figuras
A.2 e A.3, respectivamente. Em ambas as figuras pode-se perceber claramente uma
mudanca brusca de comportamento ocorrendo a partir do quadro 11. Esta mudanca
representa a transicao entre o estagio de dinamica de amplitude para dinamica de
fase. No caso do operador AAF, antes da transicao a derivada média do parametro
F no tempo (DF = (dFa/dt)) é positiva, ao passo que apés a transigao, DF é
negativa. No caso do operador CEF, a transicao caracteriza-se por um aumento

brusco na variancia de sua fase (Im(S,)).

A.4 Analise de Padroes Gradientes no Modelo Bohr-Rand

A integracao numérica de equagoes diferenciais parciais em geral requer um longo
tempo computacional. Algumas vezes as caracteristicas a serem estudadas estao

presentes em modelos mais simples, mais distantes do sistema fisico real. Uma
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FIGURA A.3 - Evolugao da componente fase de CEF (J(S,)) para um conjunto

de 24 quadros representativos de uma simulagao da equacao SH.

FONTE: [111] (p. 158).

simplificacao muito utilizada na analise de sistemas extensos sao as redes de ma-
pas acoplados (“coupled map lattices” - CML) [187], que sao conjuntos de mapas
nao-lineares conectados por interagoes locais ou globais e situados em grades es-
paciais regulares. Estes sistemas sao discretos no tempo e no espago. Os mapas
que estao acoplados podem ser cadticos em si mesmos, portanto, a rede de mapas
acoplados nao fornece informacao sobre a origem de caos espago-temporal no sistema
real. Contudo, muitas caracteristicas verificiveis em sistemas que apresentam caos
espaco-temporal, tais como a caracterizacao em termos de expoentes de Lyapunov
e dimensao de correlagao [6,188,189], e intermiténcia espago-temporal [190], podem

ser observadas nestes modelos simplificados.

Um exemplo de rede de mapas acoplados bidimensional é o mecanismo de geragao

de turbuléncia localizada apresentado por Bohr e Rand [6,114]

wij(n+1) = flui;(n)) = c(f(uig(n)) = fluia;(n)) + eAf(uig(n))  (A10)
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onde

1

Afluign)) = 5 (F(uirr;(n) + fuiz1;(n) + f(uigea(n) + (A.11)

+f(uij-1(n)) — 4f(uij(n)))

e f é o mapa linear definido por

3z +2, se —1<z<-1/3
f(x) = az, se —1/3<x<1/3 (A.12)
3z —2, sel/3<x<1

O mecanismo de Bohr e Rand modela o aparecimento stubito de pacotes turbulentos
isolados e localizados em um fluido em um escoamento aberto. Estes pacotes se
deslocam com o fluido de maneira que suas partes frontal e traseira possuem veloci-
dades diferentes mas bem definidas, ocasionando um crescimento regular. O estado
local pode retornar a uma forma laminar de maneira a manter o pacote espacial-
mente localizado. O coeficiente ¢ na equagao (A.10) é andlogo a velocidade média
do fluido. A Figura A.4 mostra trés quadros da evolucao espaco-temporal de uma
pequena perturbagao inicial (107%) aplicada no ponto central da fronteira esquerda
da grade. Os demais pontos da grade sao inicializados com 0. A perturbacao cresce
a medida em que se desloca para a direita, até atingir um ponto em que o compor-
tamento torna-se aparentemente cadtico, apos o qual a amplitude média dos picos
do pacote instavel se satura e o pacote continua sendo deslocado para a direita en-
quanto cresce em extensao. Foram usados e = 0.1, c = 0.6 e a = 1.1 e condicoes de
contorno rigidas. Uma forma de se estudar este sistema ¢ aplicando os operadores
de campo gradiente sobre uma matriz de tamanho fixo definida em torno da per-
turbacao inicial e movendo a matriz a cada iteracao com velocidade equivalente a c.
Um exemplo é dado na Figura A.5, que mostra um quadrado em torno das curvas de
contorno do pacote instavel para quatro instantes de tempo. A Figura A.6 mostra

a evolucao temporal do parametro Iy, para esta série de matrizes, revelando um
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aumento de fragmentacao assimétrica a medida em que o pacote instavel aumenta
de tamanho. Uma possivel aplicagao da andlise de padroes gradientes no modelo
de Bohr-Rand ¢é a caracterizacao de turbuléncia localizada por meio do espectro de
fragmentagao, introduzido em Rosa et al. [109] para o estudo de imagens da regiao
ativa solar. Com isto, pode-se averiguar a conjectura de que a origem da turbuléncia

observada nas regioes ativas solares é um processo de turbuléncia fraca localizada.

204



FIGURA A.4 - Evolucao espaco-temporal de uma perturbacao aplicada no modelo

de Bohr-Rand com e = 0.1, c=0.6 e a = 1.1.
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FIGURA A.5 - Curvas de contorno do pacote instavel para quatro instantes de
tempo. O quadrado se desloca com a “velocidade do fluido”, e é

usado para extrair a regiao de interesse.
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FIGURA A.6 - Evolucao temporal do parametro Fy para o modelo de Bohr-Rand,
revelando um aumento de fragmentacao assimétrica a medida em

que o pacote instavel aumenta de tamanho.

206



	FOLHA DE ROSTO

	FICHA CATALOGRÁFICA 
	FOLHA DE APROVAÇÃO
	DEDICATÓRIA
	AGRADECIMENTOS 
	RESUMO
	ABSTRACT
	SUMÁRIO
	LISTA DE FIGURAS
	1 INTRODUÇÃO
	1.1 Ondas de Alfvén e Caos na Conexão Sol-Terra
	1.2 Estrutura da Tese
	2 CONCEITOS FUNDAMENTAIS
	2.1 Sistemas Dinâmicos
	2.2 Mapas
	2.2.1 Mapas Inversíveis

	2.2.2 Difeomorfismo
	2.2.3 Mapas de Poincar

	2.3 Conjuntos Limite
	2.3.1 Atratores
	2.3.2 Pontos Fixos
	2.3.3 Órbitas Periódicas
	2.3.4 Órbitas Quasiperiódicas
	2.3.5 Órbitas Caóticas
	2.3.5.1 Atratores Caóticos


	2.4 Estabilidade
	2.4.1 Estabilidade de Pontos de Equilíbrio
	2.4.2 Estabilidade de Órbitas Periódicas
	2.4.2.1 Equação Variacional

	2.4.3 Expoentes de Lyapunov

	2.5 Dimensões
	2.6 Variedades Invariantes
	2.6.1 Variedades em Sistemas Contínuos no Tempo
	2.6.2 Variedades em Sistemas Discretos no Tempo
	2.6.3 Dimensão de uma Variedade
	2.6.4 Cruzamentos Homoclínicos e Heteroclínicos

	2.7 Selas Caóticas
	2.7.1 Diferença entre Atrator Caótico e Sela Caótica

	2.8 Bifurcações
	2.8.1 Bifurcação Sela-Nó
	2.8.2 Bifurcação Hopf
	2.8.3 Bifurcação de Duplicação de Período
	2.8.2 Bifurcação Hopf

	2.9 Crises



	3 ALGORITMOS
	3.1 Encontrando Pontos Fixos
	3.1.1 O Método de Newton para Mapas Unidimensionais
	3.1.2 O Método de Newton para Equações Diferenciais

	3.2 Variedades de Pontos de Sela
	3.3 Selas Caóticas
	3.3.1 O Método “Sprinkler”
	3.3.2 O Método “PIM Triple”
	3.3.3 Comentários sobre os Algoritmos

	3.4 Variedades de Pontos de Sela × Variedades de Selas Caóticas

	4 CAOS NA EQUAÇÃO SCHRÖDINGER NÃO-LINEAR DERIVATIVA
	4.1 Introdução
	4.2 A Equação DNLS
	4.3 Crises Interior e de Fronteira na Equação DNLS
	4.4 Selas Cáoticas na Equação DNLS
	4.4.1 Bifurcação Sela-Nó
	4.4.2 Crise Interior
	4.4.3 Encontrando Órbitas de Acoplamento
	4.4.4 Definição da Região de Restrição


	5 CAOS NA EQUAÇÃO KURAMOTO-SIVASHINSKY
	5.1 Introdução
	5.2 A Equação Ginzurg-Landau Complexa
	5.3 A Equação Kuramoto-Sivashinsky
	5.4 Resolução Numérica da Equação KS
	5.5 Análise de Estabilidade
	5.6 Sistemas Dinâmicos de Dimensão Finita
	5.7 Seção de Poincaré e Invariância a Translação
	5.8 Crise Interior de Alta Dimensão na Equação KS
	5.9 Selas Caóticas na Equação KS
	5.9.1 Visualização de uma Tangência Homoclínica de Alta Dimensão
	5.9.2 Situação Pós-Crise
	5.9.3 Definição da Região de Restrição


	6 CONCLUSÃO
	6.1 Resumo dos Resultados

	6.2 Trabalhos Futuros
	6.2.1 Paralelização de Algoritmos
	6.2.2 Análise no Espaço de Fase no Domínio Espaço-Temporal Unidimensional
	6.2.3 Análise no Espaço de Fase no Domínio Espaço-Temporal Bidimensional
	6.2.4 Análise de Séries Temporais e Espaço-Temporais

	6.3 Possíveis Aplicações
	REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS
	APÊNDICE A - OPERADORES DE CAMPO GRADIENTE
	A.1 Operador AAF
	A.2 Operador CEF
	A.3 Análise de Padrões Gradientes na Equação Swift-Hohenberg
	A.4 Análise de Padrões Gradientes no Modelo Bohr-Rand



